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Programmation linéaire

L, Guerae,

Professeur & la Faculté de Drolt et de
Seiences Economigues de Clermont

Quelques problémes de 1a vie économigue.
L1. Problime de diététiqus,

L'alimeniation, pour 8tre rationnelle, doit fournir & Porganisme un certain
nombre de produits considérés comme essentiels, destinés A assurer Ientretien
dea tissus, & Btre briiés dans 'organisme, 3 assurer le minimum d'apport
de certains principes de maniére & écarter les maladies par carence, Clest
ainsi que Fon estime que la mtion d'un homme normal doit comporter des
protides, des glucides, des lipides, ete. de facon A Iui fournir environ 2 500 calo-
ries par jour tout en lui apportant des doses, supérienres a ceriains seyils, de
vitamines, par exemple : plus de 50 mg de vitamine T {dont la carence est
ife A 'apparition du scorbut),

Par ailleuss, on connalt la teneur £n protides, glucides, lipidss, etc., des
différents sliments; sur les Tables, on lit le nombre de calories apporides par
les divers aliments ; par exempie 150 g de radis en apportent {8, mais 150 g de
boudin grillé en apportent 725. Enfin, on connalt la richesse en vitamines C
par exemple, de la phupart des firuits acides tols que le citrom.

Connaissant I cofit de divers alimenis, on peut 3¢ proposer de rechercher
une alimentation de cofit minimun: qui apporis, & 'organisme, les qualités
nutritives (*) indispensables en guantités suffisantes.

De telles recherches furent effectivement mendes par George Stigler dés
1945 en opérant sur 77 aliments, 9 principes sutritifs et en wtilisant les prix
aux UL.8.A, en 1939 puie ceux de 1944 : il observa une hausse d’environ 30 %,
Acmeilernent, ce sont essentiellement dans le cadre de I'alimentation du bétail
(par exempile des porcs du Misnessota) que de telles recherches sont effective-

™ On fes appelic ansel mukriments.
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ment poursnivies, en fonction des prix journaliers des denrfes. Certaing doosno-
mistes, également, s¢ penchent sur de iels problmes dans le cadre de Paide
aux pays soas-alimentés.

1.2, ProbBme d'investizsement.

A chaque instant, VE.D.F, doit 3tre en mesure de fournir une quantité
d*énerpie supérieure & celle qui lui est demandée. On peut, pour simplifier,
s¢ Hmiter 4 3 paramdtres :

1¢ 1’énergie annuelle consommée qui se mesure en GWh (1 GWh = 10
KWh ;

Z¢ Ia puissance de pointe exprimée en MW (1 MW = 1{¥ KW} corres-
pondant & Ia moyenne des heures de pointes des joars ouvrables;

3¢ In puissance garantie correspondant aux moyennes homires des jours
cuvrables d’hiver, exprimée, elle aussi, en MW,

Pour satisfaire cette demande, 'E.D.F, dispose de divers modes de pro-
duction avee leg centrales « au fil de Pean », les centfrafes thermiques, les cen-
trales nucléaires, 'usine marémotrice de Ia Rance... etc. Connaissant les
caractéristiques de ses diverses usines et fenr collt de fonctionnement I'E.D.F.
peut définir la production de cofit minimum.

Par ailleurs, on connalt la progression de 1z demande d’énergie en fonc-
tion du temps, aussi PE.D,F, doit-elle se définir un programme d'implantation
de nouvelles usines. Elle est done amende & étadier les investissements de coft
minimum {qui ne seront pas forcément des décisions conduisant ultérieure-
ment & des colits de production ou dentretien minimum).

1.3. Probidme dr production.

1ine méme eatreprise fabrique le plus souvent divers produits; par exempla
une¢ menuiseric produit différents moddles de chaise; une usine fabrique
différents iypes d’engrais; une raffinerie livre sur le marché de 'essence de
qualitds varies, du gas-oil, du fueloil et du gaz. Un probléme qui se pose
journellernent est de définir le meilleur programme de fabrication de fagon
A satisfaire la demande extérieure ¢t amdliorer au maximum le béndfice ou
réduire au minimum les dépenses d’exploitation.

C’est un probitme numérique de cette catégorie qui servira de support 2
Vétude que nous allons faire,

1.4 Probidme Fafectation.

Toute entreprise de transport (par cxemple Ia S.N.C.F,, ou encore une
société de location de voitures sans chauffeur tclle Buropcars, qui offre la
focation dans Iz ville choisie par le client d’une voiture de type choisi par le
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client) ee trouve journellement en face de probidmes du type suivant ; dis-
posant de véhicuies donnés {wagons vides ou autos de marques donndes)
en des points donnds, comment les acheminer au moindre cofit, de fagon 2 se
frouver dans une seconde situation imposée.

Ce sont des considérations de ce genre que I'économiste anglais Ricardo {*)
évaquait pour iltustrer la natare du caleul économique en recherchant la
meillenre affectation de divers ouvriers, inégalement habiles, & des thches
variées,

1.5, On pourrsit penser que, dans ce probléme d’affectation ob il swifit
de connaitre les cofits des diverses affectations, Pemploi des machines & calouler
permet de fout évaluer rapidement et, par suite, de connaltre 'optimum,
Or, si pour 3 ouvriers et 3 tiches, il n'y 4 que 3! = 6 éventualités, il y en a
dé&ja 10!, soit plus de 3.10% pour 1D ouvziers et 10 tiches; pour 26 ouvriers
el 26 tickes 1l v a 26! situations » envisager (yne imprimante qui déhits
1 500 lignes de 104 caractires par minute exigerait un emploi ininterrompu
pendant plus de 1017 années pour simplement &numérer, par suite de 26 fettres,
chacuae de ces situations, alors que Pon attribue généralement 4 1a terre yue
durée de vie probable de I'ordre de {0 annéegt).

Cela montre, 4 Pévidence, combien un alporithme de calcul est nécessaire
pour aborder des problémes réels qui envisagent des centaines de postes
différents, E'emplol simultané d'un algorithme et des ordinatenrs angmente
considérablement la puissance : ¢'est aingi que le code « Marsie Claire » éorit
par D. Pigot pour PUNIVAC 1108 permet de traiter des problémes faisant
intervenir plusicurs milliers de relations,

2. Points communs aux problémes qui précédent : programmes
linéai

2.7, Dans les problémes que nous venons de citer, il s'agit toujours de
déterminer des valéurs non-négatives d'incounues, de fagon b optimiser {¢'est-4-
dirs A readre extréme) une fonction linéaire de ceg inconnues tout gn satis-
faisant & certaines inépalités lindaires traduisant des contraintes,

Par exemple dans ke cas I d’une alimentation de colt minimum il faut
trouver des quantités non-négatives des divers aliments 4 acheter; la fonction
A optimiser est un colt qu'il ¢"agit de minimiser, ot "on fait implicitement
Phypothése que e coft est une fonction linfaire des quantités {c'est une hypo-
thése essentielle, quoique, pas toujours trés réatiste, car, d'une part, les prix
unitaires diminuent souvent aves "augmentation des quantités, d’autre part,
si I'optimum correspond & un poids précis de fruits du type cerise ou orange
it est plus facile de Papprocher en cerises gqu'en oranges, On fait également

{*) Racanon {David} suteur de Principes d'Foonomie politiqus (1772-1823).
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Phypothése que les apports des principes cssentiels ont licu tinéairement ct que,
par suite, pour. reprendre les exemples numériques cités, A grammes de radis

et u grammes de boudin apportent, 2 Porganisme, A % +p 1?3555 calories.

1 convient égrlement de noter gue les valenrs utilisables des inconnues
sont bien souvent entidres 1 c'est aingd gue, pour un programme ophimum de
fabrication de divers modéles de chaizes, on veul une réponse en nombres
entiers, ¢& gui conduit au prebRme de 1a rsolution ¢n nombres entivrs des
probidmes précédents {c’&ait déja le cas ci-dessus pour les oranges on les
cerises).,

2.2, Ayant souligné certains traits essenticls commuans auxz probiémes
précédents nous allons, en utifisant un problRme numérique de production,
donner quelques définitions permetiant de s'exprimer dams I'étude de <ot
questions,

Soit un atelier fabriquant deux catégories de produits notés I ¢t I1. On s¢
propose de déterminer un programme de fabrication rendant tmaximum le
bénéfice global, sachant que le bénéfice est de 3 F sur un kg du produit I, et
de 10 F sur un k2 du produit If. Les contraintes de la fabrication imposent
d'utiliser pour cette fabrication, trois machines M,, M,, M;, dans un ordee
d'ailleurs arbitraire, suivant les temps indiqués ci-dessous on minuta pour
Fobtention d'un kg de produit I ou I {mais l¢ passage d’un produit sur une
machine £st continu),

My | M, | M,
I 4 ] 5
Ii 8 i) 13

Par ailleurs, Tes machines M,, My, M, ne sont disponibles qu'un nombre
limité d'henres au cours d'un mois; respectivemeont 120 h, 100 b, 125 h,

2.3, Pour une production xy, x,, mesurée en kg, des produits ¥ ¢f II,
e béndfice, exprimé en F, est :

§ = Bx;+10xy
Comme M, ne peut &tre utilisé que 120 b, scit 7 200 mn, il faut
G, e By T 260.
On a, de méme,
Gix, - Elxe, <06 000,
Sx,+ 5%, <7 500,

Bien entende, comme on veut une production réelle ; x,=0, x,>0.
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Le probleme est douc de déterminer un’ couple (x;, x,), de nombres
non-négatifs, rendant maximum
§ == 8x, 1 10x,
et vérifiant
9x, + Bxp7 200
&x, -4 kg <6 000
Sxey - Exg <7 300

goit encore, en langape matriciel, de déterminer en vecteurdigne X = (x; x,)
de quantités & fabrigquer X0,

rendant maximum XE ol F = (fa)

et vérifiant XA<B avec A = (g . ;g)

B = (7200, 69000, 7 500).

Les problémes consistant & rechercher

X>0
qui maximise XE
sous les contraintes XA<B

sout appelds progrommes lindaires canoniques.
On appelie programmes linéaires (¥}, les problémes ob I'on recherche

X=0
qui muaximise XE
sous les contraintes XA = B.

2.4, 1l 25t clair que toui programme linéaire peut se formuler en terme
de programme linéaire canonigue puisque .
N XA>B _ | X(—A)<(—B) ;
XA“B“¥XA<B*(XA4B XA <.
Inversement, toui programme lindaire ‘mmnh]ue peut e formuler en
programme lindaire; il suffit d'introduire des inconmucs (on dit aussi des
variables) d’4carfs pour transformer Ies indgalitds en égalitdés, Par exemple
on remplace
913“%*83‘,*!“13 = 7 200

9x1+8x’ 7 200 par X 5 0

€*) Certains auteurs disent progranms linfelre sandand.
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ce gui conduit & introduire un nouveau vecteur
X = (x; xg X5 X4 Xg)
whe nouveile matrice :

10
E=110
0
et une nouvelle matrice technique
9 6
81015
Al=11 0 0
0140
6 01

et le probléme 'énonee aloms :
On s propese de déterminer X' >0 qui maximise XE’, sous les contraintes
XA'=8.

qui est du type programse linéaire,

2.5. Soit le programene Hodaire canonique défint par
déterminer X»0)
maximisaat XE

{ avee XA <H,

On appelle : .
N . XA<B
programme réalisable tout vecteur X vérifiant X 50

solution toui programme réalisable maximisant XE,

2.6, On vérifie immédiatoment que

u) L’ensemble des programmes réalisables est un polybdre convexe {(Sven-
tueellement €4, ¢ kos conditions sont incompatibles). En ¢ffet i X, et X, sont
deux programmes réalisables AX;4-uX, est aussi un prograwmme réalisable
VieRt, YuelR* avec AU == 1, Par ailleurs en vertu de la Endarité, les surfaces
Hmites sont pianes.

B) L'extrémum de XE ne peut é¢re réalisé en un point strickement intéricur
au polyddre convexe des programmes réalisables, Si, en effet, un point X0
ol XE admet un oxtrémum était strictement intérieur le plan XE — X9E
traverserait le polyddre et dun cdté XE<XE do Pautre XE>» X", Comme
il v aurait des poimts du polyidre de part et d’autre de ce plan, I'extrémum
{que ce soit un maxisyum ou un minimum) ne pouwrrait Stre réalisé en X°
Le plan XE = X°E doit &re te¢i que le polyédre ne le traverse pas : ¢g peut
étre ic pian d'une fgce ou un plan passant par une aréie ou psr un sommet
pour empioyer le langage géomdirique de R*; dans tous les cas, il contient vn
sommet {au moins}.
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3. Exemple de résolution d’un programme linéaire canonique.

3.1 Reprenons donc le probléme exposé au 2.2. ei formulé, en programme
linéaire canonique, au 2.3, :

maximiser 9x,;-110x,,

9x,+8x, <7 200, ()

avec 6x,-+10x4 <6 000, (2)
5xy+ 15x5 <27 500, (3
xy 20, x53220.

3.2, Comme il n'y figure que deux inconnues x,, x,, la résolution est
susceptible d'étre cffectuée tris simplement en langage géométrique sur IR

Sur le praphique ci-dessous, on a indiqué les droites A,B,, A,B,,
AsB, assocides aux inégalités (1), (2), (3) qui bordent le polygone ¢onvexe
OA, I,; I; B;O des programmes réalisables, On a figuré également la droite
associée a

Bx;+10x, = 8 000

2 .‘.' ~ A3 -
1500 x

(droite particuliérement facile 3 constroire) qui indique « dans quelle direc-

tion » chercher la solution. La droite la plus &loignée de O paralléle A

cette droite €t contepant encore un point, au moins, du polygone des pro-

grammes réalisables montre que le sommet A retenir est unique : c'est I,,.
Les coordonnées de I, solution de

9x1+8xa =T200
61'1—]-103!, = 6 (m
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fournissent
Sx,ﬂigieamg
1 800
%x,m—,’—:ZS?,l
Fuis
smsi?,?-q_"-mo%'@:%“ﬁz?m.

3.3. Pour présenter, sur le méme exemple numérique, Ia méthode générale
de résolution, dite méthode du simplexe, commengons par former e programme
lindaire associé au programme lindsire canonique, en introduisant trois varis-
bles {ou inconnues) ¢ écarts, c'est-d~dire autant qu'if y a d¢ contraintes s’expri-
mant par des inégalitds.

On ost aiesi conduit & rechercher un vecteur pon-négatil {xprXax,xy)
tel que )

& == 8x,+410x, soit maximum,
tandis que :
9x1+8x=+x3 a7 m,
6x -4 Hhxvg-+-x, = 6 000,
5,:1+15,Xg+xg = T 3,

Ii apparait imanédiaternent un programme réslisable {0, 0, 7 200, 6 000,
7 5603, Partant de ce programme, on va en trouver un meilleur, en utilizant
Pexpression de &,

Le programme précédent peut 8tre considérd comune obtenu en résoivant
ke systérme d°équations précédent en x,, x,, x, {variables principales) fonctions
de x5, x, (variables son principates)

Xy = 7 200—9x1w- 33[3
X3 = 6 000—8x,—10xg
X, = T 500—5x,—15%,
puis en anoulant les variables non principales x, et x,.

Buivant

On dit alors gu'en & ug programme principal e, 8l est réalisable, un
programme principal réalisable.

Désormais, les changements de programme vont se choisir systématique-
ment de la fagon suivante

Puisgu'on sait exprimer les inconnues principales en fongticn des non
principales, on sait exprimer § en fonction des seules inconmues non prin-
cipales, Ici c'est

: &= 8?&'1‘1‘ iﬂxa.

Dans l¢ programme principal réalisable préeéddent x, — x; — € donc
§ == (3, 8, done, on passe A un autre progravume principal réafisable dans
leguel soit x,, 301 x, s0it lez deux ne sont pas nuls, o snra améliord § et ce
‘programme sera meillanr,
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Proposons-nous, par exemple, d*augmenter autant que possible x, sans
modifier x,.

Xg == T 200-9x—-Bx, montre que, si x, croft, x, décroit €L atteint O
pour x, = &0,

De méme x, = 6 000—bx,~~10x, montre que, si x, croit, x, décroft et
atieint O poar xy == 1000,

Enfla x; = 7 500-—5x,~15%; montre gue, si x; oroit, xg décroit st atteint 0
pour ¥, == 1 300,

H fandra donc prendre x, <800 afin que x3 20, x,»0, x; 0.

Ls méthode consiste & introduire x, comme varigble principale tout
en soriant xg qu'on annulera (puisque quand x, crolt xy est la premiére vanablc
& g'annuler).

[ g = ; (7 200—x,—8x),
X, = 60006 % (7 200—xy—Bx)—10%,,

xy = 7 3005 % (7 200—xy~-Bx)—15x,;

J——

soit ;
!
| Xy Sﬁﬂ-—éx,—mgx,,
‘m—-lmﬂé« xg-—l,:
5 95
‘x5m35m+§x3-«~§~x,
aves

& = 6 4004 ?x,———gxg‘

On défimit, ainsi, lo nouveay programme principal réalisable ;
800 0 0 1200 3300

conduisant A £ = 6400, donc meijlleur que fe précédent.

L'expression de § montre gu'on peut l'augmenter en prenant pour xy
une valgar non rulls, ce qui conduit & prendre x, comme variable principale
et Pexamen (counne précédemment) des équations conduit & sortir x, des
variables principales. On arrive ainsi 4

2
Xg = %(]2w+§xg—x4)
ot
1200 309 3

Fy = ”i" x!l 14 Xar
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puis
L _ 40005 4
1= gttty
o 20020 +3,
R TR T g
avec

- 3000 10 i3

& 7.%2—1.‘:‘3“‘2—{:&“

Cela définit un novveau programme principal réalisable 2

4003 1800 5500
(7 7 L —7")
concduisant a ;
sﬂiﬁﬂ)ﬂ
7

gui est un maximum puisque correspondant A x, = x, == O et que leurs coef-
ficients sont mégatifs danz P'expression de §.
Nous venons J'établir que le probldme admettait une solution

corsespondant au béndfice

On peut suivre les éiapes du calcul précédent (dit par la méthode du
stmplexe) gur B figure de la page 347. )

Las variables d’écart x,, X, Xy mesurent les distances dn point {xy, xg)
respectivement anx droites A,B,, A,B, et AB,

Le premier programume envisags {(programme de départ) comrespond
au point 0. La premidre Stape ol x, varie seule, x, restani omlle, correspond
au déplacement du point représentatif sur 1"axe Ox,, Le programme obtene
en fin détape of x, = 800, x, = O cormspond au point A,. Ainsi, 1a premiére
étape a fait déerire OA;. La seconde étape fait parcourir AT, pour aboutir
A la solution correspondant au point 1;,.

Ainsi la méthode du simplexe conduit 3 rechercher is (ou les) sommet
rendant & maxioum ea déplagant le centre de caionl de &, dicectement, d’un
sgommet & un sutre somenet cxtrémité avec le nrécédent d'une méme ardte,

A chaque 6tape on introduit une variable principale, ¢t on ea sort une,
§i bien gu’on ne peut opdrer que sur deux variables variant en sens contraires.
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L’opposé du cotfficient de fa variable entrunte dans Pexpression de Ia vatiable
sortante se nomme le pivos; il est toujours strictement positif. Dans la premidre

étape, ie pivot ost 9, dans la seconde c'est E; .

4. Problime dual; probléme primal.
4.1. Ftant donné le programme linéaire canonique
k déterminer X»0

maximisant XE
avec XA<H

on appelte probléme dusl
{ déterminer un vecleur-colonng Y >0
3 minimisant BY
avec AY :E.

MNotons que le programms linbaire canonique pouvait sncore s'exprimer,
en notant ‘M Ia transposée de Ia matrice M, par
déterminer *X 0 déterminer *X 0
; maximisant *BEX soit encore } minimisant -*E)*X
avec ‘A*X < ‘B avee (—*A)FX»(—'B)

oi "X est ua vectenr-colonne,

Ainsi, le probléme dual apparait comme étant du mime type que le
probléme initisl ; ¢’est un programme Hnéaire canonique relaiil maintenant
2 la matrice &onomique —'B, & la mairice technique (—A) ¢f 3 1a matrice
des gontrainies B, Il et clair que ce progessus de passege au dnal qui 8
(X, E, A, B} substitue X, —B, —*A, ~'E) est involutif, et que e probiime
initial est le dual de son dusal

1e second probldme est désipnd sous ke nom de probléme dual du problime
initial qu'on nemme probldme primal.

£.2. 1l est possible de donner une interprétation économigue simple do
probiéme duai du problime numérique 2.2

Le vecteur-colonne recherché est un vecteur-prix Y dans P'espace dual
de I'espace des quantités X (les prix définissant des formes linéaires sur Pespace
des X). Il s"agit de trouver un prix réel (Y doit avoir des Ements non négatifs)
de loeation par minunie des 3 machines, qui conduise un étranger 3 husine A
louer Vetisermble des 3 machines pendant tout lenr teraps disponible le moins
cher possible, ¢t qui scit acceptable par le propriéiaire de Fusine.

Le cofit de focation le moins cher correspond & un minimuem de

720G 31 +6 000 yg-4-7 500 3,
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soit BY minimum. Ce prix de location

g

est acceptable par le propridtaire de I'usime s'il est tel que le bénéfice ainsi
retird est supérieur au béndfice retind de la faarche des machines, oo qui vex-
prime pay ,

i+ Gyat 3> 8

8yt 10y, 159,10 soit  AYE.

43. Relativernent & deux problémes en dualité, on dispose du théoréme
fondamental suivant

Théoréme I. — Si 'un des problémes 2 un seps & une solution (au moins)

I° fe probidme dual a aussi un sens et une sodution (an moins);

20 les extrBmums atteints pour les solutions sont égaux.

Dire que le probléme a an sens, ¢’est exprimer que le polyddre convexe
n'sst pas vide c'estd.dire que les contraintes ne sont pas contradictoires.
Dire que le probléme & use solution, ¢’est exprimer qu'il y & au moins un point
extréme dans la direction associée & B {ou B) ce qui peut ne pas avoir lieu par
exemple si le polyddre est wne surface prismatikque et Iz direction envisagle
celle des géndratrioes.

On éiablit également :

Thioréme II. — Si dans 'un des probidmes des contraintes sont non
saturées pour une solution, dans le probidgme dual les varigbies associées sont
gulles pour I'extrémpm.

£4. A titre d’exercice, nous alions vérifier les résultats qui précédent
sur le probiéme dual du probléme 2.2
Le polyédre convexe des programmes réalisables ¢st Jdéfini par
y120, ¥, >0, y, >0
i+ 6ys+35 38
By 10y,-115y, 210

(C’est un polyédre infini, situé dans le triddre des coordonnées positives
admettant aussi pour faces le triangle 1K et le quadrilatére IIML (en appelant
I} les ixnees sur les faces yy = O et y, == G de Paréte intersecition des deux
coniraintes de bénéfice).

On trouve que e minimum est obtenu ¢n I denc pour

{10

Yy = 0 { Vi = 21

soit re pPOnr 13

by, =0 " eneo Fu == 5
83+ 10pg =0 Y=

e 352 —=
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J }';=
s I
K
5
A
et qu'il vaut :
7200 +6000 +(1soo o)_w

On observe donc bien que :

1¢ les extrémums pour Ja solution sont égaux (et valent 50?0).-

2¢ & 1a contrainte imposée par M, qui n'est pas saturée (puisque pour la
solution du prabléme primal x,=>0) il correspond une inconnue duale y, = 0,

5. Desserrement des contraintes. Bénéfice marginal.

@ Examinons l'cffet sur la fonction économique, d’une medification
des contraintes, dans le probldéme numérique 2.2
Supposons qu’au licu d’3we limité & 120 h soit 7 200 mn I'ufilisation
de ia machine M, puisse se faire pendant {7 200+2) mn. Si A est important,
Ia forme du polygone convexe des programmes réalinables peut &tre modifiée
de fagon telle que Poptimum de & ne corresponde plug an sommet I,, mais
4 un autre sommet, faisant intervenir d’autres contraintes Si A est faible,
c’est encore I, qui définit "optimum mais ce sommet se trouve alors défini par :
9x|+ axg =17 2('.']+l,

6x1+l0x, = 6 W;
dont la solution est :

4000 5
X _7""'+i'i1':
o101,

e g S + 3 e e it e s oty e - ey e
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Ainsi, une augmentation de & mun pous 1a contrainte imposés & la machine
M, améliore de%(]-]
Jice merginal, mesuré en francs, associé & lo contriante Hide & M, exprimée
en m. -

Un calenl analogue peut étre conduit & partir dun desserrement de
ia contrainte imposée 4 la machine M, et 'on trouve que, porter l& senil de
6 000 mn & {6 000+p) me fait pssser Voptimum de

50 000 50000 13

g— B b g m

le bémdfice marginal associé est donc, dans ce cas, %—; .

Enfin, i est clair qu'une modification Kgdre imposée au seuil de 7 500 mn
imposé A 1a machine M, est sans offel sur le choix du sommet 1,, donc sur
I'optizram de € ¢t Ie bénéfive marginal correspondant est gl

A francs fe bénéfice optimum ef, par suite, %g est [e bénd-

® Reprenoss iz méme étude sur le probléme dual.

Le polyddre comvexe des programmes réalisables est indépendant des
contraintes gui, cette fois, interviennent dans Is fonction écomomigue. 11 en
résulte que pour une faible variation de la confrainte imposée & la machine
M, c’ast toujours I qui fournit optinium et le bénéfice asgocié est :

| 5)) 13 50000 , 10

Ainsi, les coordomnées du somnmet retenu T fournmissent dirsctement les
valeurs des bénéfices marginaux assoriés & chacune des contraintes; 4 la coof-
donnée yu([} = 0 correspond un bénéfice marginal nul &t use contrainie mon
saturée,

Sur cet exemple intérét de Pétude du Jual apparait nettement : on a,
comme sur le primal, la valeur de Poptimum de la fonction économique et 1a
fiste des contraintes saturdes powr cef optimum gqui constituent ce qu’on
nomme des goulets (o encore des goulots) d"étranglement de Is production,
en prenant la liste des variables non nulies. L'étude du dual fournit, en outre,
Ie coefficient de desserrement de chacune de ces contrainies, par I valeur
de chacone des coordonnées nor mulles du sommet fourmissant Poptimam.
Ajoutons que, s’ n°y a que deux contraintes, le probléme dual est plan, quel
que soit le zombre des inconmues du primal.
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mL — Une biblnog-aphle de tous les exemples d’application am&:um 4 join 1957
se trouve dany :
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