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Courbes étranges, ensembles minces

Y.-P. KAHANE (Facultd des Scierces d'Orsay)

o Eimsstein et Smoluckowski ont earactérise de ix méme focon Pactivitd die mouves
mear brownien. Jusqu'alors on s'étalt efforcd de définlr une « vitesse moyerme Jagito-
fiom » en suivant cusd exacfermens que possible le tralet &'un groin, Les évalvations
3!'!!.7!' obtenues iaient toujours de queigues microns par secomde pour des graines de ordre

' micron.

Mair de telies Svalustions som grossidrement Taumses. Llemchewdtrement de I
trafectoire est tel que la olre rotée ext toufours infiniment plhis slmple et plus
caurte que la prajecioire rdelle. Bn parilowdior, guand fa durée gl sépare dewx pointés
&un mime grain décrolt, lc vivessz moyerme de ce grain ' eefte darée, boin de
tendre vers une Hmite, grandit sgns cesse, e varie Jollemens en divection, comme on e
voit de fagon simple, en potpst ley positiony d'un grain d la chambre clmire de minute
o2 minute, piis, par exemple, de 5 en 5 secondes, er vilewx ancore ax los photographiont
e vingtaine en vingiaine de secondes, comme oni fait Victor Henri, Comandon on M. de
Broglie, pour cinfmatopraphier T2 moivernent. On wit da mdmie toup goe Uos ne pént
Sfixer une tqngente en auces poim de 1 irgfeciolre, £t Cest an car o I est waiment
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noturcl de penser d ces fonctions continues xans dérivées gue lex mathémmticiens ont
Imapindes, ot qua Fou regardal & 1orf comme de shwples curioshtéy mothématiquss,
puisgue Pexpirience pewt les suggérer. ..

e ¥ probabfe que parut [y vérificative, etle digit ulile, ef d'gilleurs frés focile.
suffie de nofer A la « chambre daire » lo position & un mbme grain & intervalies de termpy
dgaux. A e d exemyple, Fai rdani sur In figure cl-contre (1908), o It divivione repré.
sentent 30 microus, 3 dessing ebteaus en tracant g profections kovizontales (F),

Incldermanent, une telle figure, er wikme le dessin suivar 2), 6l se trouvens reportés
& une dekelle arbirroire wa pluy grond nombre de déplacerneniy, ne donment qu'unt ée
bien affaiblie du prodigicux enchevétrement de Iz trajectoire réelle. 8 en effet on foisalt
des poimés en des intervaliss de iemps 100 fois plus mppmcbéx chaque sepptent serailt

remplacé par an contour polygonal relativement ausst oe que le destin entiev,
&1 ginsd de suive. On voit commend T évanouit en de parellz cax ia notion de :mm
& une irgfectoire_

- Bn fora des réflexions analoguer pour toutes los propribiés gui, 4 notre &chelle,
semblens régulldrement consinees, selles que la witesse, in pression, lo tempdrature,
£t nour les vervons devenir de pls en plas trrégulidres, & mesure que nous augmenterons
Ie grossissement & Pimage toujours imparisite que nous xous fulsons de I'Univers.,
doq donsid deair nuile en tout point, sauf exceprions : plur généralemeni, ln forerion gui
représente Iy propriéed physigus Fudtée {maons gue ce goit le poteatiel Zlecirigue)
Farmera dons toute muiidre un conpinum présentont une Infiniié de points singuliers,
of dort ley mesthénaticlens nous perptetivont de poursuivee Pétude. »

1. Puuno, ffomes (1912 et 1935}, pp. 138-139,
142-143 et XXX,

¢ Parpy les notions étranges dues & Canlor, fn plus stilement applicable aux besoins
de Panalyse classigue est certainement celle de Uenvemsbie parfail tololement disconting,

. Le lecteur disirera peat-#ire savolr ce que somt ces ensembles parfaits. Qa’ﬂ
,{mﬁwm barrem‘:ﬂfigmdem!m idédlement fine. On onvre en elle, vers le milen,
uma hrache, qul laksse subsister doiux frageens de ta bavre. On suppose goe la mrﬂi‘an
de ceuz-ci est restée invariable pendawt Popérativn, Dans thacun des deex fragments,
aux gnvirons de leur millew, on oavre gne nouvelie bricke. On obilent quaire fragrswnis
conservant exactement laur position priwitive. Bt on recomencence sany tréve. Lu barre
&1t bndifirimant rompue. Mats, ¢t c'ext Id Ie predige d¢ Canter, efle ne disporall pas
doute. Ce qui reste ést ux ensemble parfait totglement disconting,

{1y Voir flg. |.
(2) Yoir Sg. 2.
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G encore, dans ur bloc yollde, on pratigus ane ou plusiurs fissures que Pon vide
de lrur substance. 1l reste plusteurs sofidex disvinets, denx 8 dewx dasy contacs mutiusl
mais dont la position est supposée inchamgde, Lentigue & cefle qu'ils occupatent dans le
solide fmirial, Sur chucum de cey sofides subdivisionnairer, o répétc fe fissurage, et
abnsi indéfiniment, IT rewte ur emvemblz parfuit, totalement discontinu moyernent cer-
Yaimes précautions dans le tracd des fissures. De foin, o'est un bivg, d'un peu pluy pris,
a5t plasteurs blocs : au far et & mesure que Uon "en approcke daveniape, ¢ est 1t nombre
crofssant de Slocs Jdisfincts, Bn réalitd, fest une poussidre. Maly cetie ponssiére, 3! on
% tasseit, pourrait remplir an volume et avolr &y masse o une metidre dense continge.

Lotee sorfe de configuration jouit de Beaucotp de propridtés de In subsianee sontinge,
Ellz paratt correspondre & de trés profendes réafitss, ®

A. Danroy, Eloge de Painler (19343, Hommes,
forme et o nombwe, pp. 86-87.

& When measuring the izt bank of the Victula on a school map of Poland, we get
@ length whick iy appreciadly smaller than thot read on o map Y2200 000... The left
bank of the Vistdda, when measarcd with increased precision, wosld furnish lengths 10,
H00 axt evem | 000 fimes ax great arx the lengtk read off the school map. A stotceaent
rearly adequate of reality weunld be io call most arcs encowntered In mature roY recti-
L

M. Stenwaws, Yength, shape and area,
Coll. Math, 3 (1958}, pp. 1-13.

En 1872, Weierstrass avait donné le premier sxemple dune fonction
continue qui n'est dérivable en aucun point, 1! s"agisssit de la somme d'une
séric trigonométrigue lacunaire, objet d’analyse assez étrange pour Pépogue.,
1’exemple de Weicrstrass suggérait Pexistence de courbes simples n’admettant
de tangente en auncua point. En 1904, Von Koch domna un exemple aimple
d'une tefle courbe, au moyen dune construction géométdque gque jo vais
d'abord rappeler {i].

Omn part d’'un segment AB du plan, horizontal. On le divise en trois parties
égales am movyen des points C et D, Soit E le sommet du triangle éguilatéral
cimstrait au-dessus de la base CD. La premidre étape de la construction consiste
i remplacer AB par 12 ligne polygonale ACEDB.

A la nidme étape, on part d'une ligne polygonale I',0 joignant A et B,
oricntée d¢ A & B, ayant 4* cotés. Seit FG un tel ¢dt€. On répéte sur le segment,
orienté G, par similitede, 12 construetion falte sur AB lors de Ia premiére
&tape : on obtient une ligne polygonale F...Q, que Pon substitue & FG. Usne
fois Popération faite sur tous les cbids de 1a ligne polygonzle I, on obtient
use nouvelle ligne polygonale T,y , joignant A et B, de 4741 cdtds,

Chacune des lignes polygonales T, admet un parsméirage nsturel an
moyen du segment {0, 17 : I'image M{¢) du point ¢ est 1a position av temps ¢
Gun mobile gqui parcourt T', 4 vitesse constznte, partant an temps ¢ =19
du point A pour aboutir au point Bau temps t = 1.

Lorsque # tend vers Uinfini, M, () tend vers une limite M{#), fonction
continue ef bijective du point ¢ (le Iecteur pourra 'en assurer par lui-méme
ou & la rigueur se référer aux calenls donnés daps "appendice 1), La trajectoire

—— 327 —
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Fuz. L.

de Bfy) est la courbe de von Koch I, Observons que les sommets des lignes
polygonales F, soni des poinis de T (fig. 1).

La courbe T est contenue dans le disque de diamdtre AB. Elle jouit dune
propriété bien intéressante. Si on Ja regarded milnu, 3 {a loupe; av microscope,
c'est towjours la méme courbe que IPon voit! §i FG est, comme fout & heare,
un segment de la ligne polygonale I, F et (G sont extrémités d'un arc de I
semblables & ¥ (st done contenn dans le disque de diamétre FG).

Scit M un point de T'; soient F, ¢t {3, deux sommets conséoutifs de T,
respectivement précédant et suivant M sur I, et soit H, le « milien » de I'arc
F, Gy, cest-3-dire le point de Fare F,...G, de [,;; équidistant de ¥, et de
G,. Alors denx su moins des trois droites MF,, MG, MH, sont bien définies
{ricn r'empéche M d'étre ¢n 'un des points F,, G, H,, mais il ne saorsit

étre en deux A la fois), ot font un angle supéricur 3 i%) (parce que M est

dans e disque de diamétre F,G,) (Bg. 2). 1l ensuit que I' w'admet pas de
fangente en M.

Nous avonms déja remarqué que I'arc AC de¢ T est homothétique de T
i
3
¥, D’zutre part, les arcs AC, CE, ED, DB sont égaux. Dxans ce sens, chacon
d'eux est e guart de I

Examinons de plus prés ce petit paradoxe. 5i / est la longueur de I, la

dans le rapport -, On est tendé de dire, dans ce sens, que c’est le tiers de
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longuens I de Parc AC est ;, par homothétie, C'est aussi ;, par égalitd des
aess AC, CE. ED, BB, Le paradoxe se lbve immédistement : / == oo, la courbe I
n'est pas reciifiable, ce gu*on vérific bien facilement (appendice 2).

Revepaons sur la propriété d’homogénéité mise en évidence : guand on
prive I de son extrémité B, on obtient uee figure [” qui admet ane partition
en quatrs classes égales (les arcs AC, CE, ED, DB, privés de Teurs extrémitéy

droites) qui lui sont semblables dans Je rappott %

Cetie propriété d’homogéréité (existonce d'une partition en n classes
épales, chacune semblable A "ensembic dans un rapport £) se renconire aussi
4 propos de 'ensemble de Cantor et de ses généralisations.

Rappelons la constriction de Mensemnbie trindique de Cantor sur le seg-
ment [0, 13 de la droite réelle. A la premidre étape, on 6t du segment {5, 1]
I'intervaile ouvert ]%, %[, on obtient ainsi deux segments. A la seconde &iape,
on répite la méme dissection sur chacons de ces segments : on obtient quatre
segenents, A la n-idme $tape, on a wn ensemble B, constitué par 2* intervalles
fermés de longuenr 3 (« intervalles blancs ») sépards par des intervalles
ouverts (« intervalles noits »), et on passe de E, & B, , en supprimant de
chaeun des interyalles blancs constitnant E6 Pintervalle cuvert de méme milieu
et de longuear 3-*-1, Les ensembles B, sont des ensembles fermés, emboités
décroissants. Leur intersection ost le célébre enmsemble triadique de Cantor,
modéle des ensembles parfaits totalement discontimus dont parle A, Denjoy
dans son &loge de Painlevé (appendice 3). On le notera E 5. A une homothétie
pris, clest Pintersection de Ia conrbe de von Koch et du segment AB.

Une définition plus rapide de By, est 1z suivante : c'est Pensemble des
nhmbres
o EB_E )

E

L5 6, = 0 ou 11,

¥
¢'est-d-dire des nombres compris entre § et 1 gui, dans le systdme de numéra-
tion A base 3, pruvent s"€erirs A Paide de 0 et de 2 uniquement (au contraire
e cerlaines conventions, il faut admetire ici un développement ne contenant
quun nombre fini de 0).

Plus pénéralement, i 0<E< -214, on nete By Pintersection des ensembley

E, ainsi définis : B, == [0, 1], E, est réunion de 2* segments disjoints, et I'on
passe de B, A B, ., en remplacant chacun de ces segments par la réunion des
deux segments qui hui correspondent dans ies homothéties de rapport £ ayant

— 329 —



\\

\\\\\

\\

\

écxséme usem’ole Ed e propriété que ia de Van
Koch T agan Sviden union disjointe de ¢ parties
gui Tu t hom es dans le rapport % ¢ manidre analogue, Bp
adwmet artiti doux classes qui Tt soat homaothétiques dans port?
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WE) = W(B) -+, +u(E,)
= n(E,).

On est tenté de définir Ia mesure p plar tous les ensembles semblables
3 E, en convenan{ que (B’ = ;i-p{E) lorsgque E' est semblable 3 B dans le

rapport &, W(E) = 1 W(E) lorsquo B est semblable & & daas le rapport &,
etc., ot géndraloment

: log 1 /&
WE) =mu® (a=EL5)
lorsque E' est semblable 4 E dans Je rapport .
1 est alors nature] dappeler ¢ la « ditnension » de B, Avec cette convention,
13 courbe da Vou Koch et lo carré de Pensemble triadinwe de Cantor ont mBme
dimeasion %—;, le carré de I'ensemble By, 4 2 pour dimension 1, comme un
intervalle, atc,

*
+

La motion de dimeasion non entidre a ét& introduit par HausdorT en
1916 {3]. Indiquons-ia rapidement, ©n nous bornant & des ensembles plans
{mutatis mutandis, tout vaut pour des espaces métriques).

Soit E un ensemble plan, o un nombre entre O ef 2 (0 <x<2). Pour tout
£>0, recouvrons E A Vaide de disques deo diamétres §,<s, t associons an
recouvrement la somme X537 (finie ouw infinie). La borne inférieure de oes
somres, pour fous l&s recouvrements compatibles avee la condition § s,
est notée HIE), On 3 0<HE(E) <, Quand & déeroit, HI(E) ne peut
que croitre, Soit HIO(E) sa limite; on a encore

0 HB{E) < w;

c’est, par définition, la mesure de B en dimension & (pour = = 1, elie colncide
avec Ia mesure lindaire dans fes cas usuels; poura = 2, elle &st proportionnelie
dans Io rapportg & Ja mesure superficielle; elle 3, dans le cas ghodral, les

propriétés d'une miesure exiéricure au sens de Lebesgue).

e 331 e
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Quand « varie entre { ¢t 2, H=(E) décroit. De plus, on vérifie facilement
que
HB) <o e a>a=sHENE) ==
H=E)-0 et # <a=pHONE) = w.

13 coupure o, entre les o pour lesguels H®(E) = o ¢t les & pour lesguels
H@YE) = § (avec les définitions raisonnables des cas @4 =0 ¢t ¢g=2)
stappelle la dimension de Hansdorfl de E,

La dimension ainmsi définie est effectivement calenlable pour les Ep,,
Jes Ef,, les compacts homogénes sur R, la courbe d¢ Von Koch, et donne
bien les résultats attendus d”aprds le paragraphe préoédent (voir appendice 4),

&
- %

¥t existe des applications continues du segment {0, {} dans lo carrd {0, §]
X [0, 1] qui ont Is propriété de doubler ka dimension, ¢est-A-dire telles que
Iimage de tout compact K de [0, I ait une dimension doubie de celle de
X {4}, 5}

L’exemple le plus simpie est fourni par la courbe de Peano, dont voici
ia comstruction, On part du carré {0, 11x%{0, ] ¢t de sa diagonale d’origme

{0, 0) et d’extrémité {1, 1). On divise ¢ carré ca 9 sous-carrés de choé -1«, numeé-

rotés et munis de diagonsles orientées comme Pindigue la figare 5. Sur chacun
des carrds on répdte la méme opération, et ainsi de suite. A la n-idme £tape,

on a 9" cagrés de cotd ;,, numérotés de fagon que chacun soit adjscent auw

suivant, ot les diaponales orientées forment, Jorsqu'on les parcourt dans
I'ordre de muméroiation des carrés, une ligne polygonale L, joignant (0, O}
A {1, 1). On obtient In courbe de Peano A partir des 1., comme on 2 obtenu
la courbe de Yon Koch T & partir des lignes polygonales F, (voir appendice 1),

Iy a une grande difffremce. La courbe de Von Koch est mne courbe
simple, tandis que Ia courbe de Peano admet pour points multipies tous les
points frontidres &nn dos carrés de subdivision — A Yexception des peints
0,0 et (1,1} — De plus — c'est Ia proprifté paradexale de la courbe de

3 9
4
) 8
2 2
VAR
&
FiG. 3.
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Peano - efie reconvre fout Iz carnd [6, 110, 1]. Pour & voir, on c¢hoisit un
paint quelconque M dans Ie carré; M. appartient & un carré C, de la premides
étape, d'ordre a,{a, = 1,2, ...,9), puis & un camé C, de la seconde étape,
contenu dans C, et dordre ag, efc.; Cest alors 'image du point

D a1

tnfl el

En effet, 'image de s dans T, se trouve sur la diagonale distinguée du
carré C,.

Aingl, f étant la fonction de paramétrage, A0, 1D = [0, {10, 1} On
peut vérifier que, pour toul souscompaet K de [0, 3], on a

dim K} == 2dm K [

A titre dexercics, on peut sussi vérifier que f transforme Fensemble de Cantor
Ey,;0 en son carsé.

11 w’existe aucune courbe simple qui recouvre un carré, En effet, si C est
ung courbe simple, tout point de C aulre qu'use extrémité la divise en deux
partics, taadis gqu'un point n¢ divise pas e carré {en termes plus savanis, le
compiémentaire dTun point admet deux compesantes connexes dans le premier
cas, nae seule dans le second),

Mais 1f existe des courbes simples d'aire positive. La figure 6 en suggére
la construction, en bousculant un peu, de fagon 3 les séparer, les carrés qui
serveni A la consiruction de la courbe de Peano. §i cette construction ést bieft
opérée, on obtient encore dim K} = 2 dim f{K) [4}

Un autre exemple, non constructif mais plus natorel dans un sens, est
fourni par e mouvemnent brownien plan. Lz fonction du mouvement brownien
plan est e fonction aléatoire du temps, c’est-A-dire qu'elle est en fait fonc-
tion de deux variables s {le temps) et © (Je hasard); soit X{r, ). Pour sa défini~
tion et ses principales propriétés, on peut consulter [3). Suivant Pintuition de
J. Perrin, on a pu démontrer que, pour presque tout w, X(¢, ©) est une fonc-

Fuz. 6.
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tion continue de ¢ qui n'est différentiable nulle part (Paley-Wiener-Zyzmund).
Pour presque tout o encore, ia fonction 2—+X(t, w) double 1a dimension des
compacis; Ja démonstration est un peu plas difficile que dans fes cas précé-
dents {6].

*
LI |

Revenons 4 des questions plus £iémeataires. Un prebRme célébre (Kakeya)
est de construire un domaine plan, d'aire aussi petite que possible, o Yon
puisse mouvoir vae aiguille de fagon 3 la placer daes n'importe queile divec-
tion, Ure variantc consiste & construire un fermé plan, daire aulle, qui con-
tienne va segment de longuevr donné dans n'importe quelle direction.

%]

RANIGNT
\f‘*

.

me.mwmtmmmduqméﬁqm&ampmdadhmbnf,
portés par des droites paraBiles.
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ol
L'ensemble By == { & g’f}‘; g, 0,1} i peut servir & ia solution. Consi-
%

dérons deux homothétiques de l'ensemble By, portés par des scgments
paraildles ot non colinéaires AB et CD; désignons-les paz £, ¢t Ey. On démontre
alors que Ponsembie F réusion des segments qui s’appuient sur E, et B, {Clest-3-
dire qui ont une extrémitd sur E; et Pautre sur E,} est fermé, d’aire nulle, ot
qu'if contient un segment translaté de tout segment qui s’appuie sur AR et
CD [7] {fig. 7 et B).

Quitie i réunir deux ensembies du type F, consiruits & partir de eouples
de segments convenables, on obtient bien un ensemble fermé d’aire nuile
contenant un segment de longuenr | dans toute direction.

Les courbes t ensembies quo nous avons décrits jouent un rdle important
en analyse mathématique; ¢’est une source constante d’exemples et de conire-
exemples,

Fourgissent-ils un modile adaptd A certains domaines de Ia réalitd? On a
déja v une certaine parenté entre la courbe de Peano & celle du mouvement
brownien, et il ¢st bon de signaler que I'éloquente description de Jean Perrin
2 motivé le travail de N, Wiener sur lirréguiarité 1ocale du mouvemant brow-
nien,
Je me bornerai 2 pne quesiion de géopraphie, suggérée par les remarques
de Steinhans et développée par B, Mandelbrot dans [B].

En 1961, un géographe anglais, L. F. Richardson, s™avisa de comparer
cortaing tracés naturels (la cbie australionne, celle de PAfrigue du Sud, celle
de TOuest de 1" Angleterre) au moven du procédé suivant. Pour une suite de
&= 0 (par exemple & = 1 000 km, 100 km, 10 km, 1 km}, on calcole L;, lon-
guenr de la pilus petite ligne polygonale de cdié & inscrite dans le tracé, On

observe que log I, ost approximativement une fonction lindaire de log i;

la penie est 0,02 pour 1a cdte de 1" Afrique du Sud, §,13 pour la ¢dte australienne,
0,25 pour celle de 'ouesi de I’ Angleterre. B. Mandelbrot a proposé de consi-
dérer respectivement 1,02, 1,13 et 1,25 comme les dimensions des cbdtes an
question. Une justification heuristique est que, si une cbie avait exaciement
1a forme de la courbe de Von Koch, on obtiendrait ainsi sa dimension de
Hausdorfi.

Plusieurs fonctions, on guantités, peuvent &tre utilisées pour comparer
des courbes simples tels que les tracés géographiques. On peut utiliser L,,
et les guantités

- . 10311 - _— IOgL;
-
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On peut aussi considérer N,, nombre minimum de disques de diamétre €

permettant de recouvrir la courbe,
_ . log N, = o log N,
E_-]:—.%logl,’a' B_-Pf:logljs'

La fonction log N, est I’c-entropie selon Kolmogoroff. On peut enfin
considérer la dimension de Hausdorff y. On a dgs inégalités faciles :

ap, a<B, y<p.

Mazlheurecusement, on peut avoir les égalités @« = o = § = P sans avoir
¥ = a : cela tient A ce que la conrbe peut étre méchante seulement au voisinage
d’un point.

En fait, une petite théorie est nécessaire, et elle n’est pas encore faite,
Le point de départ serait le suivant (simple transcription d’un théoréme de
Frostiman; voir appendice 4) : la dimension de Hausdorfl' d'une courbe simple
C est la borne supérieure des K=-0 tels que C admette un paramétrage M(¢)
{(0<t<1) ayant la propriété suivante : il existe un c>0 tel que, pour tout
disque I> du plam, I'ensemble des s tels que M(7) appartienne & D> ait une mesure
inférieure ou égale 4 ¢ (diam. D)*. A I'aide de cette caractérisation de v,
des hypothéses convenables doivent permsttre d’affiemer les égalités
@=a=p =P =1y; ces hypothdses restent & expliciter. La courbe de
von Koch et les courbes analogues donnant des exemples ob elles doivent
étre satisfaites,

Cette question ouverte servira de conclusion.

Appendice 1,
Soient £, §y, ..., 5 p nombres complexes de méme module p0<<p<1)

w1
et de somme 1. On pose 5, = I L,
J=0

(dOllC 5= 0: Fp = CD ey Sp = ;1+Cn +-N+Cp—1 = l_CD)'
Au nombre

< r—1
f=
nEl P"
on associe z() = 5,45 S+ Lesr+0
En vertu de Iégalité

(‘l = ls 2’ rery P)

8,+;y$,+ ;;sn"' e = la
on obtient la méme valeur z(¢) lorsque, ¢ étant de la forme 1-%' (a entier), on
lui associe la suite ¢, presque toujours cgale 3 1 ou la suite ¢, presque toujours

égale A p, Si ¢ et ¢’ appartienne au méme intervalle [pi_, ‘%;1 . on peut choisir
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les f, ot ¢; de fagon que 1y, = £y, ..., 1, == I, {en général, le choix est imposé);
il senswit gue
o) =] F st a5
<bp®,
ot b= Al—p)yt m:p i8], Dione I"application +—2z(f) est continue sur 0, 1)

Elle est méme lipschitzienne d'ordre & == :'%;—%E . Sest-B-dite que, guels que

|22ty | e le—o 1A,

¢ ne dépendant pas de {2, V).
La courbe de Yon Koch construite sur [0, 1] correspond 4 p = 4, {y == %

soient £ &t ¥, on a

1 v
L= %ei, T == %emf, Qm%. La courbe de Pesapo inscrite dans le carré
de diagonale [0, 1] correspond X
1 i 1 —
P=9, i3 ";s;”gs glm'jo b=y
—1 —i i i |
C.‘s"‘”"a—“! Ct“‘“"j_! C?mis cs—“j‘s {;‘_,3,,
Soit encore  fe [E‘f;_ 5;;}] ot soit @ == f;,. L égalité
{*) Hey—xl(0) == Lo, Lpse Lan 2{p =(1—0))

exprime que Uarc décrit par ¢ variant dans cet intervalle est semblable 4 la
courbe enti€re (déorite quand r varie de 0 & 1), C'est la propriété principale,
4 partir de laquelke on retrouve la construction géométrique, La Ligne poly-
gorale d'ordre m approchant la courbe a pour sommets les points

2(8) ({a = A a=0,1,.., )

¢t le paramétrage naturel en est la foaction z,(f), linéaire sur les intervalles
a at+i . . .
[p—;, -;;r], ¢t prenant aux points O les valeurs z(8), 11 et immédiat que z {#)
converge uniformément vers z{f} quand m tend vers Pinfini.
Si Pon & 2(¢) = 2(¢'), ¢ et £ appartenant & Vintervalle [95 6+ ;1;] ob

L mfl__, la formule {(*) montee que z(T} = 20T, od T = p™-8),
T == p*™{r'~—0). 1l s'ensuit que si Ia courbe déerite par x(1) a un point double,
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dewx au moins des p arcs décrits quandj -c:t< {j G1, .., p1) s&

comppent. Pour gue fz courbe goit sxmpie, H est donc nécessaire ¢f suffisant

quelle soit contenue, A I'exception de ses extrémités {f = 0, ¢ = {), dans va

ensembie E tel que les p cnsembiles 5,4 {B(f = 1, 2, ..., p) soient deux 4 deux

disjoints. Cette condition est satisfaite pour l2 courbe d¢ von Koch ¢n prenant
I

pour E lintérisur du triangle équilaiéral de sommets 0, 1, €7, compléss par
Pintervalle ouvert 0, 1.

Appendiee 2,

La longueur de T, est [AB}"I", qui tend vers Pinfini quand s
Un théortme de Lebesgues dit d'silleurs qu'une courbe rectifiable admet
une tangente oo presque foul point.

Appendice 3.

Usn ensemble parfait est un fermé sans point isolé. Un ensemble est totale-
ment discontinu si Ja composante connexe de tout point est réduite & ce point.
Un ensemble parfait totalement discontinu {non vide) sur 1a droite est homéo-
morphe A Pensemble de Cantor. Il peut &tre construit par le méme procéde,
en metiant en place par étapes les composantes connexes du complémentaire
(que Pon appelle intervalles contigus 4 Pensemble).

Appendice 4.

Si, powr une valeur de &, on a 0<<H®(E) <o, cetie valeur est la dimengion
de Hansdorfl de E. Il en est ainsi dans les exemples mentionnés. Le calcul
est fait en [2] pour tous les ensembles parfaits homogénes sur 1a droite. Indi-
quons-le pour la conrbe d¢ von Koch construite sur [0, I,

Choisissons o = %, et & == 3~ On peut recouvrir [ par 4" disques de
diameétres €; pour ce recouvrement, 5% = 4°s* = 1. Donc H™(E) <1.

L2 minoration d¢ HOXE) est moins &vidents. 1l est commode dutiliser
un théoréme de Frostman : pour avoir HN(E)>0 (E fiant compact), il faut
et suffit que E ports une mesure positive u, de masse 1, telle gue la masse poriée
par un disque quelconque de diamétre & soit majorée par cg® {¢ ne dépendant
gue de E et de x), On prend ici la mesvre définie par le paraméire ¢ : ainsi Ia
masse portée par un disque D est Ia mesure de Pensemble des ¢ fels que M{t)eD.
8i g == 3, I disque D coupe au plus deux des arcs de Ia forme

Vi Fxn ST .
4- {l G«: 45 U""o: ie ""4 i)!

done I condition cet bien satisfaite avee @ — 084

ien He
leg?,,uﬂ:tm a bien HE(E) - 0.
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