Bulletin de 'APMEP n°274 - Juin/Juillet 1970

A propos de lindicatrice d'Euler

J, Davrrgvaux
C.S.U. Mulkouse

Neotation : On &xit din pour exprimes gue 'entier o divise P'zotier ».

On sait gue, i » gat un entier natured qindcongue, on dézigne par ¢fn} ie nombre
des entiers p<r, et premien avec 2.

I! est clair gque (1) = { &t que, pour tout extier premier p, ¢(p) = p—1 powr
P22 De méme, gi p cst un entier premier 22 & 2 un exposant entier {ax1), ona :
p%) = po—wpr-1; en effet, Jos souls entiers plus petits que po, qui nesoient pas premiers
avec p* sont les multiples da p, entiers de Ia forme Np oit 1SN 50575, quisont préci-
sément au nombre de po-l,

L'indicatrice d"Buler jouit de propriétés fort curienses, en relation d'une part
avec lo dévompesition d"an entier en factenirs premiers, d'autre part aves ia thécrie
des groupes.

1. Nombre de diviscors &’mn entier naturel.

Soit » un entier naturel, décomposé en un prodait de facieury premiers sous ia

foerow 3
5 w pigls.. pix

ol ks p; sont des nombres premiers =2 ot 16y «; dey exposants > 1.
Fout divisear o de » est décomposnble en un produit do factenrs premiers sous la

forme suivante :
d = plbs.. pi
oil s p; sont les mémes que ci-dessus ot fey #; des exposants tels que, pour chague
indios (1Li<k) on ait : 05B<oy,
Le nombye des diviseurs ds # {y compris les divizears triviaux 1 ot n) est donc
sgal A @ Bim) == (g 1oy 1) (01 1) 81 A=2, e, bien évidenmnent, 1) = 1.

De cette expression on peut aussi faclement déduire la sormme de tous les divi-
seors d2 2 sous Ja forme

ﬂx d = (14py i+ +PUL oy +08 o 4989 (O 4Ded i+ 408D
: ]
s0it ¥ & v PRGN, P 1)

) dla {py—Dpy—1)...Coz~T3

2. Propriétés de Pindicatrice @Euler.

Loowme : Soient p et ¢ doux entiers premicrs sntre eux. Aloms !
o pg) = o(p). 9l
i py) est fe nombre d'entiers x < pg, premiers avec pg.
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Boit x un entier do ool sorte :

a) On divise x par p par exemple : o obtient un guotient z et un reste ¥, certai-
nament y>20, sinon p diviserait x ¢ x no serait pas premier avee p¢. On a donc
O<y<p #t 05z<q {puisque x<py).

¥ cst nécessairement prentier avec p, sitwn un diviseur commun 4 p et p divisarait x
et dis Jors x ne serait pes premier avec p, donc avee pyg, oo gui est contrgire & 'hypo-
thise,

On # donc §(p) possibilités pour 12 cholx de

b Choisissons y premier aver p (0« < p), o6 qui déterming un x premier avee p
par : x — pz-y avee 05z <q; 2z ¢st, pour jo moment, cncore arkitraire, Il faut
gue x soit premier avec pg e pour cols aous devrons cheisir 7.

On divise x par ¢, ce gui donne un quectient r et un reste F et, pour Iz méme
raison gue précédemmant, on a  +=4) & r promiar Zvec g o, par cobsAueRt, on
aura ¢fg) choix pomibles pour ¢ (oar 0<r<g).

Par consbguent, si x est un entier x<pg, pramier avec pg, les restes p of r des
divisionsde x par p et g respectivement sont des entiers vérifiant : O<p<p,
ypremier avee p et O<r«Cyg, r premier avec g.

Réciprogaement, sf on s8 donne arbitrairement seux entiers y et r vérifiant oes
coaditions, ils détermainent un entier x unique tel que x-<pg ot X premier avec pg; en
effet, supposons par exemple gue r 2 p {dans 1s cas contraire on intsevertirait Jes r&es
de p et g3, et conzidérons tous les entiers de la forme pz, pour tous les entiers 2 vérifiant

"5 z<q. Los divisions de I'on quelconque de o8s g entiers par ¢ fonrmnit un rests p,

el que 05 o <g, ot 0o rests peat prendre g valeurs possibles. Or, e 272, on 8 péerssai-
rement g%, &, o offet, il axistait un coupls dentisrs {7, 27 aves 75-12° tal que
Pc = Py, tlorx g diviserait pzr-—pzr” = pz—2'); g Sant premier svec g devrait diviser
z—z, v qui est impossible car ¢ ef +” sont tous deux inférieurs 3 ¢, dong a fertiori
leur difffrence. Par suite, les ¢ vestes sont exactoment los ¢ entiers 0, 1, 2, ..., g1
pris chacon ane fole et dans vn ordre gquelcongue. X1 ¥ en 2 donc un ef un sen! gui ait
is valeur r—y, et par suite il existe un quotient 1 tel que * pz == gi-lr—y, soit @
pry == gi+r, et 14 valeur commune 2 oes deux sommes est précisérocnt I'entier x
cherché @ x = pa-4§ = gt-tr, Comme 0<y<p et §x5zr<g on A blen x<pg, ot x est
premist séparément avec p of avec g (muistue ¥ est premier avec p ot r Pest avec 43,
dorc aver leur produit pg.

T existe donc autant &'entiers x qu'il existe de conples (v, r) d'entiers tels qus

G- y<p, ¥ premier avee p, it p{p} choix possibles,

O<r<g, z premier ayos ¢, soit ¢{gh choix possibles,
of par suite on a4 bien :

{9} = HAp).¢{g)

Plur généralemend, si gy, gq, ---; ¢ 300 k entiers prevuiers entre eux deux A deux,
alors on amea
Winds. %) = ¥ (99).. 9(qy)

TraéorimE 1. — Pour un entier n dboompzosé en an produit de factens premiems
sous i formo !
Iy premier, pp22

n = PP o entier, o=
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-p{u):s(i ~) (l“é) - (1 =)

En effet, les entiers pfv, au nombrs de &, sont promiers entre eux deux & deux
{on supposae dvidemunent k2> 2), o par suite
o5} = o). ¢(Fi).. o(Pir)
soit, lse p, étant premiers :
®n) ws (PFmpP U py—pfr ™). pPp P

et 3¢ résultat annoncd 3'en déduit imunédiatement. On temarquera qus pin) est effec-
tivement e enties, Car py, Pa, ..., Px divisent tous a.
Le résultai subeiste aussi Iorsque &k = 1, gar alogs : & = po, €t on sait que
) =gt e (1 1),
Ce résuitat est ¢*une grands importance dans Ta théorie ansiyvtigoe des nombres

entiees.

3. Relation avec les diviseurs de 2.
Soit 4 un diviseor de 4, H peut "écrire ;
d=piplt. ol o OsB<w

Pour aveir o{d), on urilisera le résultat précédent, mais e prenant soin de so
tHemiter aux sculs facteurs premicrs d’exposant Ps=0; il vaut micux procéder avtrement
i on wut se rolier & »,

Thioréme 2. — Pour tout eatier a, on a :
E old} =«

olw

En effet, on a reconnu qu'on diviseur gusicongus de # (v compris fes deux divi-
seurs triviaux 1 et #) n'#tait suire qu'us tarme du ddveloppement du produoit :

{1+P1+-«a +pENE gyt PR D L )
ot ¢quo réciprogusment chacun des termes de o produdt fournit on divisear de » :

on obtient e oette fagon fa totalith des diviseurs de # ot la valeur de o produit et la
somms de tous ces Jdiviseyrs.

Si d o= pPpf"... 0% (ol 058, ap) est Fon de ces diviseuss, alors
o) = 9oL HpeY-. -+

et ce produit est 'un des fermes du développement du produit :
(1 +o(p)+ 9D+ ppiN (1 S+ o(pg -+ +RpF). . (1 +o(pd +... F 9PN

et Ia valeur de ce produit est évidemment :dﬁtp(d).
i
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Oft, p; ctant un entier premier, of a !
- o(pd+ep)+... +o(pi) = L+{pe—1)+pl—p) +... HB—pFT) = gt

de sorte que :
;ﬁ oldy = pipge PR = n

ce gui &ablit la propriété annoncle,
Cette propristé est lide & Is thiorie des groapes o alle parmet £'établir commo-
dément cerizines propriétés fines de certalng groupes,

Exemple. — On disigae par Z, Pensebie des classes résiduelles dos entiers
modulo p, g Stant un entier premier. On peut le munir d'une addition définie par :
Z+§ == (x1y), ob X est Pimage dans Z, d'un &ément xeZ(F = {x+&p, VkeZ}),
J&finition bien cobérente puisque si {eX ot vej on a @ § = xt4p ot 4 = p+&p
d'oll £+ (oest un dlément de ¥-1§) $°6erit ¢ v+ y-H{k+ &), of c'est un lément de
(x-y) (Ia réciproque s"étudie aisément); et on sait que cette addition donne 3 Z, une
structure de groupe abélien qui est d’ailleurs un proupe cyclique eagendré par i,
image de 1Z.

On peut munir également Z, d’une multiplication définie par : X§ = (¥J), et
cette définition est également olle-méme biext cohérente, car En (élément de Xp) géorit :
2+ +Ex5-kRp, et est done en &ément de (X3, la réciproque sStudiant sivément.

p Hant premier, tout diément non nul de 7, admet un inverse dans 7, : en offes,
soit i’ez,(i;z‘ﬂl L'vsasemble des sidmenis de la forme X¥, VVsZ, est composs de
p &éments de Z, qui zont tous distincts. Désontrons ¢¢ point : si deux produis
taient égaux XJ = XT, on aurait ¥P—%§" = 0, Soient £c¥, nc¥ of 7'cF ce sont des
gntiers de 1z forme ; 8 = x+3p, 9 = y-+kp, W = y"-+-k"p et on pent choisir les entiers
W& & pour que O R<p, 0sn<pet 059 <p. Ona : Ene¥l, £y'cky, done §—En's0
ot par suite p divise E(n—"); oeci est parfaitement impossible st w2y, car p étant
premnier doat diviser au moins Pun des entiers £ ou '] © of, chacun do ces denx
entiers est strictement plus peiit gque p. Nécewsairement, oo a done 7 = 7, d'cdh :
¥ = §, ot lex produits sont tous distinets. Comme ils ont p valeurs possibles et que
ie nombre des Sléments de Z, est justement égal & p, oes produilz sont donc tous Jes
léments de Z, ranpés dans un ordre différent, et I'un de ces produits est nécessai-
mment égal A 1. Comme dlautre part on virifie facilement que ¥1 = 1X =X,
VieZ,, on voit que I'ensemble des éiéments non nuls de Z,, muni dela multiplication,
constitue un gronpe abélien.

Ce groupe, noté Z%, est un groupe ayant p—1 &ments.

Théardme I, — p &tant un entier premier, on a 3 F™1 = 1, ¥icZ} (thiordme de
Fermat),

En effet, soit XeZf un élément donné. Les p—1 &énumis Xy, ‘?’,ITEZ; sont leg
p—1 &léments do Z¥ pris dans tm ordee différent; pulsque la sasitiplication dans 23
est commgtative, leur produit est égal an produit des p—1 &éments de Z3.

Si @ = II V est oc prodult, on aurs : ¥%H § w{f, soit : RV 55 =0.

Soit Eex, choisi de felle sorie que : 05 E<p,
Poar chegue siément PeZ? on choisit ye¥ tel gue : 05 y<p; les y ainsi chokis
dans tous Ies &léments de 2% seront donc les p1 enticrs compris entre 1 et p—ti
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(@ oot 4 oxchire car ¥ == 0), ¢t loar produit {(p—1)! est un dlément de i7; on a donc ¢
Y p1)i—{p—D)1e0, o8 qui montre que p divise (E*1I¥Xp1)!; ne pouvant
diviser {p—1)!, produit dont chague facteur est inférieyr & Fentier premier p, il
divise £*1—]. H en réeulte E*leuieh, donc : Elel et enfin 1= ],

Thdoréme 2, — p &ant un entler promier, Is groupe multiplicatif Z% est cycligus,

En effet, soit XeZ7 un élément quelcongue de Z} @ 23 étant un groupe, fes puis
sances sucocssives de X scront des éléments de ce groupe. La suite {1, £, 5%, ..., 7, ...}
et composle d°éléments de 73 comme Z% n'a que p—1 éléments, les Séments de
oelte suite ne sonk pas tous distincts. Supposons que % soit I premier terme do la
suite (ordonnde dans le sens dos # croissants) rencontrd dgal 4 un terms ¥ déid dorit
(J <), Nécessairesnent, on a : § == § &t ce terme est T = 1} en effet, si op avait § 320,
on aurelt : ¥ =3 =FE", de sorte que

b, Y

Choisistons un élément xeX tel quit 0-<x<p : alors x/x*—xe0 et donc p divise
2/(x*~1); ne pouvant diviser xf (puisque x<<p ne peut avoir aucun facteur premier
&gal & p), il divise x!~Y1, donc 1 x*I—1e0, dolt ;: xHel et - w |, et ceciest en
eontradiction avec Phypothése que x! était 1¢ premier terme rencontré &gzl & un ferme
da fa suite d&ji écrit, car B4 agf placé dans Ia suite avant ¥, pulsque I—j<i.

Par suite :

a) Pour chague £iément XeZ®, il existe un entier + sfrictement positif, tel que :
= [ ot que : Vi et j avee 0xi<<j<t, alors ¥ 7%,

! s'appelie Pordre de I'élément ¥ dans Z3.

Pour tout entier #>0, on effactoe 1a division enclidienne dcjpart =gt
avec 0-<f<¢; alors : B! = ¥ £ 1 8l 7 55 0, 1 en résulie que : % = 1 5i, ¢t senlement si
# est yn multiple de ».

Comme d'aprds le théorime de Fermat, on a : #1 = I, ¥ZeZ3, alors :

b} L'ordre de chagoe stément 362}‘ et un diviseur de p—1i.

Solt ¥el) un ¢iément d'ordre 1 : 2lorx Pordre de ¥ (ob = est ue sntiersirictenient

[ 3
positif) est &gal 4 PGCD dea et} {on peut toujours sappotet O<a<r}; en offt,
3i ¢ eut Pordre de X=, on & : 3% = | ef o doit éire un muitiple de ¢, e plus petit
engier ¢ fonissant de cette propwidth st précisdément esful qui est indiqué. Pour avoir
¢ = 1, il faut et il sulfit que « soit premier avec ¢ ef, powr un &lément XeZ3, J¢ nombre
des &ldmemts o qui ont le méme ordre 7 et égal au nombee o(¢) des entiers 2> 0 plos
petits que ¢ et premiery avec f ; ¢(¢) ¢st ’indicatrice d’Eunler de¢ I'entier ¢ et on sait que ¢
divise p-1. Ces o} Sdments figurent parmi Ies Eléments {1, %, 3%, ..., &1}, qui,
tous, vérifient Péquation X? = 1, et il n'y en a pas d'autres car J¢ polyndme Xo—]
se factorist en (X—T XX -wTUX—-X5. 51 =0, de sorte que ¢'il existait un
autre &ément ¥ vérifiant la méme équation X1 = § et ne figurant pes dans Ia Jiste
pricédenta, on Furait
(Fre b P Z W G BB [ F—F 1Y 22 §

Choisissant xeX avec < x«p et yeF avec 0<y<p (p e divise ni x ni y puisgue
X350 ot ¥ =£0), on aursit :

1Y Pt P (D
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donc : p divise (rml)(rmx}_(y-—-\x")...(]&:—x‘“). Or, ceci est impossible pudsqu’on a
supposé F—1I =0, X 740, PV £ 8, ..., F-F1 350, p premier ne divisant
aueon des facteurs du prodait ne saurait diviser ce produit.
Far conséguent :
£} B'il existe un éiémemt X Fordre 4, B existe axactement oft3 éléments d’ordre ¢
dans Z7.
11 est maintenant facile de terminer le raisonnement.
Pour chagque diviseur  de p—1, appelons J{d) le nombre ded Sémeniz de Z*
dui ofit pour ordre d. Dlaprds oo qui précéds, ona :
ou bien : W) =0,
ou bien : Wd) = s{d),

D'autre part, chaqee élément de Z¥ (i1 ¥ en a (p—1)) a dvidemment un ordre, et
cet ordr est un diviseor & de (p—-1). Par suite ;

E d) == p—1i
dip~t

Comme par sillexrs on it gue :dﬁdq{d) = p-—1, on voit qu’il est impossitle

guuss Y4 soit égal & O, car du fait que (3 o8t égal A4 O ou & ${d}, on & nécessairenent
dgd'k'd)s ﬂzt o{d), et ce qui précéde montre qu'on a nécessajrement Pégalits,
i .
Par itz ¢
d) Pour chague diviseur d de p—1 o8 8 () = ¢fd).
Ceci et vrai en pasticulier pour d = p—1 et on est assuré u'il exists daos 72 un

¢ément § d'ordre p—1 (car e(p—D2 1)
On obtient alors tous Jes &éments de Z3 par :

Z; #{1,3,51,53' "-ng} avec ghte |

Cect mmontre gue Jo groupe Z¥ est effectivemunt cyclique,

Remargue, — Le théortme n'est plus vrai si pn'esipas premier, méme slors 2 se
réduit anx seuls éléments inversibles de Z,,, ¢'est-ddire & ceux qui sont images d°on-
tiers premier aves p.

Ains, Z%, est un groape cyelique de 4 déments, mais Z%Y; evt aussi un groupe de
4 glémente, mais non cycligoe : Pordre de chacun ds sas éléments est 2. Ce groupes,
on groupe de Klein, peut par exemple 8o représentd par 1o groops die symétrics
{dans le plan) par rapport & dewx droites perpendiculaires Ox et Oy et par rapport 4 O,

Exempiz. — 2} et un groupe cyclique d'ordre § engendrd par 3 (om voit faci-
lervent que 2 est d'ordre 3 seulement). (Cf, Cours APM. 1, p, 111, restifié Cours
APM. 2 p 199)

e théordme nest gu'un cas pariiculier d*un théordime plus pénéral, mais i
#tait intéressant d'en donner une démonstration éémentaire dans ¢¢ cas partieu-
lid¢resment important,

A {itre docomentaire, on domne ci-dessous les natures des groupes multipli-
catifs Z% pour les 25 pramiers entiors (premiers ou non); le nombre N, des élémeots
composant le groupe Z% n'est autre gue w(p).
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= 2

I 4 35 6

8 % 10 U 12 13
N, = 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10 4 12
z: ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ Yy ¢ ¢ € v €

Fe j 14 15 K 1 B I8 ® U B B B B
N= | 6 & 8 16 6 1’ 8 12 10 22 §& 2
z i ¢ K K € € C K H C C E C

Novations, — C est le groupe oycliqne.

¥ est Ie groupe de Klein (« Viergruppe » & 4 8ments),
K est lp groupe abtlien de type (I, 1} & 8 &éments
B eat $¢ groupe dlémentaire de 8 Sléments (type (1, 1, 1)
H et b groupe & 12 éments do 1 forme 6 x 2,

Jacquen DAUTREVAUX,
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