
A propos de l'indicatrice d'Euler  
1. DAUTI!.I!VAUX 

C.B. U. MlII/wll3e 

Notatian: On écril dl.. pour exprimer que l'entier Il divise l'enlier n. 

On sait que. si .. esl un entier naturel queloonque, on désigne par t{n} le nombre 
des entlen! p:5; .... et premiers a'llOC  11. 

n est cJair que  '1'(1)  = 1 et que. pour lout entier pMnIer p, '!'(p) =p­l pour 
p;:'2. Dem&ne, sip est un entier premier ;:,2 et "un exposant entier (,,;:'1), on a  : 
<P(P} = J1"­1I"'""I; en effet, les.....ts entiers plus petits queP". quinesoientpaspremiers 
a_p" sont les multiples dep, entim de la fonne Np où 1:5: N :5:rl ,  qui sont pree!-
"""­1  au  Dombre  de ri. 

L'indicatrice d'Euler jouit de propriétés tort curieuses,  en  relation d'une  part 
a'llOC la décomposition  d'un entier en facteurs premiers, d'autre part &'IlOC  la théorie 
des  groupes. 

1. Nombre de diviseurs d'ml eutier naturel. 

Soit" un entier naturel, décomposé CID  un produit de  ~ premiers sous la 
forme  : 

" ­ lit'PI'...Pi" 
où les Pt sont des nombres premiers ;:, 2 et 1..... des eçosants ;:, 1. 

Tout dMseur Il de " est décomposable en un produit de ~ premiers sous la 
forme  suivante  : 

1l=pt.W. .. " 
oÙ  les p, sont les mêmes que ci­dessus et les  ~, des  ~ tels que, pour chaque 
indice  1(l:S:i:S:k)  on  ait  :  0:5:1It:5:.... 

Le nombre des diviseurs de 11  (y compris les diviseun;  triviaux  t  et II) est donc 
égal  à  :  8(11)  = (",+1X...+I)...(".+I)  si  ,,;:,2,  et,  bien  6videmment,  3(1) = 1. 

De ce«e expression on peut aussi laeilement déduire la somme de tous les divi-
SIl1IDI  de "  sous  la  forme  :  

E Il = (l+p,+P!+ ... +I'f'Xl+p,+pH ... +P\I")...(l+p.+pH... +J>t) 
dl_  

soit  •  E  Il =  (Pf'+~l)(P;'+~l) ..• (p~+~l)  
•  dl_  (p,­IXp,­I)...(P.­t) 

2. Propriétés de l'indicaUice d'Euler. 

LIrtnme: Soient p et Il deux cmtim premiers entre eux.  Alors  :  
M) =  '!'(p).'I'(q)  

M) est le nombre d'entierB :t<J1iIl, premiers a'llOC pq. 
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Soit  x un  entier  do  <:eUe  sorte  : 

a) On divise x par p par exemple: on obtient un quotient z et un reste y, certai-
nement  ~, sinon p dlvl!erait x et x ne aentit pas pœmier a_ pq. On a  donc  : 
O<y<p et  O:S;z<q (puisque x<pq). 

Y est nécessainlment premier avecp, sinon un diviseur commun à y etp diviserait x 
et dè; lors x ne serait pas premier avec PI. donc avec pq, ce qui est contraire à l'bypo­
thèse.  

On  a  donc  <P(P)  possibilités  pour le choix  do y.  

b) Choisi_ y premier avecp(fJ<y<p), ce qui détermine un x premiera_p 
par  :  "  =  pz+y avec  O:S;z<q:  z  est,  pour le  moment,  encore  arbitrai..:>.  n faut 
que x soit premier avec pq et pour cela nous devrons choisir z. 

On divise  x par q, ce qui donne un  quotient  t et un reste r et, pour la même 
raison  que préc6demment,  on a  :  r~ et r premier avec q et, par conséquent,  on 
aura  ~q) choix possibles pour r (car O<r<q). 

Par conséquent, si x est un entier x<pq, premier avec M, les restes Y et r des 
divisions do  "  par  p et  q respectivement sont des entieR vérillant:  O<y<P. 
y premier avec pet O<r<'1; , premier avec q. 

Réciproquement,  si  on se donne arbitrairement doux entiers y et r vérillant """ 
conditions. ils déterminent un entier x unique tel que x<pq et x premier avecpq; en 
effet, supposons par exemple que r:2:y (dans le _  contraire on intervertirait les rôles  
dop et q), et considérons tous les entiers do la fonne pz, pour tous les entieR, vérillant  

. O:S;z<q. Les divisions do l'un quelconque do """ q entiers par q fournit  un reste  pz  
tel queO~ P.<q, et cereste peut prendre qvaleun possibles. Or, si ,,",,z', on a nécessai- 
rement  P.,""P,,;  si, en effet,  il  existait un couple d'entiers (z, z') avec z>r tel que  
P1.: =  PJ~' alors q diviserait pz-pz' = p(z-z'); q étant premier avec p devrait diviser 
z-r, ce qui est impossible car z et r sont tous deux inférieurs à q, donc a fortiori 
leur dilférence.  Par suite, les  q restes  sont exactement les q entiers 0, 1, 2, .•. , _1 
pris chacun une fois et dans un ordre qoelconquc. n y en a donc un et un seul qui ait 
la valeur r-y, et par suite  il ....iste un  quotient  t tel  que  :  pz qt+r-y, soit  : 
pz+y =  qt+r, et la valeur commune à """ doux  sommes est précisément  l'entier x 
cbeœhé  : x =  pz+y =  qt+r. Comme O<y<p et O:S;z<q on a bien X<M, et x est 
premier sq,arément a_ p et a_ q (puisque y est premier avec petr l'est avec q), 
donc  avec  leur  produit pq. 

n ....iste donc autant d'entiers x qu'il existe do couples Û', r) d'entiers tels que  : 
O<y<p, y premier  avec P. soit  <P(P)  choix  possibles, 
O<r<q, z pœmier ._ q, soit  ~q) choix  possibles, 

et  par suite on a bien : 

Plus génira/emenJ. si ql' q., ••• , q. sont k entiers pœmieR entn:> eux doux à deux, 
alors on aura : 

TmloJW.m 1.  ­ Pour un entier n décomposé en un produit do facteurs premiers 
sous  la  forme  : 

!P,  premier,  p,:2:2 

! '" entier,  ",:2: 1 
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1f(n) =  n ( 1 ­ k) (1 -l) ... (1 ­ }.) 1 

En effet,  les entiers p'f'. au nombre de k. SODt  premiers _  eux deux à  deux 
(OD  suppose  évidemment  k:2: 2),  et  par  suite  : 

f(n) =  AA").cp(p;o)... f(p~) 

soit,  les PI étant  premiers  :  
f(n) _  (pi'~-l~o-JF.,-l) ... (p~~-l)  

et le résultat annoncé s'en déduit immédiatement. On remarquera que f(n) est effec-
tivement un entier, car Pt, Ps, .• " Pk divisent tous Il. 

Le  résultat  subsiste aussi  lorsque k =  l, car alors  :  n = J1",  et  OD  sait que  : 

f(n) =,P"L-JF'1 =J1" (1­ i). 
Ce résultat est d'une grande importance deos la théorie analytique des nombres 

entiers. 

3.  Relation  avec  les diviseurs  de  Il, 

Soit  d un  diviseur  de n. fi peut  s'écrire  : 

rt!  •••P""d =  Pi ~''':' lE:  où  0:>: Il':>:"1 

Pour avoir  f(tI),  on  utilisera  le  résultat précédent, mais en prenant soin de  se 
limiter aux seuls facteurs pnmiers d'exposant ~,;><O; il vaut mieux procéder autrement 
si  on  veut  se  relier  à  n. 

Théorême 2.  ­ Pour  tout  entier  n, on  a  : 

I.r. f(d)  n 1= 

En effet, on a  reconnu qu'un diviseur quelconque de n (y compris les deux divi-
seurs triviaux 1 et n) n'6tait autre qu'un terme du développement du produit: 

(l+PI+.. ·+p~'Xl+p.+ ... +Po").. ·(l +P.+...+Pi') 
et que réeiproquement chacun des  termes  de ce produit foumit un diviseur de n : 
on obtient de cette façon la totalité des diviseurs de n et la valent de ce produit est la 
somme  de  tous  ces  diviseurs. 

Si d ­ P!''p"IIo...p!" (où 0:S:1l.:S:"ll est l'un de ces diviseurs, alors  : 

f(d) =  ~'). ~') . ..'PÛ'!'J 
et ce produit est l'un des termes du développement du produit: 

(1 +M)+'PÛ'f)+...+'l'U>i''))(1 +'PÛ',.)+ ... +~» ...(I +'PÛ''>+ ... +~}) 

et  la valent  de  ce  produit est  6videmment  : d,.:E  f(d). 
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Or, P, étant un entier premier, on a :  

1+<p(p,)+<p(pl') + ... +<p(p".<) = 1+(P.­I)+(Pf­piH...+(pj''­ff') = pt<  

de  sorte  que  : 

ce qui  établit  la propriété  annoncée. 
Cette propriété est liée il la théorie des groupes et elle permet d'établir c0mmo-

dément certaines propriétés  fines  de certains  groupes. 

Exemple. ­ On  désigne  par  ~ l'ensemble  des  classes  résiduelles  des  entiers 
modulo p,p étanl un entier premier. On penlle munir d'une addition définie par  : 
x+y = (x+y), où  x esl  l'image  dans  Z.  d'un  élément  xeZ(x = (x+kp, Vka}), 
définition  bien  cohérente  puisque si  ~EX et  "Iey  on  a  :  ~ = x+kp el  "1  = y+k"p 
d'où 1;+"1  (c'est un élément de x+j) s'écrit: x+y+(k+k')p, et c'esl un élément de 
(x+y) (la réciproque s'étudie aisément); el on sait que cette addilion donne à Zp une 
structure  de groupe abélien qui  est  d'ailleurs  un  groupe  cyclique  engendré  par 1, 
image  de  1a. 

On peul  munir  également  Zp d'une  multiplication définie  par  : xy =  (xy), et 
cette définition est également ell&même bien cohérente, car ~"I (élément dexj) s'écrit : 
x.l'+(ky+k'x+kk')p, et est donc un élément de (xy),la réciproque s'étudiant aisément. 

p étant premier, tout élément non nul de Z. admet un inverse dans Z. : en effel, 
soit xEz.<x70).  L'ensemble des  élémenlS  de la forme xy, VYEZ.  est  composé  de 
p éléments  de z. qui  sont  tous distinClS.  Démontrons ce point: si  deus produits 
étaient égaux xy =  xj', on aurait xj-xy' Ô.  Soient  ~EX, "IEY et ''l'Ey' ce sont des 
entiers de la forme  :  ~ =  x+lp, "1  = y+kp, "l' =  y'+k'p et on peut choisir les entiers 
À,"."'pourqueO~~<p,O~"I<petO~"I'<p. Ona :  ~"IeX'Y. ~"I'EXy'. donc ~~"I'.o 
et par suite p divise  ~('l-"I'); ceci est parfaitement impossible si "179', car p étant 
premier duit diviser au moins l'un des entiers  ~ ou  l'l­''I'I  : or,  cltscun de ces deus 
entiers est strictement  plus  petit  que p. Nécessairement,  on a  donc "1  =  "l', d'où: 
y =  y', et les prodoits sont tous distincts. Comme ils ont p valeurs possibles et que 
le nombre des éléments de Zp est justement égal à p, ces produils sont donc tous les 
éléments de Z. rangés dans un ordre différent, et l'un de ces produits est nécessai-
rement  égal  à  T.  Comme  d'autre  part  on  vérifie  facilement  que  xl =  lx =  x, 
VXEZ•• on voit que l'ensemble des éléments nOD nuls de ~, muni delamultiplication, 
constitue un groupe abélien. 

Ce groupe, noté Z;, est  un groupe ayant p­I éléments. 

,Théorème 1. ­ p étant un entier premier, on a  : X ...  =  r, VXEZ; (théorème de 
FERMAT). 

En effet,  soit  j'a; un élément donné.  Lœ p­I éléments xy, Vya: sont  les 
p­I éléments de Z: pris dans un ordre diffi!rent; puisque la multiplication dans Z: 
esl commutative, leur produit est égal au produit des  _1 éléments de  Z:. 

Si ü =  II Ji est ce produit, on aura : i(,­I) ù == il, soit : X'<P-1) ü----ü =  O~ 

Soit  ~j, choisi de telle sorte que  :  O~ ~ <p. """" 
Pour chaque élément ya; on choisit yey tel que :  O~y<p; les y ainsi chobis 

dans tous  les  éléments de Z; seront donc les p-l entiers compris entre 1 et_1 
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(0 est à exclure car y ;éO). et leur produit (P­l)! est \ID élément w,il; on a  donc  : 
~"''(p-l)l-{p-l)leO, œ  qui  montre  que p divise  (~"""-l)(p-l)l; ne  pouvant 
diviser  (P­1)I. produit  dont  chaque  facteur  est  inférieur  à  l'entier  premier P. il 
divise  ~""'_l. Il  en  résulte  ~"""_lEÔ. donc:  eJO­l.I  et  enfin  Xl'­l  _  ï. 

TIuIortme 2.  ­ p étant un entier premier, le groupe multiplicatif Z; est cyclique. 
En effet. soit XOZ:  un élément quelconque w, Z:;  : Z: étant un groupe, les puis­

sances succ.cssives dex seront des éléments de œ groupe. La suite{ï. x. X". ou.xt, m} 
est composée d'éléments w, z:; comme Z: n'a que p-I éléments, les éléments w, 
œtte suite ne sont pas  tous distincts. Supposons que x' soit le premier terme w, la 
suite (ordonnée dans le sens des 1croissaots) renconlIé égal à un terme 'i! déjà écrit 
U<l). Nécessairement, on a : 1 0 et ce terme est x' - ï; en effet, si on avait i ;éO, 
on aurait : x' - 'i! =  'i!(x ... .Ij.  w, sorte que : 

'i!xI-J-x/ - 0 

Choisissons un élément xex tel que O<x<p : alors xJx'-J-xJEÔ et donc p divise 
xI(x'-J-1); ne pouvant diviser xl (puisque x<p ne peut avoir aucun facteur premier 
égal à p), il divise x'-J_I. donc : x'-J-l.o, d'où: x....Jel et x"-J =  1, et œci est en 
contradiction avec l'hypothése que x' était le premier terme renconlIé égal à un tenne 
w,la suite déjà écrit, car xl­} est placé dans la suite avant x", puisque t-j</. 

Par suite: 

a) Pour chaque élément xOZ-, il existe un entier 1 strictement positif, tel que : 
X' f et que : Vi et j avec O:s;.I<j<l. alors x" ;éF. 

1 s'appeUe l'ordre w, J'élément x dans Z;. 
Pour tout entier 1>0, on eIfectue  la division euclidienne de i par 1 : / =  ql+j 

avec 0</<1; alors: x' - xl;é 1 sij;é O. II en résulte que: x' ï si, et seulement si 
1 est un mUltiple de 1. 

Comme d'après 1. théorème w, Fermat, on a : x'-l ï. "XOZ;. alors : 

b) L'ordre w, chaque élément xOZ: est \ID  diviseur w, p-I. 
SoitXeZ: un élément d'ordre 1 : alorsl'ordre w,Jê4(où ~ est un entier strictement 

" positif) est <!gal à P.G.C.D. w, " et 1 (on peut tolÙours supposer 0<"</); en effet, 

si  t'est l'ordre w, X". on a : Jê41' =  1 et ott' doit être un multiple w, t. le plus petit 
entier t' jouissant w, cette propriété est préciBément celui qui est indiqué. Pour avoir 
l' = t, il faut et il suffit que IX soit premier avec t et, pour un élément :fa:. le nombre 
des éléments X' qui ont le même ordre t est égal au nombre q>(t) des entiers ,,>0 plus 
petits que t et premiers avec 1 : '1'(1) est l'indicatrice d'Euler de l'entier 1et on sait que 1 
divise p-1. a.. <;>(1) éléments figurent parmi les éléments {l. x. x', .... X'-l}, qui, 
tous, vérifient l'équation X· =  ï. et il n'y en a pas  d'autres car le polynôme x'-ï 
se factorise en (X­i)(x­X)(X­X")...(X­X'­l) =  0, de sorte que s'il existait un 
autre élément y vérifiant la méme équation X"­ï =  ij et ne figurtnt pas dans la liste 
précédente, on aurait : 

(j­Ï)(jt­X)(Y­X")...(j­X'­') ­ 0 

Choisissant x.X avec O<x<p et y"y avec o<y<p (p ne divise ni x ni y puisque 
x;é 0 et y ;é 0), on aurait : 

(j-1)(y--x)(y--x')...(j-x·-l)eO 
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donc  : p divise  (y­l)(y­­x)(p­­x")...(y­x'­'). Or. ceci est  impossible puisqu'on a 

supposé J­l "" 0, J­'f ""O. J­r "" O •...• J-r-' "" o.  p pretnicr  ne  divisant 
aucun des facteurs du produit ne saurait diviser ce produit. 

Par  conséquent  : 

c) S'il existe un él6ment'f d'ordre t. il existe e:tactement <p(t) éléments d'ordre t 
dans  Z;. 

Il est maintenant facile de terminer le raisonnement. 
Pour chaque diviseur d de p­l. appelons <jI(d)  le  nombre  des  éléments  de z· 

qui ont pour ordre d. D'aprés ce qui précéde. on a  : 
, ou  bien  :  <jI(d)  = o. 

! ou bien  : <jI(d) = <P(d). 

D'autre part, cbaque élément de Z: (il y en a (P­I»  a évidemment un ordre, et 
cet ordre est un diviseur d de (P­l). Par suite  : 

1:  <jI(d)  =p­I 
dlp-l 

Comme par ailleurs on  sait que:  1:  <P(d) = p­I, on voit qu'i! est  impossibl. 
dlr' 

qu'un <jI(d) soit égal à O. car du fait que <jI(d) est égal à 0 ou à <P(d). on a nécessairement 
:E  <jI(d)s  1:  <p(d),  et ce qui précède montre qu'on a  nécessairement l'égalité. 

dlp-l d/r1 

Par suite  : 
d) Pour cbaque diviseur d d. p­I on a  : <jI(d) =  <P(d). 
Ceci est vrai en particulier pour d p­I et on est assuré qu'i! existe dans Z; un 

élément  li d'ordre p­I  (car  <P(P­­I)::!: 1). 
On  obtient alors  tous  le. éléments  de  Z;  par  : 

Z: {l,g,gl,jja, ... tYP-I} avec gll-l =  1 

Ceci montre que le  groupe Z: est effectivement cyclique. 

Remarq.... ­ Le  théorème n'est plus vrai si pn'estpaspremier,mêmealorsZ; se 
réduit aux seuls élêments inversibles de Z'" c'est­à­dire à ceux qui  sont  i~ d'en­
tiers premiers avec p. 

Ainsi, Z~. est un groupe cyclique de 4 éléments, mais Z!. est aussi un groupe de 
4 éléments, mais non cYclique : l'ordre de chacun de ses éléments est 2. Ce groupe, 
ou groupe de Klebt, peut par exemple être représenté par le groupe des symétries 
(dans le plan) par rapport à deux droites perpeudiculsires 0..: et Oy et par rapport à O. 

Exemple. - ~ est un groupe cYclique d'ordre 6 engendré par ') (on vuit faci­
lement que i est d'ordre 3 seulement). (O. Cours A.P.M. l, p. 111, rectifié  Cours 
A.P.M. 2, p. 199.) 

Ce théorème n'est qu'un cas particulier  d'un théorème piUS général, mais il 
étsit intéressant d'en donner une démonstration élêmentsire dans  ce cas particu­
lièrement important. 

A titre documentsire, on donne  ci-dessous les natures des  groupes multipli­
catifs Z; pour les 25 premiers entiers (premiers ou non); le nombre Np des éléments 
eomposant le groupe Z; n'est autre que <P(P). 
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p= 2  3  4  S 6  7  8  9  10  11  12  13 

N,=  1  2  2  4  2  6  4  6  4  10  4  12 

Z'•  C  C  C  C  C  C  v  C  C  C  v  C 

p= 
1 

14  15  16  17  18  19  20  21  22  23  24  2S 

N.=  1­Z: 

6 

C 

8 

K 

8 

K 

16 

C 

6 

C 

18 

C 

8 

K 

12 

H 

10 

C 

22 

C 

8 

E 

20 

C 

NDUlIlons. - C est le aroupe cyclique. 
V est le aroupe de Klein (<< Viergruppe » à 4 éléments). 
K est le aroupe ab61ien de type (2, 1) à 8 éléments. 
B est le &fOupe élémentaire de 8 éléments (type (l, l, 1). 
H est le groupe à 12 éléments de la fonne 6 X 2. 

Jacques DAunu"'Aux, 

Matériaux pour une bibliographie 
G. WALUiIINSltl 

Selon une remarque tri:s judicieuse qui a été faite à la lUdaction, poutqU01, 
.à côté des « mat6riaux pour 1Dl dictionnai... », rubrique si bien allin:l6e par l.-M. Cbe­
vallier, ne pas domer des _érl4Ja polIT UIJe hibllopop/rie. ToUilles jours paraissent 
-<10 nouveaux livres. n faudrait tout lire; per80uue n'y parvient, Au moins faudrait-î1 
.connaItre ce qui a paru, ce qui parait, en ayant au moins une pnomière idée du contenu 
·ou de la destination de l'ouvrage. 

C'est ce que la lUdaction du Bulktln a tenté dans le Bulletin 269-270 daD> la 
;pe!.""",,,,,,,,,DOC1U.., par:ticulière d'une bibliographie utile pour un prof_ eoseignant en 
Sil<iènle (pas question, bien sOr. qu'Ulise tout!). Comme c'était inévitable, des lacunes 
1Ie sont révélées (VOir lJuJIeJIn 271). 

Nous voudrions tenter  autre chose : citer, au moins sommairement, tous les 
<luvrages qui paraissent et dont nous avons COIIJIaissance;  liste complétée par les 
~ts fournis par les lecteurs. La date de publicatlon sera indiquée (sauf 
""possibilité matérielle qui sera alors signalée); c'est dire que nous n'hésiterons pas 
.à rappeler des ouvrages parus depuis quelque temps et qui auraient kbappé jusque-Ià 
.à nos nocher<:hes. 

Rappelons les si_ qui seront utWsés pour une pnomière (donc très sommai...) 
classification : 

o Considérations générales sur l'enseignement; 
V Ouvrages dans lesquels le lecteur trouvera des suggestions pour -la rénova­

tion de son enseignement; 
o Manuels, ouvrages destioès aux élèves  , enseignements primaire, secondaire 

ou supérieur (premier cycle); 
"  ••, ••• Ouvrages pour la formation initiale ou permanente des mal_ (initia­

tion, niveau moyen, niveau élevé). 
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