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Eléments de valence impaire
relativement 2 un graphe fini

C. FragnNay
Foaculté des Selences de Toulowse

Le Bulletin n¢ 271 sigoalait (p. 611) upe propriété arithrétique des graphes de
Jonction finis (utilisable pour obtenir une nouvells ddmonstration d'un théardme de
Géométrie combinatoire découvert e 1928 par Je mathématicien polonais Sperner).
Mous alions voir goe cette propriéts se d6duit d"une propriété analogue, plus génirale,
vaisbie pour Jes praphes finks queicongues.

Comme dane Varticle cith, nous noterong jX| Iemrdjgaidﬁmntmbiex‘

1. Une stracrure grophigue de support E est un couple {8, () d'ensembies tels
que Gy 5o E X E : on dit ators que G est un graphe «dans E». Posons 4z = {(x, x) :x<B}

ctintmduimlemphnmipmqmg={{x,y} : (v, 363}, Lo nombre des conples
(x, )G eat : réf(G) = JGMAgl; le nombre des couples (x, Y)¢G tels que (¥, )0

—t
et : arym((3) = 1G—G1, Powr un graphe finl G, nouws dirons que les sntiess réf ()
et aaym {G) aont, respectivement, indice de réflexivité ot Uindice &'asymétrie (da ).

2, BEtant donné un graphe G, tappeions que 18 coape 48 G suivant un Sément x
st : Glx) = [y : (x, 9G}; Jo candinal |G(x)] st Ia walence do x relativement & G.
Pour que 1o graphe G soit fot, i fant ot il soffit gu'il soit celui d'une structure (B, &)
de support B fni; paisqus G(x)SE, touses les valences |G(x)! sont ators des entiers
natarels. §i Pon poss {pour tout entier 22=1) @

S50G) = {x 1 |G(®)} =nx}
S{G) wst ensemble des éléments imiroquesr (mod. G) et 5(G) = -.,;{S,{G} est

1a speroe dua graphs fini G,
Le nombie des diéments ds valenos impaise (relativement 4 G) est :

imp(G) = §¢ Loy
noas dirots (oo P'entier inp(G} est Vindice &'imparitd ds G.
3, Voici la propriétd annonode, qui relie les trois indices (réflexivité, asymétric,
imparitd) d'on graphe G ¢

Thiordme. — Pour tout grophe finl G, la somme réfl (T asym (G +Himp (G)
e palre,
a) Couslddrons un premier partage de G, constitnd par les trois graphes GriAg,

GG, H w (GAGh—Ag. Sifest Papplication qui asocie & tout coupie (z, yyek,
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le paire {x, y}ePy(E), toute pairc {x, y}ef(H) provient (par /) de deux couples distincts
(x, ») et (, x). Il en résulie que [H| est pair, autrement dit :

|G| = réfi{G)+ asym (G) (mod. 2)

b) Lorsque x parcourt le support E de la structure (E, G), les colonnes {x} x G(x)
constituent un second partage de G.

Par conséquent :
IGl = Z IG(x)l = £ »IS{G)I
=R ngal
et 1G= ;Ew IS¢ me1 (3] (mocLl 2)
Finalement : réff (G)+asym (G)+imp (G) =0 {mod. 2)

Corollaire — Pour tout graphe G finl, syméirigue et irréflexif, le nombre imp (G)
des Eléments de valence inpaire (reintivement & G) est pair.
{Dans ce cas : A (G) = asym(G) =10.)

Exemple. — Pour toui graphe de jonction fini G, ie nombre des Eléments univoques
{mod, &) est pair. (Un graphe de jonction est un graphe symétrique et irréflexif G
relativement auquel les valences sont 0,1 ou 2. Ainsi : [S{G)| = imp (G) pour
G fini)

Dans le Bulletin n° 271 (pp. 611-613), ceite proposition &tait une conséguence
d'une étude plus compléte portant sur le réduction d*un graphe de jonction fini G
ses composantes : 1a source $,(G)\S,{G) sc partageqit en m « rondes » R, et en
n « farandoles » F,; les égalités |RyNS,(G)) = 0 et [FnS{G)| =2 entrainajent

imp (@) = 2n,
C. FRASNAY
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