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Eléments de valence impaire 

relativement à un graphe fini 
C. F'lwiNAY 

FtlCJdté de. Scimc~. de TouJouse 

Le &II«in nO  271  signalait (p. 611) une proprié16 arithmétique des graphes de 
jonction finis (utJlisabl. pour obtenir une lIOU'Vdle démonstration d'un théorème de 
Géomc!trie combinatoire  ~ en 1928 par 10 matbématÏQien polonais Spm­ner). 
Nous allol1ll voir que cette propriéI6 Be déduit d'une propriét6 anal_, pl"" gIt!oérale, 
wlablo pour les graphes finis quelconq_. 

Comme dans l'artic:Io cili6,  nous no_ IXI  1.  ~ de tout _blo X. 

1.  Une .lTJIt:I_ grçhi4ue de support E est un couple tE,  0) d'ensembles tels 
queOS;;ExE : 00 ditalOlll que 0  est un grapbo«dansE». POSOIllI AB =  {(x, x) :"""E}­.et introduisons le grapbo réciproque 0  = {(x, y) : Ù', x)e(l}. Le nombre des couples 
(x, x)E(J est  :  réll(O) =  10nABI; le nombre des couples (x, y)e(l tels que Ù', x)KI­. 
est  : 1'lf}'17I(0) = 10­01. Pour un graphe fini 0, noUS dirons que les entiers réf/(O) 
et llIIym (0) sont, respectivement, l'indice de réj/l!xMlé et  l'indice d'asymétrie (de 0). 

20 Élant donn6 un graphe 0, rappelOIl$ que la coupe de 0  suivant un éI6mmIl x 
est  : O(x)  ~ {y : (x, y)e(l}: 10 cardlnaIlO(x)1 est la Wllenœ de x reIati_t à  o. 
POlIr que 1. grapbo 0  soit fini, il faut et i1suffil qu'il soit celui d'une structure tE, 0) 
de support E  fini;  poisque O(x)5E, toutes les vaIeoces  100x)1 sont alors des caliers 
natuteI•.  Si 1'00 poae (pOlIr  tout enlier ,,:;;'1)  : 

S,.(O)  ­ {x: 100x)1  = If} 

S:t(0)  est  l'ensemble des éléments  lI1IfhrJques (mod.  0) et  SeO) =  v  S.,(O)  est 
la sourœ  du  graphe  fini O.  .,.1 

Le nombre des éléments de vaIeDco  impaire (relati_t à 0) est  : 

im,p(0)  =  E  18,....,(0)1
_>0 

nons dirons qne  l'entier im,p(0) est l'indice d'impsrité de O. 

3.  VoÏQi  la proprié16 annoncée, qui relie les trois indioes (rétIOldvili6,  asymétrie. 
imparit6) d'un grapbo 0  : 

17Iéorème. ­ POlIT tDut 8"'fJlIIte /i1d G, ID  IIDmMe rlll (G)+asym (G)+iltJIl (G) 
al ]ItIiN. 

a) ConsId6rons un pmnier partage de 0, constitué par les trois graphes OnAs. 
-1 -1 

O­G. H  ­ (GnO)­A.. Si/est l'application qui lIISOcie à  toul couple (x,y)EH. 
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la paire {x, y}eP,(E), toute paire {x, y}ef(H) provient (pax f) de deux couples distincts 
(x, y) et (y, x). TI  eo résulte que  IHI  est pair, autremeot dit  : 

101  ==réft(O)+œrym(O) (mod.2) 

b) Lorsque x paICOurt le support E de la structure (E, 0), les colonnes {x} xG(x) 
constitoeot  un  second  paItage  de  O. 

Pax  conséqueot  : 
101  ~ 1:  10(x)1  ~ 1:  nIS.(O)1 

%EH  Il;>1 

et  101 ==  1:  IS,.+I(O)1  (mod.  2) 
m>O 

Finalemeot  :  réft (0)+œrym (O)+imp (0) =0  (mod.  2) 

Corollaire ­ Pour tout ",aphe G fini, symétrique et irréflexif, le nombre imp (G) 
des éléments de valence impaire (relativement à G) est pair. 

(Dans  ce  cas  :  réft (0)  ~ asym (0)  ~ O.) 

Exemple. ­ Pour tout graphe de jonction fini G, le nombre des éléments univoques 
(mod. G) est pair. (Un graphe de jonction est un graphe symétrique et irréflexif 0 
relativemeot  auquel  les  valeoces  sont  0,1  ou  2.  Ainsi  :  18,(0)1  ~ imp (0)  pour 
o  fini.) 

Dans le Bulletin nO  271  (pp.  611­613),  cette proposition  était une conséqueoce 
d'une étode plus complète portant sur la réduction  d'un graphe de jonction fini  0 
eo  ses  composantes: la source 8,(O)uS,(O) se  partageait en m « rondes» R, et eo 
n « farandoles  »  F};  les  égalitès  IR,n8,(O)1  ~ 0  et  IFp8,(O)1  ~ 2  eotrainaieot 
Imp(O)  ~ ln. 

c.  FRASNAY 
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Tome 1 :  Rentrée scolaire  1970­71 
Tome Il  :  courant  1971 

Cet  ouvrage, conforme  aux programmes  of~ciels de  juillet 1969,  est  réparti 
en deux tomes. 

/1 est publié d "intention particulière des élèves des classes de seconde C et T; 
il pourra être utilisé ovec profit pal' ceux et celles des Qutres sections de seconde. 
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