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Sur les “Notes de géométrie”
de M™ Lelong-Ferrand

J. FRENKEL
LR.EM. de Strasboury

Je ne saig pas bien ce qu'est un raisonnement « gfométrique », géomé-
trique par oppoaition & quoi? Le « calcul » est-il autve chose gu'une maniére
{parfois lourdes, souvent indizpensable) d'ecrire un raisonnement? Je suis
cependant d’aceord avec M=e Lelong pour penser quavonioir réduire la géomeé.
trie 4 la géométrie analytique est une sbsurditd : les meéthodes intrinsbques
oot acquis droit de cité depuis longtemps. Mais k2 question n’est pas du tont ia.

La modemisation de I'enseignement mathématique ne consists naturelle-
ment pas & substiter le calonl aux idées, mais 3 remplacer certaines théories
par des théories plus puissantes et de portée plus générale, L'algibre linéairc
a fait irruption dans foute la mathématique (Algibre non lindaire, Analyse,
Mécanigae, Topologie, Informatique, ctc...). La pbométrie &¥mentrire ne
s'en distingue pas cssentisliement, sinon par Je vocabulaire (et encorel). La
quesiion est donc de savoir si c’est la gdoméirie qui doit servir d'introduction
& Talgtbre lindaire ou Pinverse. Cette question serait assez secondairs 5'il e
s'agissait que de former Ies seuls futurs mathématiciens (séuls auss A 8tre
ventusiiement des glomdires an puissance). Mais elle pose des problémes
pédagopiques que F'on ne peut trancher zang expérimentation, & coup d'idées
précongues, et surfoul en se rapportant cssentisllement 34 des souvenirs
d’enfance.

Reprenant les exemples de Particle de Mo Leleng, cité dany la soite
par {{), et dont je repremds les notations, je vais tenter d'illustrer Pidée
suivante ; il est plus sdr, phis efficace, de penser « lindairement ». Je g'ai pas
choisi mes exemples : ce sont ceux de (L). Le lectzur jugera quelles sont les
démonstrations qui vont I plus droit an but, lesquelles analysent le mieux
1x situation, la présentent sous son aspect le plus général, Clest, me semble-t-l,
largement affaire de tempérament. Cependant, si Pon s'en tient au critdére
esthétique de (L), le lectenr remarquera -— par exemple - gue I'&tude faite
dans {L) des transformations ecthogonales — basée sur le théordme 1 de (L) —
suppose essenticllement que le corps de base &t R, et 1a forme bilindaire
fondamentale positive. La méthode gue nous proposons ne suppose rien de tel,

Y. — Pour la commoditd du lectenr, rappelons quelgues définitions et
oésnltats élémenwms

a} On dit qu'nn cspace vectoriel B est somme dirscre de deux sous-espaces
E, e E; 8 tout xe¢ B &&rit dune sewle manidre x = x; + x, avee x, ¢ B,
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{i e {1, 2]). L'unicité de Pécriture entraine I'existence d"applications p{i ¢ {1, 2})
de E dans B, (et méme sur E,) de sorte que x = a.(x) + pfx). Ces applications
sont lindalres (par exernpie I'"égalité Ax == Ap(x) 4 dpdx) stle fait que pdx) ¢ B,
entraine A,(x} ¢ E; montrent que p0x) = Apdx)).

) Un cspace affine E posséde un sspace vectoricl assodéqﬁ’(cf,parmmp!c
{11 1. 2, chap. 17 ou 2], chap, 1}, ¢t par définition la dimension de E est celle
de . Un sous-ensemble F de Beatappelé sous espaceaffine de B sipourun A & F
Yensemble ¥ des vecteurs AR tels fue B e F est un sous-espace vectariel de'i;
¥ ne dépend pas alors du choix de A e P, on note T oot espace vectoriel, et
F est alors naturciiement un ¢spece affine d’espice vectoriel assadé%;?est
appeié e direction de F. Si B,, Eq sont deux sous-espaces affines de E, B, n E,,
s'll n"est pas vide, est aussi un sous-espace affine de ¥, d'espace vectoriel associé
EnE,

¢) Soient E ot E* deux espaces affines,

Une application f : B B' est dite affine s'il existe, dsnsE,_&npaint A
telle que 'application £, : d+ A + 2} — (A} soit linéaire de B dans B-.
Alors £, == fgi on note f, cefte application, dite spplication linéaire assocife
afsona(gefl. = g ¢f. I rovient an méme de dire que {on désignant par B,
= structure d'espace vectorie! sur E obtenue en premant A pour origing),
fest lindaire de E, dans Ejy,;, cu que /¢t composée d"ane application linéaire
de E, dens E,, et dune translation de E’ (dépendant de AeB et A'eE),
ou, encore, que £« conserve » los barycentres (e si (M,) est une famille do
points de B, (4,) voe famifle do scalaires ayant méme ensemble #indices of
teile qua A, == 1, alors { EAM) = XA, f(M,)). L'image par fd"un sous-espace
affime de E est un sous-espace affine de B’. Bn particulier I'image par f de
toute droite est une droite cu un point. Réciproquement si f : Ew B trans.
forme toute droite AB en une droite si f{A) £ f1B), cu en un point s
JUA) = A8}, ot si AAE} n'est pas conteny dans une droite, £ est noxn pas affine,
moais sentement gerti-afine (i.c, il existe un automorphismeo du corps de base X
et une application £, : E -+ E vésifiant £,7 + ) = £+ £:9), 10 =o(L)o(D
pour tous @ et ¥ de B, teile qus pour tous A et BdeE, f{A) — AB) = £,{AB)),
du moins si K n'ent pas le corps & doux &iéments. Par exemple Papplication
(229 —+ (£, By) de €* dans fui-mdme transforme les droites (affines) de £
#n droites de €%

C'est 'une des formes du « thécréme fondamental de ta géométrie affine ».
Si X = R ou @, o cst nécessairement Videntité : on retrouve ainsi ezsenticlle-
meni conume ¢as particulier l¢ théordme ] de (1)

Cetite réciproque ne nous sera pas utike ici. WNous n'en doomons pes In
Jimonsiration pour n¢ pas alfenger inutilement Particle (3).

g:ennn»- wasse du Seconde (T
e ne-Vianio, nviicie o8 Tormsmale .
N.DL K, Nowe Freakel nous fait sgveir quiil Hent A s disposidon des iacteum

du Bulletin cetss démonstration.
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ﬂﬁnﬁpnwsudidienrhl(dcdhmﬁmﬁnicmm)utmm
aﬁneBdeml'mmvmuﬁﬂuuﬁéEeammd&fefmbﬂinﬁim
symétrique [ie. d’voe application (x, ¥+ x.y de E x E dans IR vériflant
x.y=py.x e (x+px}t.y=Mx.»+px".» tele que

Pxxapt 2xx=0ex=0

Lrapplication x +» {jx]| est alors une norme suri'.’(qv.ﬂ ﬁdom un e5pace
préhilbertien réel}, et Papplication (A, Bjs d{A, B) = [|AB]| une mérrique
sur E.

1. -~ Ea forme que donne (L) au théoréme de Thalls est un cas particulier
(relatif & a dimension 3} du théoréme suivant.

Théordme 1. — Soit E un espece affine de dimension finde {quelconque),
E, et E; deux sous-espaces sffines de dimensions complimentaires &t dont
Pintersection s¢ réduit & un point O, Alors la projection de E sur E; paratie-
lement A B, est une application affine de E sur E,.

Prewre @ - -

Les hypothises sont que E) n &, = {0}, dim E, + dim & = dimE,
ot qui équivaut & dire que B est somme dirscte de By et B, Tl en réoulte

d'sillenss que pour tout A do E, le sous-cspace affinc B’y = A -+ E, coupe E,
en un senl point fA) (car E7 A Eqr By = i n?:',mE,nE. {O}) : 1a pro-
jection en question o3t précisément 'application #, qui est caractérisée par
@ (YA€E) iA)e K, ot A—f(A)eE,

En particutier 10} ¢ Ey 1 E,, donc f(Q) == O. Soit alors £, : E+—» E Pappli-
cation définit par f(OA) =f10) —flA) = O —fIA), D'aprés @ elle est
caractéringe par - »

@ vreE fwel, s—f@=gel

On a donc, pour tout x ds E, x = g(x} + £,(x} aves g(x) ¢ By, /(x) ¢ Ey:
avee les nofations de 19, 4}, g=p, f =pg: donc £ est linéaire,
e1 7 affine, cqfid

N.B. ; L& corps de base pent trés bien étre €, avaust cas le théordme
de (L} ne peut s'énonoer.

M. — Les théorémes (3) et {4) de (L) peuvent 8tre remplacts par los
snivasts o

Théoréme 2. -— Soit E un espace préhilbertien récl et ¢ une application
de ¥ dans lui-méme. Les trois conditions suivastes sont équivalentes :

1} o est additive &t conserve la norme (e [lg(x){ == [lxi}

i) @ conserve les distances & Poriging (ic  d{g(x), 900)) = d(x, )

i} ¢ conserve le produit scalaire (ie 9(x}.¢()) = x.3).

Si cen conditions sont remplies, ¢ ost lindaire (injective dvidemment).
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Premve : On s"appuic sar ies identités
@ 2x.p = {px + plf— flx|?— |lvi*
@ fix 4 piR 4 Jpe— pif* = 2(j P -+ ID
iy= i) On a [p(0)] =90, do ¢} =0. Comme o(x)] = fixi| et
o(x + 1) = ¢fx) + o(»), Lapnis @,
lip(x} — o(IF = fo(x) + ¢()[B — 2t} + o™ = x —pifF cgfd

i) = iif) Comme @0} = 0 et d(9(0, o(x}) = 40, x), on a [lpGx}l| = |Ixll.
Comme {p(x) -~ 9 == I — yii, d'apris @, {lplx) + 9O = [Ix + 1,

done, va @,
x.y = @(x).9(¥) cqfd

#if) == §) Si @ conserve Ie prodwit scalaire, 1l consorve éviderament la norme.
1e théordme nésulte alors — et ¢’est Ju reste 13 Ie point essentiel du théo-
réme — de ce que #) implique In findarité de @. Car, quels gue soient x, ¥, 7

da.nsg&t[esréc!sactﬁona
(gltex + By} — ap{x} — By 9(z) = lox + ). oz} — wlpix). ¢l2))
— Bo(¥).0{z))
w= {ax + Byy.z ~alx.2) — Hy.2)} = 0
Done X == ¢ofax + By) — aplx) — P} est orthogonal A tons les vectsurs
de (1), dons (par lintasité), 2 tout vecteur combinaison kndaire de vectours
do o), — ot en particulior & X. Ainsi X.X =0, donc X =0,  ogfd.

Définition. — Unc application ¢ de ¥ dans Iui-méme satisfaisant A ces
conditions s’appelle une transformation orthogonale,

Théordme 2‘. — Les isométries d"un espace euclidien réel sont les trans-
formations afines dont les applications lindaires assocides sont orthogonales.

Frouvs

¢ Boit  une transformation affine dont application liméaire associée 7,
est orthogonale. D'aprés i)

A — £ = If.(AB}| = |AB] = d(A, B) : f oot voe isométrie

2% Supposons que £ soit une isoméirie; soit A un point fixe de E et posons
f.{mA_!\'{) = f{M} — f{A). Prenant M = A, on voit que f,{0) = 0; de plus si
xet x'eE, soit M (resp. M1 tel que AB = x (resp. AM’ = x*). Alors ¢

BAx) — L=l = LAME) — FOE)|| = M — M7fj = fx — x'])
Done va i} f, est orthogonale, en particulier lindaire, ot f 2st affine.
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Rematques !

1¢ 11 u'y & rien & changer aux démonstrations si, au Hen d'applications
d'un espace préhilbertien ou suslidiea dany lni-méme, on considére des appli-
cations de cet espace dans un aotre.

2% Le théoréme 2 subsiste, & g terminclogie prés, st on remplace espace

prétitbertien réelﬁparlm espace vecioriel de dimension finie sur un corps K
quelconque (aussi « abstrait » soit-it]) muni d'une forme bilindaire symétrique
non dépénérée arbitraire (par cxempie, 8i K = R, de signature gueiconque).
Cependant comme alogs X. X = On'implique pas X = 0, il faut {gérement mao-
difier Fargument final en constatant que #if) implique que ¢ transforme une base
orthogonale en uns dase (également orthogonale). En effet, 8i (2)]is:1cq o5t yme
telle base, et si Ehgple) = 0, slors

(E2@{ed) @(e)) = (Ehgled). ple)) = (Ehee; = A fe;.,) = 0,
et ;.4 % 0 puisque le « produit scalaire » est non dégénéré, Les ol
forment donc un aystéme libre (fhéordme § de (L), mais i¢d on n'a plus de

norme & sa disposition}, donc une base de . Aloss ke raisonnement du texte
montre encore gue g{ax -+ By) ~— aefx) — ppdy) = 0, car il est orthogonal &
tous les vecteurs du sons-espaee de i engendré par ies ple,), cest-d-dire & b
tout entier,

¥ Pour gqu'une application affine soit injective {resp. surjective), i faut
et suffit que Papplication linéaire associée le soit (vérification immédiate) :
le théoréme 2’ monire alors gue s E est de dimension ﬁme, toute isométrie

est sugiective : résultat facilement obtenu, mais qui n'a rien d'évident sans
le secours de I"Algkbre Hnéaire,

40 Tous les résabtats dy (II} de (L) sont contenus dans les théorémes 2 et
2 sauf le théordme 7, qui est utte cobsbquence immédiate du suivant,

Théaréme 3, - Scitgnnespwcmaﬁcittumappﬁc&ﬁon linéaire
anvolutive {is anumia‘gdeﬁdan.silﬁ‘-nﬁme. Alora B est somme dirscte des
sous-espaces E = {*|ulx¥) = x} et B o= {2} o= e X},

Preave : On aﬁﬁﬁ.m{()}, et pam'wntxde_ﬁ:

X uld) | x—alx)
A

oﬁlep:emiwmdelammestdanaﬁhlemnddmi, cgfd,

Remarque, — S u 23t orthogonale,E ot E_ sont orthogonaux, o effei,
soient xt—:E., yeﬁ; on &
xy=uy () =x.(-=—xy dod x.y=0
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Théordme 3. — Soit E un espace affine et fune application affine involu-
tive de E dans lui-méme (respectivement une liométric involutive de E).
Alors f est une symétrie oblique {rosp. orthogonale) par rapport & um sous-
espace affine de B,

Pronve : L'ensemble F des points fixes d’upe application affine de E
dans lui-méme, s'1 #’est pas vide, est un sons-espace 2ffine de E dont ja direction
{(voir 12 déf. en 1-6) est e noyau de £, — Id, Or si /'est une involation, F n'est
pas vide car {conservation du barycentrs)

f(M +;’(M)) S EM | MM

pour tout M de E.

Soit B, (resp. B} le poyau de £, —¥d (resp. de £, + Id). Comme
J est une involution, £, auasi, of, si OcF, il résulte du théordme 3 que
F=E, =0+ &, et E. = O + E. satisfont sux hypothdses du théoréme 1.
Pour tout M de E,

ﬁM}u%eﬁiﬂ m_Mm{_@nz:.Eﬁﬁ_ M

#(M) st la projection de M sur E, paralidlement 3 E_, d'od I8 conclusion
{compte tenu de la remarque suivant le théorkme 33 : £ est une symétrie par
rapport 3 E,. paralldlement & E..

— I* Réciproguement, il est immédiat que toute syméiris
{oblique) par rapport A un sous-espace affine est uae involution. Si E est un
capace suctidien réel, complet on aen, powr gque V soit Pensemble des points
fixes d'une isométric {gui et une application continue), il ¢st néoessaire gue V
soit farmé: mais pour qu'il existe une symétrie orthogonale par raport & V
i faut et suffit, d’aprés lc théoréme 3’ que le sous-cspace Yo des vecteurs de B
orthogonaux & ¥ soit un suppimentaire de 7 : cels n'est assuré en général
gque si V est complet {ef (L)),

2¢ Naturellernent Ia dimension de E_ est arbitraire {au pius égale a celie
de E}; si clte est nulle, /est une symétrie centrale; si dim B, = dim B < oo,
£ est lidentits.

IV. — En ce qui concerne le théordme B, je sonhaiterais senlement dirs
ceci @ si I'on sintéresse aux similitudes, i est assez naturel de rencontrer
des triangles semblables. Une similitude étant ¢ produit d'une isométrie et
d'une homothétie, les « cas de similitude des triangles » %2 raminent aux
« cas d’égalité » (on peut {oujours supposer en faisant une homothétic que
deux ofités homologues ont méme longuenur).
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.Natnreﬁemmdnmmqamimies«mgm»mmmmwmmde
veais angles : on doit entendre par angle en A du triangle ARC

1& nombre réel é’i—& = A,
JABI| JACH |

Il est donc tout & fait imatile d'invoquer en cette matidre des fonctions
sinus (dont 1Mintését véritable apparalt lossqu’il s’agit d’angles orientds, ot
qui exigent de plus le choix d’une ozientation du plan), T s’agit, s Jai bien
compris, déviter les calcals pour établir k

Théoréme 4. -— Soient E un espace préhilbertion néel (de dimension > 1)
et S une application de E dans . Alors les denx conditions suaivantes sont
écquivaientes

i NI D -
® Y Ne B T ron T w00

@ ¥ix, e E* M)} fG) = A%.y o & est une consiunte réelle

Romurgee. -— 1a 2° condition montre qne%f est une transformation

orthogonale (on peut écarter 18 cas 3 = 0, qui équivant & F = O, donc gue f
est linéaire, ot est ¢a fait une similitude, H est évident gu'sile implique ia pre-
midre {faire x =y dans @)

Pour &ablir ce théoréme « aans calgu] » il esf pen indiqué de sappuyer
sur Péquivalence des deux « gystdmes fondamentanx de résolution d'un ¢o-
angle » : jo croia me rappeler que Is démonatration de catte équivalence exige
quelque virtnosité technique. Démontrons donc ie

1ot cus §*égalitd des triungles. — Sideux triangles ABC, AB'C” vérifient
|ABll=jABY A=A B=F

alors il existe une isométrie et une seule f du plan A’B’C” gur le plan ABC
telle que fIA) = A, AB)=B, AC)=C.

L'unicité est dvidente - gar il éxiste une senle applicativn affine trans-
formant le repére (A, B, €°) en le repire {A, B, C).

Dauire part on peuat toujours se ramener au eas vectoriel en supposant
A == A7 (il existe toujours une isométrie dn second plan sur le premier envoyant
A’ smr A), Alors la démonstration (. un manoel de 5¢, programmes de 1960)
¢st basée sur les remargues suivantes {E est un espace vectoriel euclidien de
dimension deupx).

&} Soit (ey, ey) ¢t (e}, ey} deux couples de vecteurs unitaires inddpendants
de E tals que

éi’é! = é{n e;

Alors l'umique spplicadion linéwire de E dans lui-m¥me définie par
e = efie {1, 2} est orthogonale : en effet eile conserve le produit scataire.
{Droh le 27 cas d'égalité des itiangles )
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by Soit we B, ja| < 1. Alors il existe dewx vecteurs unitaires xs E,

symétriques par rapport 3 la droite Re;, tels qus e,.x = a.
En effet, si # est un vecteur gnitaire orthogonal A e, x est détermind
par les conditions :

x=deh e ex=he=a  [frf=atdpt=1
Cela dit, désignons par e, 23, &, e; Ies vedteurs

AB AC AB’ AC
k3 — 3 P I | — Al = A)“
HABY; JACH  RAB [ACT

Liométric 7 définde en a} envoic B’ en B puisque JAB]— AR, a
demi-droite AC’ sur la demi-droite AC, ¢, vu b), Ia demi-droite B'C’ sur Ia
demi-droite BC on sur s syméteique Bz par rapport A AB; wiais l¢ second cas
est exclu, car fes deux demi-plans Fmités par AB n'ont en commun que AB,
et f{C’) est sur lea images des demi-droites AC’ et BC, Done fIC) == €, ogfd.

Reingrque, — Sauf erreur, c'est seulement dans ce o* IV gu'il éait

indispensable de supposer le corps de base ordonné ~- hypothése sans lagueile
on ne peut méme pas droncer le théoréme | de (L)

2° Jai vouln domner upe démonstration « gSomédirique » du 1% cas
drégalité des trisngles, La démonstration par ie caleut est phus courte, Esquis-
sons la. Comsidérons, dans le pian ABC un repére orthonormal (A, &, &)
et soient {x, ¥} les coondonnées de C dans ce repére. On peut, de plas, sopposer
sans dimminuer 12 pénérafitd 8, —= Iﬁcty<0(qmtteachangere, en w3433
x et ¥ sont alors déterminés par :

"mx__““ =/X, M_____z__—-x ﬁm, y <0
V=t + 0 Y —2) + 5
ce qui équivaut i
§ e AT 1 —B* .

P e = (1—x)%, Ax>0 BUE-x}>0 y>0

e

Ponec nécessairement —i—; est du signe de %, &0l au plus ane solution

(x,¥). Soit alors (A’; &, &) lc repére analogue Li§ au trizngle AR, ot
m@'mx'curre., Or 2 (x,y)= {:x,y), donc la transformation affine
envoyant le deuxidtme repdre sur le premicr (qni est uge isométric) envoie
A’, B, C gur A, B, C respectivement.
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