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Plans finis

G. Huuzg
{ Faculté des Sciences, Oxléans}

0. Introduction.

Le présent article se propese de faire le point sur la guestion des plans
{géométriques} finjs.

Le premiier paragraphe est une présentation, dans le cas général, des diffé-
rentes situations combinatoires rencontrées dans cette étnde,

Le deaxitme paragraphe, aprés avoir défini différenis objets algébriques,
établit je Lien entre ces objets ot les situations combinatoires affines (clest
en effet I'aspoct affine qui st fe plus commode dans ie cas ol on cherche 3
« coordonn¢r » ua plan, tandis que dans les études combinatoires i est pré-
férable de travailler sur "aspect projectif). Une autre dtude zlgfbrigue (que
nous n'aborderoas pas dans cet atticle) consisterait A éudier les groupes de
transformations qui respectent les structures combinatoires,

Le troisidbme paragraphe #intéresse alors aux plans finds,

L quatridme paragraphe définit et étudie les {k, r, £} - plans introduits
dans [3].

Signalons enfin des cuvrages on la question est étudiée : [1), (9], (10},
{13}, £15), [18] (voir bibliographie p. 213).

1. L’aspect conbinatoire {cas général).

Définition : Un plan projectif est constitué de deux ensembles {un ¢nsemble
de « points » et un ensemble de « droitss ») entee lesquels est définic une relation
dmcidence vérifiant ©

(P1) Deux points distincts sont incidents & une droite unique;

(P2} Deux droites distinctes sont incidentes & un point unique;

(P3) 11 existe au meins 4 points dont 3 guelconques ne sont incidents 2
aucune droite.
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On obtient immédiatement la proposition :

II existe au mains 4 droites dont 3 quelcanques ne sont incidentes d aucun
point,

Par conséquent en échangeant les rdles de Pensemble des points ot de
Pensemble des droites, on obtient un nouveau plan projectif appelé duai du
précédent.

La dualité étant dégagée, nous identifierons désormais toute droite avec
Pensemble des points qui ¥ sont incidents, L'cnsemble des droites devient
alors une famille de parties de Uensemble des points, Ia relation d'incidence
devient 1a relation d’apparienance, et nous pouvons formuler (P1) (P2) (F3)
plus simplement. Nous noterons b I3 droite passant par les points o ef &
{sopposés distincts).

Définition: un plan affine est constitué d’un ensemble de « points » et
d’'une famille de parties de cet ensemble, appeiées « droites », tel que ;

(A1} Par deux points distincts i} passe une droite unique;
(AZ} Par fout point il passe une parsliéle unigue & une droite donnée

{denx droites sont dites parclidles si elles sont confondues ou si elles n'ont
aucun point commun},

{A3) Hexiste au moins 3 points non alignés.

On obtient sang difficulté les propositions suivantes :

— Le porallétiome est une relation & équivalence (on dit qu'une classe
d’équivalence détermine une direction).

— 8id’un plan projectif on retire une droite ef les poinis de celte droite on
obtient un phm affine.

— Si 4 un plan affine on adioint un point par classz de paralldles {ce point,
appelé point @ I'infin! de fa direction correspondante, appartient & toutes les
droites de 1a classe} er i an convient que I'ensemble des points & Pinfint forme
une droite {appelde drolte de Vinfind) on obtient un plan projectif.

Définition; deux plans sont dits isomorphes s'il exisic nne bijection e
P'ensembic des points de "un sur Pensemble des points de Pautre id frams-
forme touie droite du premier en une droite du second.

Définition ¢ un plan est dit {g, L)-rransitif (a est un point, L est une droite)
si 1a configuration de ls fgure 1 {dite configuration de Desargues et dessinée
dans le cas projectif} est vraie quelles que soient les droites L,, L,, L, passant
par « ¢t Ies points a,el.,, ayely, g46ly, b,el,.

Remarquons que @ pewt appartenir & L.

On obtient facitement Pallure particulidre de cette configuration dans le
plan affine dent L est la droite de Pinfini,
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Fig. 1,

Définition : uu plan affine est dit de translation pour une direction, sile plan
projectif qui lui est associd est (g, L)-transitif, L étant fa droite de I'infini et a
le point de L correspondant & 1a direction en question.

La configuration correspondante est celle de 1a figure 2 {fes droites L,
14, Ly sont paralidies (leur dircction est celle de g}, a4, (resp. a,a.8 ag2y)
est pacalltle & B.b, (vesp. Dby Bb)).

Défirition: un plap affine est &it de rranslotion ¢'il est de transiation pour
toute dircction {en fait 11 suffit qu'il Je soit pour deux directions distinotes),

Définition: un plan est dit argudsiens il est (o, L)-transitif pour tout
point g ot toute droite L (ici encore on pourrait formuler des conditiors suffi-
santes plus faibles).

Signalons aussi gu'il peut exister une sitvation intermédiaire {entre les
cas « de translation » et argudsien) dite micro-arguésienne mais que Bous ae
retiendrons pas ici pour des raisons qui apparaitront plus tard,

Définition: un plan est dit paseallen st Ia configuration de la figure 3
{dite configuration de Pappus et dessinée dans le cag affine) est vraie qusis que
soient les droites L,, Ly ef les points a,eL,, aycLy, byel,. bel, (3,5, (resp.
agh;; aua) est paralldle & byey (resp. byt €16y

On montre, par des méthodes purement combinatoires {veoir par exemple
I7D, que tout plan pascalien eat argussien,
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Il en résulte gue nous avons présenté les diverses situations possibles par
ordre de généralité décroissante,

2. Un aspect algébrique (cas général).

Avant d'énoncer s théordémes élablissant les liens entre situa.
tions combinatoires et siructures aigébrigues # nous faur définic kes objets
algébriques non classigues gni vont € coordonner » les différents plans affines,

Définition: Un corps terngire est un ensemble K, ayant deux éiéments
distingués distincts notés 0 et 1, muni d’wne application T : K*-+~K vérifiant
(C1) Quels que soient g et b de K,
T, b, ) == T(h, 0, a} == T(l, 4,0 = T(a,1.0) = a
(C2) Quels que sojent a, b, ¢ d¢ K,
I*équation T(¢, &, x) = ¢ a une solution unique:
(C3) Quels que soient 4y, gy, 5y, by de K tels que g, # a5,
I'éguation T(a,, x, by = Tlgs, x, by 8 une solution unique;
{C4) Quels que soient a,, gy, &y, ¢y de K tels que a, # @,

T(:f, ‘ab }’) =
e syStBie | v 4, ) == ¢ & une solution uaique.
Définition: deux corps iernuires (K, [T) &t (K’, T} sont dits
isomorphes ¢il existe une bijection s du premier sar le second telle que,
guels que soient 2, b, ¢ de K2 (T{4, b, )} == T'(2{d), s{b), s{c)).

D{finition : un groupe cartévien et un enserable X, ayant deux {léments
distingnés distincts notés € et 1, muni de deux opdrations (4, .} teique ©
{G1) X est un groupe (non abélien en général) pour Popération -+ dont
0 ¢t IMélément neutre;
{G2) Quel que soit a de K; 4.0=0.4a=0; a.l=1l.a=g
{G3) Quels que soient a, ot g, de K (avec a, # gy,
I'équation —(a,.x)-+(@;.%) = b a une solution unique;
{G4) Quels que soient a, et ay do K (avec 7, # ay),
Téquation (x.ey)—{(x.a,) = b a une solution unmique.
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Définition : un gquasi-corps droit est un ensemble K, ayant deux &idments
distingués distinots notés § ot 1, mani de denx epérations {4, ) telles que

{Q1) K est un groupe abélien pour Popération 4 dont ¢ 25t I'élément
ngutre;

QD Quel que soit ade K, a0=0a=00 a.l=1a=a;

(Q3) Quels que soient a4, et 4, J&¢ K {avec g; # ag,

Péqustion ——{@, .x)+{24. X} == b a une solution umique;
(Q4) Quels que soient g, b, cde X,
alb+-c) == ab-+ac;

(QS) Quel que soif a 6 0 de K,
Yéquation xg = b 3 une solution ubigue,

11 est imimédiat de vérifier que tout quasi-corps droit est un groupe cariéaien
et que tout groups cartésien ext un corps ternaire

fen posant T(a, &, ¢} = (g.83+4¢).

Signalons Pexistence du guasi-corps alternarif « entre » ke quasi~corps
droit et ke corps.

Définition: on appelle repére d'un plan affine un ensemble de trois points
non alignés (dont P'existence est assurée par (A3)).

Théortme direct.

Toute structure combinatoive de plan affine projette, aprés choix d'un
repére convenable, sur I'ensemble sous jacent dune droite quelcongque une stric-
ture algébrique déterminde par ln correspondance suivante (de ligne & ligne) :

Struation combingtoire :

— plan affine général;

~ plan ayant une direction de translation;

— plan de translation ;

~— plan micro-argudsion;

~= plan argudsien;

— plan pascalien.

Structure algébrigue :

— cOrps ternaire;

— groupe cartésien {(le repére ost choisi en tenant compte de Ia direction
de transigtion);

- qumarps droit;

— Quast-corps alternatif;

e SOLPS

e COEPS commutatif.
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Signalons que deux corps ternaires coordopnant ¥ méme plan affine
daps des repéres différents peuvent ne pas &tre isomorphes,

Thiorime ré&ciprogque.

Towt corps ternaire (K, T détermine wn plan affine de la fagon siivante:

w Pensemble des poinis est emsemble K K,

— une droite est constituée golt des couples (X, ¥} 0% x, est fixé, soit des
coupler (x,y} ot y = Ta, x, B, a et b &iou fixés,

Le corps fernaire aszocié 2 ce plan qffine dans le repére (¢, 0) (1,00 (@, 1)
e3t isomorphe & (K, T3,

Naturellement, & l corps emmaire a une structure plus bche, e plan

affine asgocié a les propridtés qui ressortissent de la correspondunce décrite plog
haut,

Plans finis.

La premidre remarque A feire est 1a suivante
Si dans un plan une droite 2 un nombre fini de points alors touts droite
g le méme nombre de points,

Définition : on appelle ordre d'un pian affine (resp. projectif) fini le nombre
de points de chaque droite (resp. diminué de 1). _

Ainst e plan projecti{’ associé au plan affine d'ordee % est lm-mém
dordre k.

On obtient facilement k&g résoltats numériques suivants relatift & un
plan d'ordre k ;

Cas affine  Cas profectif

Nombre de points sur chaque deoite .. _.... . ... k k+1
Nombre de droites passant par un point....... k+1 k+1
Mombre de points dans K plan.....oovvvninns k* k41
Nombre de droites dans leplan .......00 0004 Kk KV k4-1

Le probléme gui se pose alors esf e suivant @

~= pour geeles valeurs de k& existe-t-il un plan d'osdre £?

On peut répondre imrmédiatemnent :

Si k est primaire {¢'ssi-4-dire de la forme p* ol p o3t premier) il existe aw
moius un plan d’ordre & (car it existe alors un corps fini d'ondre k). En fait
tous les plans finis conous sont d'ordre primaire; mais il n'est pas démontré
que tout plan fini est nécessairement d’erdre primaire.

e 210



Bulletin de 'APMEP n°274 - Juin/Juillet 1970

Au sujet de l'existence des plans finis signalons le théordme (5D : Si
k == 1 ou2 (mod 4) une condigion nécessaire pour qu'il exisievn plan fini Pordre k
est que k soit somme de deux carvés (dont Pun peut tre mul).

Ainsi i nlexiste pas de plans d'ondre 6 (éjh conjecturé indirectement
par Buler), 14, 21, 22, ....

I’examen de Punicité Sventuelle de plans d'ordrs donné nous conduit &
I'étude, dans le cas fini, des &tres algébriques coordonnant wa plan affine.
Sigoaions les résultats

— Loy axiomes {C4), {G4) et (5} sont aiors superflzs ([15]).

. — Tous corps fini est comemuatif (célébre théordme de Wedderburn).

— Tout quasi-corps slternatif fini est un corps (J18].

— Tout quasi-corps fini est Sordre primaire {{16)).

1l en résulte les deux propriétés intermédiaires que les cas pascalien,
arguésien et micro-argudsion somt alors confondus, ce qui explique gque nous
p’avons pas éprouvé le besoin de définir plans micro-argudsiens et quasi-
corps alternatifs.

Signaions enfin ¢me Hugues [12] (resp. Ostrom [14]} ont construits, pour
certaines valeurs de & = p¥, des plans d’ordre & (@, L)-transitifs pour aucun
couple (g, L) (resp. pour un couple (g, L) umigue).

i1 existe donc des corps ternaires finis qui e sott pas groupes cartésiens
et des groupes caridsiens finis gui ne sont pas quasi-corps.

En corclusion pour cerfaines valeurs de & (primairs), il existe su moins
quatre plans finis d’ordre &£ non isomorphes.

4 &k r, s)-wa@.

Définition: un {(k, r, s)-plan est canstitué de deux ensembles (un ensemble
de « points » et un ensemble de « droites ») entre lasqm:ls est définie vne relation
d’incidence vérifiamt :

(B1) Deux points distincts sont incidents & une droite au plus;

(B2} Toute droite est incidente 3 exaciement & points;

(B3} Tout point est incident 3 exactement r droifes;

(B4} St le point g n'est pas incident & la droite 1., il sxiste exactement »
droites L, et 5 points a; (s»1) vérifiant :

 est incident 34 L., 2, est incident 2 L, g, est meldenx aL.

On cobtient aisément la proprifté ¢

Deux draites distinctes somt incidentes & un point au phs.

Donc A tout {k, r, s)-plan se trouve associé un {7, &, s}-plan obteon en
Schangeant les rdles de Pensembie des points et de Pensembile des droites.

Cette dualité étant dégagée, on va de nouvsau identifier toute droite
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avec lensembie des points qui v sont incidents. La rclation d'incidence devient
s refation d'appartenance. On peut alors Tormmier les axiomes {(B1) (B2) (B3)
{B4) plus simplement. (B4} par exemple dovient :

Par tout point n’appartenant pas i la droite L il passe exactement s droijes
coupant L.

Signalons fes propriétés (faciles 4 obteair) ;

— IsKinf (&, r);

e Pour que dans s (k, r, 5)-plan deax drottes distinctes se coupent toujours
en un paint ¥ four et i suffit que s = r;

— Pour que derns un (k, r, 5)-plan il passe roujours wne droite por deux
pelnts distinets il faui et § saffit que s =k ;

v Pour que dans un (&, r, s)-plan le parallélisme soit une relotion & équi-
valence il font e? if suffit que s = r—1 (naturellement deux droites sont dites
paratitles si siles sont confondues ou si leur intersectica est vide),

Ainst un plan affine (resp. projectif) d’ordre & est un (k, k41, K)-plan
(resp. (k-+1, k+1, k+1)-plan), et réeiproquentent pour k2,

Mais il existe d'sutres (&, 7, 5) plans {voir par exempls [11].

Le probiéme de feur existence reste cependant lacgement ouvert.

Signalous & c¢ propos les résultaty '

ww Pour q'il existe un {k, v, s)-plen U est népessaire que

k(e Xr-nf) et N =1 r—1) 45} k(oD )pr1)
s{kA-r—a—13}’ sk +r—s—1) ! 5 '
r—Dr—sXE— X138 1 1)
stk pes-1) ’ 2
{une de ces gonditions s'obtieat en remarquant qu'wn &, r, £)-plan a

k -+ ._.\M-:_gm__—--m points),

soient entiers.,

L'étude de l'existence des (k, r, r—1)-planss{englobant celle des plans
affines finis} a &té abordée depuis fongtemps (s0us uns autre optique i est vrai,
et [9] fait le point gur la question)., Remarquons qu'ss (&, r, r~-1)-pign a k?
points et définissons ;

R(k) = valeur maximum de r tel qu'il existe un (&, r, »~1)-plan.

On a slors les réguitats

— Powr touwr k {»2), k+12R{k)»1;
— Si k est primaire Rik) = k13
— Rikykgi pinf (R(k,), Riky));

— Ri®) =3 (=R@) {I7;

w— REY»4 pour k37 [2;

— Eﬂl R(k) = oo [8];

e RGO R 1=K entratne R(K) = k-1 [
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5. Conclusion.

Use des caractéristiques de cette étude est 1a mise en évidence d’un grand
nombre de probilyses encore ouverts, Rappelons parmi enx (par oardre de
généralité croissante) :

— Pour quelles valeurs de & existe-t-if un plan d'ordre &7

— Combien v a-tl alors de plans d'ordre k7

— Quelie est Ia valsur de R(k) pour fout entier k7 {elie n'sst connue
que poar k primaire o k = §).

— Pour quelles valeurs de (&, r, &) existe-t-il wn (k, r, s-plan?

Répondons enfn & une craints qui vient natorellement A Pesprit devant
le sombre des situstions gue nous avons rencontnies en dimension 2 : « Laa
étndes similaires en dimension supérieure 4 2 doivent &re dnpe complexité
énorsae ». Or il n'en st yien, car on monire {voir par exemple {77} qu’a partir
de Iz dimension 3 a tout est argufsien » et les espaces géométriques affines
{resp. projectifs) définis par des propriétés combinatoires « naturelles » pen-
vent étre identifids & des espaces vectoricls de dimension finie (resp. aux espaces
projectifs qui leur sont canoniguement associés).
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NDLR — Eélaboration des mouveaux programmes de mathimotigies,
en parficulier ceux envisagds pour les seconds cycles secondaires ont donnd,
domnent, dormeront, liey - el C'est bien ainsi — & de mombreux échanges
didées, II sembie cemt que le v poiml le plus sensible > soit celut comeer-
nani Penseignement de ln géoméirie, Aussi convieni-il de remercier J. Lelong-
Ferrand {Faculté des Sciences de Parisy et J. Frenkel ({.R.E.M, de Stuzbourg)
davoir acceptd, & Pintention de tous les colldgues intéressés, la publication des
“motes " trés ¥ vivemies " quily échangérent @ ce propos. :
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