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dans nos claces

Initiation aux espaces vectoriels®

par Maorice GravManm
IREM. de Lyon

1. Intzroduction.

L’enseignement de 1a géométrie au niveau de 'initiation {12 4 14 ans) pose un
probléme ardu., Nous connaissona tous les difficultds et les pidges qui se présentent
dés que I'on aborde la géométrie traditionnelle, axée uniguement sur des concepts
métrigques, Pendani trés longlemps, les professeurs ont pensé que o'étaient les seuls
soncepls gue fes feunes enfante étalent capables de comprendre ot d’utiliser. Fn falt,
cetie tendance a é1€ érigée en dopgme, et au sein de ce dogme « les cas dégalité des
friangies » s& dressaient tels un des sept piliers de la sagesse,

Une bonne initiation 4 la gloméirie consiste & partir de la notion d’2space vee-
foriel sur te corps des réels; les applications lindaires ot le produit scalaire seront alors
des outils efficaces pomr construire les concepts fondamentaux de 13 géoméirie.
Ainsi, non senlement nous présenterons aux $léves de golides bases, mazis en outre
nous metirons en évidence des idées qui pourront servir dans bien d'autres branches
de la mathématique. Car en effst, on qui importe ce n’est pas d’apprendre aux enfants
2 résoudre tel ou e} type de probléme, mais 42 leur permeitre d'utiliser des concepts
suffisammernt péndraux et de leur préparer Pavenir.

Ti st dair quiil n'est pas possible de présanter de prime abord, 1a noticn Qespace
vectoriel sur le corps des réels, & des enfants de 12 ans. Cependant, des recherches
récentes ont monird qu'il est tout & fait peosable d’initier entre 12 et 14 ans, fes enfants
AUX SORCEPLS suivanis :

1. Groupes finis el groupes opérant sur un &isemble.
Giroupes infinis (par exemple (Z, +)).

(*) Cette élude & fait I*objet d'un exposé au cours des joumnfes détude de 'A.P.M.E.R,
 Besangon, on juim 1969,
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2, Congruences modulo
Fxemples d'anneaus ¢of de corps fmis.
Anpeayz of corps infinis {par exemple (&, 4, x) et (@, +, ¥
3. Exemplee de modules {sur un annesa Boi),
Exemples d'egpaces vectoriels (sur un carps fini).
4. Introductinn A Is notion d’application linéaire.
Je e propose de donper ici quelques exemples d’espaces vectoriels sur un corps
fini.

2. Etude d’une sitoation.

G désigne Pemsemble {0,1,2,3,4}. Munissons I'ensemble G de Paddition
maoduto 5; (G, +) est en groupe commutatif,

Formons alors le produit cartésien G*® == G x G, c’est 'ensemble des couples
{x, ¥) aveg xeG et pei,

Représentons gbométriquement G2

4
3
2

Nous pouvons considérer G? comme un ensemble de points,
G eat un plan affine qui contient 25 points. .

Un point M de o8 plan sera noté (g) avec g3 ot e,

On écrira
M=(g).

Mous pouvons alors définir dex applications de G dans G¥
g:GY > G
de 1a manidre sitivante
w et v tant doux Sléments de G, au point M = {3}, Tappiication ¢ fait cor-
respondre e pointNﬂ:(z:), avec
Ia':a -+ w (tmod 5)
b =5+ v {mod 5}

RN ¥ * ~—,
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soit ¢: MmN
e o -+ u
e: (e (@10,
Nous noterens
@ = (i, ¥,
H est fazile de démontrer gue 1"zpplication ¢ est uoe bijection de G4 en effet :
1} Supposons
oP} = Q)
&VEC _ v
X
) P'”(y) Q"“(P’}
il vient
x4u=x 4+ a
y+r=y +v

{G, +) ¢ant un groupe, les élémeats u et v sont réguliers, donc
Ex- ¥ soit Pw=Q
y=y
jm‘ .l

antrzine

#P) = oD

P=Q
o cst une injection.

2)QuelquesoitlepuhtP=(¥),ileximunpoth=(§)t.elque
oQ) =P

{x & uw=X
by +r=Y.

Chazune de cos deux équations posside une selution unique dans % groupe
(G, +); 1 ¢n résulte que tout point P est Pimage par ¢ d'as point Q.

¢ &5t une spfection.

Ainsi, Papplication @ eést une bijection de G*; par anslogie avec la géométric
traditionnelle nous ditons que ¢ est une fransdation du plan affine G*

Peésignons par & Pensemble des transiations du plan affine G, Cet ecnmmble B

posséde 15 Eéments.
I est naturel de définir uns loi de composition sor Fensemble S, Considérons

deux translations
Ty = {1y, v3) et Ty = (i, vg)

P=(g) eat wm point quelconque du plan affing;

T, transforme P en Q,
puis ‘T fransforme Q ea 8,
Existe<t-{f une transhation T, gui tramforme P as 87

S'il existe une iele translation T, == {u,, ¥,3, nous devons avolr, quels gue solend

aet h:
{a+ ug + g =a -} gy
(b—l_vlj +va'b+?3.

cn effet,
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L R N 4]
1.!., n .
T’ .
5 Fio 2. (g: j‘: 33 j: 3’

L'addition dans i étant assogistive, ¢t comme g et b sont réguliers, il vieat :
by =4y + Uy
s=v +
Ceci pertaet de définir eoe addition dans Pensemble %5 ;
BT XB+B
(T, T Ty =T + Ty

En partant des propriétés du groupe (G, +} il est facile de démontier que (5, +)
eat auasi un groupe commetatif,

1. La loi + est associative : quels que soient Ty, Ty, T, &léments de G
Ty + (O + T =(; + TJ + Ty

2. La translation @ = {6, 0) est newgre ©
Guel que soit T dément de B

G+ T=T+0="T

3, Tout élément T de T posséde mn syméirigue T
si T == (u, ¥} ot 81 & et ¥ soni Jes symérigoes de u of ¥ dans (G, )

T+T =T +T=09.
4. La l0i 4 et commutative .
Quels que soient kes dlénrents T, ot Ty de T

Tl +‘ T’ng + Tl'

Le groupe (5, ) opdre transitivement et fidelemens sur le plan aifine G2,
En affet, quels qus soknt les points A ¢t B de G, il axiste une tranalation unique

T de G talle qus
T:Ar B.

En posant Am(’:)etsm(;:},ilnisteunmmie:miqw {u, v} 1l que

xtug=x
¥ +r¥=y.

Ceci vésulte une fois encore des propriéiés du groupe {63, )

I V. J—
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Avant d'aller plus loin, il est trés important d'inciter les enfants & utiliser et 2
déconvrir des propriéifs du groupe (G, +). Dans ce but, nous pouvons adapter &
cette situation « le golf marhématique » de P. C. Rosembloom.

On s¢ donne une translation T,, par exemple T, = (2, 3).

En partant du point A = G) et en utilisant plusieurs fois de suite la transla-

fion T, est-il possible d'atteindre le point F — @)1

TR RN RN

En partant du point A, la translation T, ne permet de passer que par les cing
points A, B, C, D et E, puiz I'on revient en A,
Il est impossible d’aller de A en F en utilisant uniquement la translation T,.

B
4 »
3 —1E
2 LE
F
1
A qn )
0 1 2 3 4
FiG. 2.

On peut demamder aux enfants pourquoi on ne passe que par cing points,
En sera-t-il toujours de méme, en prenant un autre point de départ?
Fn sera-t-il toujours de méme, en prenant une aulre translation?

Partons du point M = [g) et utilisons la translation T = (&, ¥),

Nous avons successivemnent
T - a) . [a + u]

b b+v¥
T 3T ~ETITH (13 pom [1TiCk
(G35 (513)
(31619
TGN~ (638)
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Or le groupe (G, +) st cycligue & ordre §; qued guo soit ¥ Sément de G (=0,

3“ i 00-
1t en résuite que ;
[ 4 f:4
T (b + 4v}"" (b,'
Ainsi, en partant d'un point quelconque M et en utilisant une translation quel-
conqgue (différente de D), on revient au point A en passant par cing polots différents,
En partant toujonrs du point A = G) &t en wtilisant cotte foia la fransistion

T =£4, 13, pouvons nous ateindre i peoint F?
Dans ce cas nous avens @

H-0=60=0=0"0
MNous repassons par les m&mes points que dang ls cas précédent, maig pas dans

Je méme ordee. Le point F ne peut pay 8tre affeint.
Pourquei repassons-nows par les mémes polats?

B..L
4
3 ] t;\iE
, F
1'\‘*‘
e
o 1 2 3 4

Coemposons la translation T, avec elle-méme :

T1+T1 =12, 3)'1"(2, 3) == (4v 1)‘
1 s'easoit que
T = Tl+T1r

Les transiations Ty o T sont « Sindairenumt dépendanies »,
Ciei noas permst d’berite :
T =21,
d'od I'idée de définir une Jof de composition exierne
GxB-+T

{o, Tt =T,

— 150




Bulletin de 'APMEP n°273 - Mars/Avril 1970

Avant d'sller dags oetto direction, Teprenons lo point A = (1) et Ia transia-

tion T, = (2, 9), peut-on alteindre I point F = (i}?
OG0 6=0
Nous passons par d'autres points gue dans les cas prégédents, mais nous n*attei-
gnons towows pas le point Fi :

Rous pouvons maistesant utiliser les dewx transfations T, ¢t Ty est-il poasible
en: partant du point A d'atteindre le point F?

4
, N
N ~
2 N4 :
-
N
e 1 2 3 4

Cette fois nous obtenons le schéma suivant g tieat compia de ia cormmutativitd
dn groape (G, ).

(W) = @ =6 =6 =6 = (

et
et

=t
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Nous constatons ici
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En partant du point A, nous pouvons steindre le point ¥,
11 existe d"antees soluticns, par exemple ;

() = = () = ()
2 @)= ) == () =

Nous pouvons faire doux autres observations <

1* Tous les points du plan affine G2, se trouvent sur Ie schéma, H s'ensuit qu'en
partant d'un poiné quelcongue do G* nous pouvons atteindre un autre point guel-
conque de G? & Vaide de combinairons des transations Ty et Ty,

Comme ke groupe {6, 4-) opire fiddlement et transitivement sur le plan affine G,
it s’emauit que toot Sément do S est une combinaison de T, ot Ty

2 La premidre of Ta dernides ligne d» e schéma sont identiques; de méme, la
premiére et ia derniére coloone sont identiques. Nous obtiendrons une yeprésentas
tien itérensante de cotte situation en dassinant oo schéma sur un fore.

Nous pouvons maintenant revenir sur fa loi de compaosition extzrne

GXBE—+B

(1, T} 2. T

posant T =i, ¥}, «.T = {&, v*}. AYeS
&' = wulmod 8}
¥ = e{mod 5

Clest ici gue va intervenir s seconde loi définie sur G, par conséquent le corps
{G; +ﬁ X).

L'ensembie ¥ muni do Maddition (+) ot de Ia ot de composition externe (.)
est un expace vecioriel sur 1o corps G.
B est facile de vérifier les axicimes :

17 Qual qus soit I'4ément = de G of, quels gue sofent los déments Ty ot Ty de B
K.T(l -+ Ts) b ﬂaTj ot “.Tg..

20 Quels que soieat les fléments « ¢f 8 de G of qoel goe soit 'élément T de G
fx + )T =T + p.X

3o Quels que solent les Sbments « et B de G et quel que soit 'élément T d= G

a.(8,1) = (=8).T
4 Quel que soit Pélément T de B
1.F = T,

Les éléments de B wmt fes vecrewrs de espace vectoriel,

En presant une ogigine dans le plan affine G',lop(:inw-——(é) per exémiple,
nous obtenons 'espace pointd (G, 0) qui est un espace vectoriel isomorphe A I'sspace
vectoriel (B, +, .).
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Ls golf maibématique nous & permis de préparer des notions importantes :

@) Systime gindrateur de vectewrs

Tout vecteur T de 6 est une combinaisen des vectears T, =4{2, Net T, = {2, 4);
aimi par exempls pour T == (0, 2}, nous avons :

T= G»T; + ﬁ.Tﬁ

1
. 0,3 0.2, H+8.2.8

£

g 8= 2 4 28

2 =% + 48

on en déduit

£ & = ‘ﬁ

l 2028 + 4
aoit

p=2 [ @ w3

don

T=3T; +2.T;

Si pour un systéme {T,, Ty}, tout vecteur T de T est une combinaison de ocs
wcteurs, 1o sysidme est dit génératenr.
5) Systirwe Nibre
Reprenons les denx vecteurs :
Ty=023% a T =1
LOUS avons vu gue
T = 2.T,
Ol “RooTe
T' +3.T1=0,
!lwﬁmdnuxélémtsmetﬁdeﬁ',nnntnusdemng]s.telsqm:
«T 4+ BT, =0 (avecae=1, =79
Le systéme de vectours {T', T;} est K,
Par contre, pour les deux vectsors
Ty =(2,3) & T=(2,4

Q,TJ "{" ﬁ.T‘ 56

Tégalité
condait au systéme :
x4 B =0
3o 4 48 =0
a=8 =0
Le systime de vecteurs {1, T,} est tel que
G.T1+ﬁxT;=ﬁ entraine w=§=&

Co systéme est fibee,

domt s sodution est
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¢} Bave_st dimension
Nous veaons de voir que 1o systéme de vecteurs [Ty, T} est d'une pant géné.
ratenr 5 Qautre part libre.
Un tel systdme est tme base de P'éspace vectoriel,
Nous pouvons zlors demander sux enfints d'sssaver de trouver d’autrex hases;
ils découvriront en particulier la base canonigue {1, 3} avec I = (1,0 et J = {0, 1);
Ies enfants vont ainsi conslater gue foute base de P'espace vectoriel (B, -+, .} posséde
deux &émenis; ceci condnira 3 12 notion de dimerssion, L'espace vectoriel (8, +, .}
est de dimension 2.
En étudiant mainienant fes vectours engendrés par un veeteur nous conduirons
Ies enfants av concept de fous-espace vectoriel de dimension | ot par consbquent
@ la notion de droife vevtorielle.
Ainsi, le vecteur Ty == (2, 3) engendre le sous-scpacs qui contient les vecteurs :
0.T, = (0, 0)
LTy =2, 3
2.T, =4, 1)
3T =4
© 4TI =032

de méme, lo vecteur T, = (2, 4) engendre fe sous-espace qui contient les vecteurs :
0.7, =€0,0}
1.7, =2, 4
2T, =2
AT, =01,
4'T3 = (3s l)o

Les enfants vérifieront qu’il existe 6 sous-espaces vectoriels de dimension 1.
Fous ces sous-spaces oomtienoent le vecteur @ = (0, U3 ¢'est ke send vectour cornmun
& deux sous-espaces différents,

3. Cenclusion.

St news voulons allex dans cetta direction, notre rdle ¢st de découyric d'antres
exemples despaces vectoriels accesibles A de jeunes enfants, Lorsqu'ils auront ren-
contré différents exemples, i sera alors possible de prisenter s concept d'espace
vegtoriel par ses axiomes, dés lors nous poarrons construire sans difficulié une théorie
solide de ta géombirie.

M G
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