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Initiation aux espaces vectorids· 
par Maurice GLAYMANN 

l.R.E.M. de Lyon 

1. Introductiou. 

L'enseignement de la géométrie au niveau de l'initiation (12 à 14 an,) pose un 
problème ardu. Nous connaissons tous les 'difficultés et les pièges qui se présentent 
dès que l'on aborde la géométrie traditionnelle, axée uniquement sur des concepts 
métriques. Pendant très longtemps, les professeurs ont pensé que c'étaient le, ,euls 
concepts que les jeunes enfants étaient capables de comprendre et d'utiliser, En fait. 
cette tendance a été érigée en dogme, et au sein de ce dogme « les cas d'égalité des 
triangles" se dressaient tels un des sept piliers de la sagesse. 

Une bonne initiation à la géométrie consiste à partir de la notion d'espace vec­
toriel sur le corps des réels; les applications linéaires et le produit scalaire seront alors 
des outils efficaces pour construire les concepts fondamentaux de la géométrie. 
Ainsi. non seulement nous présenterons aux élèves de solides bases~ mais en outre 
nous mettrons en évidence des idée.~ qui pourront servir dans bien d'autres branches 
de la mathématique, Qlr en effet, ce qui importe ce n'est pas d'apprendre aux enfants 
à résoudre tel ou tel type de problème, mals de leur permettre d'utiliser des concepts 
suffisamment généraux et de leur préparer Pavenir, 

TI est clair qu'il n'est pas possible de présenter de prime abord, la notion d'espace 
vectoriel sur le corps de; réels, à de; enfants de 12 ans. Cependant, de; recherches 
récentes ont montrè qu'il est tout à fait pensable d'initier entre 12 et 14 ans, les enfants 
aux concepts suivants : 

1. 	Groupes finis et groupes opérant sur un ensemble. 

Groupes infinis (par exemple (2:, +». 


(.) Cette &iude a rait l'objet d~un ~p08é l'lU cours des journées d·&iude de l'A.P.M.E.P., 
à Besançon, on jui1'l 1969. 
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2. 	Congruences modulo n. 
Exemples d'anneaux et de COIpS finis. 
Anneaux et corps in1inis (parexemple(Z, +, x) et (f!, +, x». 

3. 	Exemples de modules (sur un anneau fini). 

Exemples d'espaces veetoriels (sur un corps fini). 


4. Introductinn à la notion d'application linéaire. 
Je me propose de donner ici quelques exemples d'espaces veetorieLs sur un corps 

fini. 

:2. Etude d'une situation, 

o désigne l'ensemble {O, 1,2,3, 4}. Munissons l'ensemble 0 de l'addition 
modulo 5; (0, +l est en groupe commutatif. 

Formons alors le produit cartésien 0' 0 x 0, c'est l'ensemble dés couples 
(x, y) avec xeG et y.O. 


Représentons géométriquement 0'. 


4 

3 

2 

1 

o 1 2 3 4 
FIa. 1. 

Nous pouvons considérer 0' comme un ensemble de points. 
0' est un plan af]ùre qui contient 25 points. . 

Un point M de ce plan sera noté (1:) avee aeG et beO. 


On écrira 


M ~ 
(1:). 
Nous pouvons alors définir dés appIiC!JIwNJ de 0' dans 0' 

'1':0"-..0' 
de la maniére suivante : 

Il et v étant deux éléments de 0, au point M (1:), l'application,!, fait cor­

respondre le point N (bl avec : 

a' ~ a + Il (mod 5) 
1 b'~b+.(mod5) 
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soit <p:MI-+N 

<p : (~) 1-+ (i: t ~). 
Nous noterollll 

'l' = (u, v). 

Il esl facile de démontter que l'application <p esl une bijection de G'; en effet : 

l) Supposons 
<p{P) = <P(Q) 

avec 

P = (;) 

il vient 
Ix+u=x'+u 
Iy+v=y+v 

(G, +) élanl un groupe, les éléments.u et v sont réguliers, donc 
X=x' soit P=Q 

! y ==y' 
Ainsi, 

<p{P) ~ <P(Q) 
entraîne 

P=Q 
<p est une injectÙl". 

2) Quel que soit le point P = (~), il existe un point Q = (;) tel que 

<P(Q) = P 
en effet, 

Ix+u=X 
! y + v = Y. 

Chacune de ces deux équatiOllll possède une solution unique dans le groupe 
(G, +): il en résulte que tout point P esll'image par <p d'un point Q. 

<p est une 'lI1'jectÙln. 
Ainsi, l'application <p est une bijection de G"; par analogie avec la g60métrie 

traditionnelle nous diron.s que <p est une trtlllfllmiQII du plan afIlne G'. 
Désignons par l'! l'ensemble des translations du plan affine 0'. Cel ensemble l'! 

posséde 2S éléments. 
Il est naturel de définir une loi de composition sur l'ensemble l'!. Con.sidérons 

deux translation.s : 
T, = (u" v,) et T. - ("., v,) 

P = (~) est un point quelconque du plan affine; 

Tt traosfonne P en Q, 
puis T. transforme Q en S. 
ExiAte-t·il une translation T. qui traosforme P en S1 

s'n existe une telle transIation T 3 = (u., .,), nous devons avoir, quels que soient 
a et b : 

(a + U,) +". a + as 
1(b+v,)+v,-b+v•. 
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FIG .2. 

L'addition dans 0 6tant associative, et comme a et b sont réguliers, il vient : 

"1~I'+u,1 v.=v1 +l's 

Ceci permet de d6ftnir une addition daos l'ensemble'G : 

'Gx'G .... 'G 

(f" Ta> ..... T. ~ T, + T. 

En partant des propri6t6s du groupe (0, +) il est facile de d6m0ntrer que ('G, +) 
est a....; un sroupe commutatif. 

1. La loi + est associative: quels que soient Tl> TI. T. 616ments de 'G 


T, + (fI + Ta> ~(f, + T,,) + T._ 


1.. La tramlation 0 ~ (O. 0) est nell/re : 

Quel que soit T él6ment de 'G 


o + T ~ T + () ~ T. 


3.. Tout él6ment T de 'G poss6de un symétrique T' : 
si T (u, v) et si Il' et v' sont les sym6triques de Il et v dans (0, +) 

T + T' ~T' +T ~(). 

4•. La loi + est .ommll/atlve : 

Quels que soient les éléments T, et T. de T 


T, + T. ~ T. + T" 

Le sroupe ('G, +) opère transltw<TfU!1It et jù/}/emmt sur le pian affine O', 
En effet, quels que soiertlles points A et B de 0", il existe une tramlation unique 

T de 'G telle que : 
T: A ..... B. 

En posant A (;) et B ~ (;~, il existe un couple unique (II, .) tel que : 

"+11=,,'
1y +. ~y', 

Ceci résulte une fois encore des propri6t6s du sroupe (0, H. 
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Avant d'aller plus loin, il est très important d'inciter le. enfants à utiliser et à 
découvrir des propriétés du groupe ("G, +). Dans ce but, nous pouvons adapter à 
cette situation « le golf mathématique » de P. C. Rosembloom. 

On se donne une translation TI. par exemple Tl = (2, 3). 

En partant du point A ~ G) et en utilisant plusieurs fois de suite la lransla­

iion T, est-il possible d'atteindre le point F ~ (~) 1 

Ainsi: 

En partant du point A, la translation Tl ne permet de passer que par les cinq 
points A, Bt C, D et E, puis l'on revient en A. 

fi est impossible d'aller de A en F en utilisant uniquement la translation Tl' 

4 

3 

2 

1 

o 1 2 3 4 
FIG. 2. 

On peut demander aux enfants pourquoi on ne passe que par cinq points. 

En sera-t-il toujours de même, en prenant un autre point de départ? 

En sera-t-il toujours de même, en prenant une autre translation 1 


Partons du point M = (:) et utilisons la translation T = (u, }l'). 

Nous avons successivement: 

T : (:) .... (: t ~) 
U+U~2u_(a+2U) en posant T : (: t~) .... (: t ~ t :) - I li'b + 2v + li' =2v 

T : (: t ~~) .... ( : t ~~) 
T : (: t ~~) .... (: t ~) 
T : (: t :~) .... (: t ~~) 
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Or le lITOupe (0, +) esl cyc/lque d'ordreS; quel que soit 1/ élémeml de 0 1(1/#0), 
Su = O.· 

n en ....u1te que : 

+ 4U) (4)'T: (
4b +4v ..... b 

Ainsi, en partant d'un point quelconque M et en utilisant une translation quel­
conque (différente de{), on revient au point A en passant par cinq points différents. 

En partant toujours du point A ~ G) et en utilisant cette foi. la translation 

T' ~ (4, 1), pouvons nous atteindre le point FT 
Dans ce cas nous avons : 

(~) ~ (~) ~ (j) ~ (!) ~ (~) ~ (!) 
Nous repassons par les mêmes points que dans le cas précédent, mais pas dan. 

le même ordre. I.e point F ne peut pas être atteint. 
Pourquoi !"Passons-nous par les memes points? 

B 
4 

E3 

2 

1 

o 

~ 

/ F 

"- A 

~ .J 
1 2 3 4 

FIo.3. 

Composons la translation T 1 avec elle-même : 


T1+T1 ~ (2, 3)+(2, 3) (4, t). 

n s'ensuit que 

Les translations Tl et T' sont" linéairement dépendanJe.r ». 

Ceci nous permet d'écrire : 


T' ~ 2T1 


d'où l'idée de définir une loi de composition externe 
Ox"G .... "G 
(0, 1) ..... «.T. 
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Avant d'aller dans cette direction, reprenons le point A (l) et la ttaJlsla,. 

tion T. = (2,4), peut-on atteindre le point F = (~)? 

(!) ~ (~) ~ (~) ~ (;) ~ (~) ~ (:). 
Nous passons par d'autres points que dans les cas précédents, mais nous n'attei~ 

gnons to'liow:s pas le point F! 
Nous pouvoos maintenant utiliser les deux trauslatioos Tl et T.; est-il poosible 

en partant du point A d'atteindre le point F? 

4 

3 

2 

1 

o 
1 2 3 4 

Fro.4. 

Nous constatons ici que : 

m-!'!. (!) ~m..!!. (i) 
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En (>IU'IanI du point A, nous pouvons atteindre le point F. 

n existe d'autres solutions, par exemple: 


(l) -!!. (~) -!!. (~) ..!; (i) 
m-!!. (~) -!!. (~) -!!. (i) etc. 

Nous pouvons faite deux autres observations : 

1. Tous les points du plan affine 0 1, se trouvent sur le scbéma. n s'ensuit qu'en 
partant d'un point quelconque de 0' nous pouvons atteindre un autre point quel­
conque de 0 1 à l'aide de CQmbi1U1isons des translations T, et T,. 

Comme le groupe (G, +) opère fidèlement et lIanliitivement sur le plan affine GI, 
ils'ensuit que tout élément de1'l est une combinaison de Tl et TI' 

20 La première el la dernière ligne de ce schéma sonl identiques; de même, la 
première et la dernière colonne sont identiques. Nous obtiendrons une "'Présenta­
tion intèressante de cette situation en dessinanl ce schéma sur un tDre. 

Nous pouvons maintenant ~ir sur la loi de composition externe : 
o x1'l -+ 1'l 


(... T) ..... a.T 


en posant T (u, v), «.T = (Il, v') a_ 
u' = au(mod S) 

v' = «v(mod S). 

C'est ici que va inter;enir la seconde loi définie sur 0, par conséquent le corps 

(0, +. x). 

L'ensemble 1'l muni de l'addition (+) et de la loi de composition externe (.) 
est un espace vectoriel sur le corps O. 

n ...t facile de vérifier les axiomes : 

t o Quel que soli l'é1émenl " de 0 el, quels que soient les éléments T, et T. de 1'l 

a.T(1 + Ta> = «.T, + «.T.. 

20 Quels que soient les éléments a et ~ de G et quel que soit l'élément T de G 
(a + ~).T =a.T + ~.T 

30 Quels que soient les éléments a et ~ de 0 et quel que soil l'élément T de 1'l 
a.(~.T) = (a~).T 

4<> Quel que soit l'élément T de 1'l 

l.T =T. 

Les éléments de 1'l sont les vectell1's de l'espaœ _toriel. 

En prenanl une origine dans le pl .... affine 0', le poinl 0 = (~) par exemple, 

nous obtenons l'espace pointé (0", 0) qui est un espaœ vectoriel isomorphe à l'espace 
vectoriel (G, +, .). 
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Le golf mathématique nous a permis de préparer des notions importantes : 

a) Sys/èmegénéraJeur de vee/eurs 

Tout _rT de 'l'l est une combinaison des vecteurs T1 ~ (2, 3) et T. ~ (2, 4); 
ainsi par exemple pour T - (0, 2), nous avons : 

T ~ ".TI + ~.T.
soit 

(0, 2) ~ ".(2, 3)+M2, 4)
et 

10~2Œ + 2~ 
!2~3œ+4~ 

on en déduit 
, ,,~4~
!2~2~+~ 

soit 
~~2 el ,,=3 

d'où 
T ~ 3.TI + 2.T, 

Si pour un système {Tl' T.}. tout v..:teur T de 'l'l esl une combinaison de ces 
vecteurs, le système est dit généraJeur. 

b) Système libre 

Reprenons les deux vecteurs : 


Tl = (2, 3) et T' = (4, 1) 


nous avons vu que 
T' =2.T, 

ou encore 
T' + 3.T, =0. 


Il ex.i5te deux éléments" et ~ de G. non tous deux n'!ls, tels que : 


Œ.T' + ~.TI =0 (avec" = 1, ~ = 3). 


Le système de vecteurs {T'. T,} est lié. 

Par contre, pour les deux vecteurs : 


T, ~ (2, 3) et T. ~ (2,4) 
l'6galité 

"'.T, + ~.T.=O 
conduit au système : 

2" + 21' =0 
3",+4~=0 

dont la solution est 
,,~~~O 

Le système de vecteurs {T,. T.} est tel que 


œ.T, + ~.T. ~ 0 entraîne Œ ~ l' = O. 


Ce système est libre. 
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c) lIose:et dimension 

Nous venons de voir que le système de vecteurs {T" T,} est d'une patlgéné­
ra/eU/' et d'autre partl/bre. 

Un tel système est une base de l'èlSpace VIlCtorid. 
Nous pouvons alors demander aux enfants d'_~ de trouver d'autres bases; 

il. découvriront en particulier la base catWnique (I,I} avec 1 ~ (1,0) et 1 = (0, 1); 
les enfants vont ainsi constater que toule base de l'espace vectoriel (G, +, .) possède 
Ikux éléments; ceci conduira à la notion de dimension. L'espaœ vectoriel (G, +, .) 
est de dimension 2. 

En étudiant maintenant les vecteurs enpndrés par un vecteur nous conduirons 
les enfants au concept de sous--espace vectoriel de dimension 1 et par conséquent 
à la notion de droite vectorielle. 

Ain.i, le vecteur T, = (2, 3) engendre le sous-espace qui contient les vecteurs : 

O.T, (0,0) 
I.T, = (2, 3) 
2.T, =(4,1) 
J.T, = (l, 4) 
4.TI = (3,2) 

de même, le vecteur T. (2,4) engendre le sous--espace qui contient les vecteurs : 

O. T. ,. (0,0) 
I.T. (2,4) 
2.T. = (4, 3) 
J.T, = (l, 2) 
4.T. = (3,1). 

Les enfants vérilieront qu'il exisœ 6 sous-espaces vectoriel. de dimension 1. 
Tous ces sous-espaces contiennent le vecteur 0 = (0,0); c'est le seul vecteur commun 
à deux sous-espaces différents. 

3. Conclusion. 

Si nous voulon. aller dans cette direction, notre rôle est de découvrir d'autres 
exemples d'espaces vectoriels accessibles à de jeunes enfants. Lorsqu'ils auront ren· 
contre dilférents exemples, il sen. alors possible de présenter le concept d'espaœ 
vectoriel par ses axiomes, ~ lors nous pourrons construire sans difficulté une tbéorie 
solide de la géométrie. 

M.G. 
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