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Sur les permutations strictes et les coincidences

Cextaings questions de probabilité conduisent & cnvisager des permutations
strictes, Nous allons dédnir cette notion of en &tndier guelques propriétés, Puis,
comme spplication, nous risoudrons fémentairemens 1o probléme des colncidences,
probldme classigoe nportant gue Pob n'aborde habiteellement qu'au nivesn do Ia
propédeutique {*)

¢ Dfeparion, — Btant donné un easemble fini rangs P, on appelle permutation
siricte de P toute permuiation (%) de ses Séments, felle que tous chaugent de rang.

o ProvrIErEs U HOMBRY &, DI PERMITEATIONS STRICTES D¥ n Apbuanys.

1} Les nombres 3, vérifient la relation de récurrence
£) sty = (m—1Yay +lipy);

Ees 10 premidres valeurs sont dooe
0,1, 2,9 44, 265, 1854, 14 833, 133 494, I 334 961,
Soit
dyy Oy, gy 2.0y 3y

1a permutation initiale P. Par raison de syneétrio il y a sutant de permutations steictes
de F comamengant par 2, que par ay, d, - - ., 4,. [ seffit donc de montrer que le nonibre
de permutations strictes Py, de premier terme 4, est égal & u, g+, 1

Distinguons dans les Py les permutations P{ et P, ot le rang de g est respective-
ment égal & 2 on supétisns & 2. Dans une petmuatation PZ les termes oy, a,, gy, - . .. 4,
occnpent done les rangs 3, 4, 5, ..., », dans un ordrs tel que pour chacun son rang
differe do son indice. Le nombre des Pf est done 4, 5 Si dans une permutation Pg
on remplagait gy par gy, les rangs 2, 3, 4, . . ., # seraient occupés par ay, @, q, .- .y 2y,
dans un ordee tel que pour charun de ces termes sop rang différe de son indice. Le
nomire des P est dome a, 4 et le nombre des P, est bien #, .14, ;.

%) Les nombrey u,, vérifient ko reiation de récarrence
@ Uy = nat,_H(—1),

Notons s mssemblatos aves
¥y = R¥p_3

que vérifie le nomlre v, des permueiations classiques de n éléments.
Ralsonnons par tdeurrence. La relation (2} est bien satisfaite pour # = 3. 8i
elie V'egt pour A, on en tire -

Aty = v H—1
En portant cette valeur dans
Byyy = 0yt ity ),

{1} Hous pensons gee ostte nots est directement utilisablo au lycho, ausei hion duns iz classee
gue dons les terilosias I35 ou B =t méme pasticlfernent e
) NBLR Nmmuégmmﬂmhmtmmm&w&«mbhwk
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on obtiet
Bppy ™ Dy +“' +(""’“] )N-Hl = (" + 1)"» "+"(‘""‘ 1 w“

et (2) est done werifite pour a1,
3y L'expression explicite de u, est

. 1 1 1)
) ty = "![21 3!+3—!+...+(”! ]

En d&ignant par A% le pombre des drrangements & p €lments pris dans un
ensemble de n Eléments, on peut encore dorire cette formule sous ia forme

@ iy = ATEAVRLATAL (AL

Ecrivons la relation (2) pour s indices inféricurs ou éganx & » :
By = Mgyt (1) ,
Gigey = {A—itggH{—IPt | 3w
Hyg =Bty gt {—1Y-2 | nlp1)

I I R T I PR R

iy e 2“s+(--1)“ H(MU(M}
Hy = e ppuna Y., 3 2

Apitds roultiplication des deux membres de chagque égalité par le factear indigué
4 sa dreite, on obtient par addition {4), puis ¢3) par la mise en facizar de Al

On pent aussi démontrer (4} directenuont, mazis de manidre modns Sémensaire,
comune suit

Diésignons par Ny j(j34) I nombre de permutations ¢y compris P) od figurent
aux rangs i et f les mémes Séments gue dans P. Comme les aufres Séments oooupent
ks {n—73) rangs restants,

N‘J = {2},

La somme N, de tous los M, ; st done
= (—DICE = A™2
Remarquons que N, est plus grand que ls nombee de parooutations prisentant
deux coincidences au moins, car celles qui en prisentent plas do deux v sont comptées
plusieurs fois. On définit de méme N, — AL 5i M ¢st le nombre de toules is
permuiations de r &léments, un tbénetéme clasanuesmlu eardinanx d'ensembies (1)

dopne glors T
N o N+ My—Ny+ Mg+, (1IN,

En y portant N, = s, Ny = a,, N, = 1 28 N, = A%, on obtient (4).

4} Les nombres w, vérifieat la eelation
) (1+u)? = nl

la puissance symboliqus (7) signifant qae dans le développement do (4%, i
faut remplicer u* par &

(1) Yoir wmﬁ dans Is Revae de Mathématigoes Spheisles (Fevrier 1963) « Sur un théo-
e relatif sux & # par E. EERHART.
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Diésignons cette fois par N, I nombre de permutations qui présentent justs ¢
ecolocidences avec P, de sorte gue

{6) Ng'}'N\j_‘*“Nﬁ"}“ e +Nn—1 w= il

N, ne figure pas dany cette somme, car si -1 &éments d’'une permutation y
occupent I¢ méme mog que dans P, il on est évidemmen? de méme pour Pélément
restant, Or n

Nt _ H,...(Ci = H,__(C:“",

car on peat choisic les 7 colncidences de ) fagony, fss autres p—i dlémenis devant
oceuper les a—i mogs reviants, de manidre que le rang de chacun diffare deson indice.
Come Ng = uy, Nopoy = 1 ¢t Qe 5y = 0, {6} s"crit done bien

ugtity (O Vb Ot A Ol Clil = al,

& ProOBLEME DES CONCIDENCES, — On distribue deux fois Ies mémes 0 objets & n
personaes (billets ou chapeanx par exemple, tm objet par personne). Qielly est u
probabilitd posr qu'il Wy ait pas de colncidence (Cest-d-Hre pour gue persarme ne
resoive deux fois le méme obiet)?

Catte probabifité est évwemnwut A

1 1
@ e R R

! » O
(—1)"

Les 7 premiéres valeurs de g, sont donc 4 0,0001 paes 5
” P

O

0,5
0,133
6,318
,3667
06,1680
0,678

La suite p, &tant oscillante, les deux dernidres valeurs du fablesu montrent gue
iz probabilité p, est pratiquement comstante pour >3
P.=3,368 (avec une erreur inféricure & 0,0002),
soit % en premiére approsimation.
Remarquons encore que, zn centidoe prés, p, o5t de 37 %, powr 11, et que

w1 U D g e

iva p, = i 2 0,36788.
-0
Diautre part o probobititd pour qw'il ¥ ait ane cofacidence au motns est pratigue-
ment D552 powr =5, car pi = 1—p,
Al ¢i "on distribus deux fois au hasard 100 000 biflets namérotés 4 100 00 per-
sonnes, on billet A chacume, une personne qui receves deux fois I méme numéro
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criera au miracle, et pourtant on peut parisr b 2 contre § gue le « miracle » arrivera
A une parsonne su oINS,
Co protilbne pent 2tre rapproché 4'une autte question classigue, trés facile celle-fa -

® PROBLEME DES COINCIDENCES AVEC REMIZE. — Chacune des » personnes pread
deny fois au basard un des » bitlets dun ensemble puméroté, chague billet stant
remis tout de suite, en sorte que tout tirage porte sur 'ensemble plein. Quelle est la
probabilité pour quw’il 0"y eif pas de coincidence?

Pour chague personne Iz probabilité de prendre 1a seconde fois un billst diffé.

1 . \ . i e
rent est ﬁﬁ—. L4 probabilité composés poar gu'il on soit ainsi pour toutes Ies per-

pom (5 - -

Le tablean ci-dessous donne, au millidme prés, les 10 premidres valeurs de Fo

sonnes est donc

# Pu

0
0,25
0,206
0,316

" 0,328
0,335
0,340
0,344
0,347
0,349

S MO Q0 ek i T e b

Poed

Cette probabilité a les propriétés suivantes

1) g, croit avec n, car
LA iy i) _.1.)" 1V Ry
2 (r—n,} (113f “{‘"aa 14 o) =(1—) <1

n -
2 lim py, = ~12 = 0,368, carp, = (1 -—}—) ¢t 'on ssit que (l + E] — g,
- € " n

3) Pour n> 4, p, est constant au centidme prés of vaut 37 9, car p,; ~ 0,3603,

4} Donc, fait remarquable ¢t difficiiement prévisible, pour 1224 la probabilité
de coincidence est, au centitme prés, [z méme gu'il y alt remise o5 non.

Cuetle est, par exempls, la probabilitd pour que sur un ensernble de 365 personnes
une aq meips meurs ¥n jour qui a8t un anniversaire de sa naissance?

Cette probabilisé est Svidemment §-—py;, soit 63 %, T serait vain de calculer
cefts probabilitd au miflibme pris, car d'une part on ne tient pas compte deo annbes
bissextiles, € d'autre part la probabilité de niaifre ca de meurir n'est qu'approximas
tivement 1z méme pour tous les jours de Pannde, puisqu’il ¥ 4 des moie de faible
natalitd (mai) ou de forte morctalitd (mars).
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A propos de colncidence, jo voudrais encore signaler le paradaxe des voifurs,
qud jappelle ainsi parce que Ia forle probabilité en question étonne touk le monds,

» PizaAnOXE DEY VOITURES. — Appelons termingl d'ame woiture e pombre
formé par les deux derniars chiffres de son nuinéro neiséralogique,

Au centipme prés, Ia probabilité pour que sur 20 voitures prizses an husard deux

7
au moiny aient le méme rmﬁmfextdeg.

En effet, comme # ¥ a8 100 terminaux Sgalement possibies (1), 1 probabilité
pour que le sacond @omioal différe du premier ést % Ceci étant réalisé 1a pro-
Babilité pour que k& troisidme erminal différe des précixdents ﬁt%et ainsi de
suite, La probabilité pour gue les 20 terminaux soient tous différents est done

» s 97 81
50X 100X 100 ' X i

et tn probabilité chorchiée est par saits @
221008 T 3

En offct 1a table des log #! (8i ctile et pourtant si rare) donne
log 100! = 15797000
log BO1 = 118,85 473
log Ally = 39,11 327

AN -

lugﬁﬂ% = 1,11 527
Al ]
W = 0,13040 =g

{1} Rigoureusement tous jas terminaus ne 2ont pas Squiprobables car de 1 3 99, le tormina] 62
oe figare paa, tandis que tout autre wrminal v Sgure fiste une fois, Comme dany une séric-lsttres
lwnnméroowm,pmrdépmm.dsl&m lel)ﬁﬁmﬁmnmwﬂssémwrols,mmlm
ponr!outautremminal Mmhmbahﬁuéaumﬂmmneneumm

abfﬁ%mmnl’mmdls premibres voituree d'un stationpement
pu’hhc,lanmb th pour gqoe lo terminal de ¥a guatrems, par cxemple, difftne des tocosinaux

97
distinets précidants n'esl pas rigoureuIRTINE 7 " poisue Bos trois promidres &ant enlavies de

Fensembie des veitures 2o cirvulation, iisagt d'uoe probabilitd o sane renise ». Maks on spliquera
Facileznent lo fait classiquc »f wtils, que si I ost faible pa.rnppmt AGX partion dune popis
Iation, on commet une errcur ségligeable en remplacant, ponr simpiifier, s tirage sons remise par
Ie tivage arec remise. Or lo nomibre do voltares de fernyinal dmbeslenFrmée!‘oukaﬁelwm
W& sl, dans i¢ stationneraent, les voltures de son département sont prédominantas, Pappro-

Mwambinmwm Cn voit gu'elle I'est encore ples, % Fon prend les 26 premidres

-voitures passant devant nous sor wee antonouts.

En clissd on pourra, i cotte govasion, insster sur s fait que lo modEle mithématique parleguel
on wraduit une situgtion concréte {physique. fconomigue, aic.} et en génbral aéru:afmmappm-
ximatif; il sermit donc absurde de coosmrees dans Je réanitat des dichmales abusies
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On trouve de e que 1a probabilith pour guo deux élévés ar moizs I'ano classe
de 50 zient o miene jour anniversaire ds naissance est
e

¥ 3gseas

soit ¥7 %,

Terminone par upe réflexion générale un pea vagee, Contrajrement & co qui 30
passe dars e exemplee précédents, une colncidence —- « remcomtre fortaite » dit
mor: dictionnaire — et ordipairement rare dany ug domaine donnd, mads fss domaines
ol une cofncidance pect 8 produive sont nombreux, La fréquencs $'une colbeidenoe
g2 présents domc un pew somme e forme indéterminée 2éro multiplié par Vinfind,
On peut en conclore g'll o5t normal gu'll vous solt arrivé ou gu'll vouy arrivera sne
fols une chore extreordingire. Par exemple jo ne risque pss d"oublier le noméro de
mon liveet ds (issc dBparane : Ceat ma date de nsissance,

E. Barxaary,
(Ecole Militalre, Strasbowrg).


http:EIIIlHA.RT

	Echanges
	Matériaux pour un dictionnaire
	Permutations strictes et coïncidences



