
Sur les permutations strictes et les coïncidences 

Certaines q~ons de probabilité conduisent à env~ des permutations 
strictes. Nous allons définir cette notion et en étudier quelques propriétés. Puis, 
comme application, nous réooudron, élél1U!1tùlirement J(I problème des co!ncidcncœ, 
problème dassique imponant que l'on n'abnrde habituellement qu'au niveau de la 
propédeutique (l), 

• DÉFINITION. - Étant donné un ensemble fini rangé P, on appelle permutation 
.trlcte de P toute permutation (") de ses éléments, telle que tous chan&ent de rang. 

• PROPRlÉ'I':éS DU NOMBRB U. DES PEkMUrATIONS S11UC'l1!S DE n ÉLÉMEN1:'S. 

1) Les nombres ". vérl/ùmJ la relation de récurrence : 

(1) ". = (_1)(110-,+11,.....); 

Les 10 premières valeurs ,ont donc : 

0, l, 2, 9, 44, 265, 1 854, 14833, 133496, 1 334 961. 

Soit 


la permutation initiale P. Par raison de symétrie il y a autant de permutations striaes 
de P commençant par ... que par a•• a,• ... , li•• TI suffit donc de montrer quele nombre 
de permutations strictes P" de premier terme a", est égal à 1I~.+1Ift-1' 

Distinguons dans \es P,les permutations p. et P:, où le mng de a, est respective­
ment égal à 2 ou supérieur à 2. Dans une permutation Pi les termes aa. a" Qa, •• •,a" 
occupent donc les rangs 3, 4, S, .•.• n, dans un ordm tel que pour chacun son rang 
diffère de son indice. Le nombre des p. est donc uH • Si dans une permutation Pi 
on remplaçait QI par as, les rangs 2, 3, 4, .•. , n seraient occupés par a", aa, a, • ... , a". 
dans un ordre tel que pour chaeun de ces tcnnes son rang diffère de son indice. Le 
nombre des p& est donc Ult-l et le nombre des P, est bien U.-2+"_1' 

2) Le. nombres u. vérifient la relation de récurrence 

(2) u. = nUo-l+(-I)". 

Notons sa ressemblance avec 

que véri.tie le nombre v. des permutations dassiques de n élèments. 
Raisonnons par tI!c::umlnœ. La relation (2) est bien satisfaite pour n = 3. Si 

elle l'est pour fi, on en tire : 

""_1 = u.+(-l)"+'. 

En portant cette valeur dans 


Ua+l = n(u.+u..-J, 


(1) Nous pensons que cette note est directement utilisable au lycée, aussi bien dans les cla.ue& 
préparatoires que da.os le! termina1ea D ou B et même partiellement en A. 

(2) N.D.L.R. Notre collègue emploie le mot perttUltation dans le sens" « ensemble rangé »œ 
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on obtient 
"0+1 = nu.+u,+(-I)"+1 (n+ 1)". +(_1)'*1 

et (2) est donc vérillêe pour n+ 1. 

3) L'expression expUcite de u, est 

1 1 1 ... + --,-(-1)'] .(3) u. = ni [:ft - Ji + 4! + n. 

En dl:signant pat At le nombre des arrangements à p éléments pris dans un 
ensemble de n éléments, on peut encore écrire cette formule SOUll la forme 

(4) u. = A:-'-A:-3+A:-'+ ... +(-I)"-IAH(-I)". 

Écrivons la relation (2) pour les indices inférieurs ou égaux à n : 

u. = nu.-, +(-I)" 
U'-1 = (n-1Ju.-,+(-I)"-1 n 
U.-JI = (n-2Ju.-.H-I)"-· n(lI-l) 

u, = 2us+(-I)' n(n--I)(n-2) •.. 3 
Ua = 1 n(n--1)(n--2) ...3.2 

Après multiplication des deux membres de cbaque égalité pat le facteur indiqué 
à sa droite, on obtient pat add.tion (4), puis (3) pat la mise en facteur de ni. 

On peut aussi déraontrer (4) directement, mai. de ntaDiére moins élémentaIre, 
comme suit: 

Désignons pat N,.Jj~) le nombre de permutations (y compris Pl où fignrent 
aux rangs i etJ les mêmes éléments que dans P. Comme les autres éléments occupent 
les (n-2) rangs _Is, 

N',J = (n--2)1. 

La somme N. de tous les N.,J est donc 

N. = (n-2)!q A:-·. 
Rentarquons que N. est plus grand que le nombre de permutations prèsentant 

deux col"ncidences au moins, car celles qui en prèsentent plus de deux y sont comptées 
plusieurs fois. On définit de rnénle N. = A:-·. Si N est le nombre de toutes les 
permutations. de n éléments, un tbéorérne classiquesur les cardinaux d'ensembles (,l 
donne alOD : 

En Y portant Nt = ni, N. = u., N. = 1 et N, = A:-', on obtient (4). 

4) Les nombres Il, yérifient la reloJicn 
(S) (Hu)(") = n! 

la pni&'''lDco symbolique (n) signifiant que dans le développement de (1 +u)", il 
faut remplacer u' pat Il,. 

(1) Voir par exemple dans la Revue de MatbCmatiques Spêciales (f.!lVfief 1963) « Sur un t.b.éo­
ttme te1.atif aux ensembles )1) par E. EIIRHAJtT. 
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Désignons cette fois paf N, le nombre de permutations qui présentent juste i 
coïncidences avec P, de sorte que 

(6) N.+N1+N.+ ... +N...1 n!. 

N. ne figl.lll> pas dans cette SOIl1!lle. car .i 11-1 éléments d'une permutation y 
occupent le même rang que dans P, il en est évidemment de même pour l'élément 
restant. Or 

car on peut choisir les 1 colncidences de q façons, les autres If-i éléments devant 
occuper leslf-i ran8B restauts, de manière que le rang de chacun dilfère deson indice. 
Comme N. = u., N_, 1 et que u, = 0, (6) s'écrit donc hien 

U.+U_IC:"-1+u_ C:-1+ ... +utC!+utCl+1 = nt•a • 

• PROBLÈME DIlS rolNCIDENCIlS. - On distribue tkux fols les mêmes n objets à n 
personnes (billets ou chapeaux pat exemple, un objet paf personne). QueUe est ln 
probabilité polir qu'il n'y oit pas de coInddence (c'est-à-dire pour que personne ne 
reçoive deux fois le même objet)? 

u 
Cette probabilil6 est évidemment 11 i ' ou 

1 1 1 (-1)"
(7) p.= 21-)! + 4! + ... + -n" 

Les 7 premières va!eurs de p. sont donc à 0,0001 pnls : 

Il 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

p. 

0 
0,5 
0,333 
0,375 
O,36é1 
0,3680 
0,3678 

La suite P. étant osciUante, les deux dernières valeurs du tableau montrent que 
ln probabilité p. est p,atiq_t _te pour n>5: 

p. = 0,368 (avec une erreur inférieure à 0,0002), 

soit j en première approximation. 

Remarquons encore que, au centiême prés, p. ut de 37 %pour n>3, et que 

' 1Iw P. = ë '" 0,36788 • 
• ~OO 

D'autre pat! la p,obabOlté pour qu'il y ait une cofncidence au moins est pratique­
ment 0,632 pour n>5, car p~ = I-p.. 

Ain.i si l'on distribue deux fois au hasard 100 000 biDets numérnl6s à 100 000 per­
sonnes, un biDet à chacune, une personne qui reœvra deux fois le même numéro 
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criera au miracle, et pourtant on peut parier à. 2 contre 1 que le « miracle» arrivera 
à une personne au moins. 

Ce problème peut être rapproché d'une autre question classique, très facile celle-là: 

• PROBLÈME DES COINClDENCES AVEC REMISE. - Chacune des n personnes prend 
deux fois au hasard l'un des n bi!!ets d'un ensemble numéroté, chaque billet étant 
retnîs tout de suite, en sorte que tout tirage porte sur l'ensemble plein. Quelle est la 
probabilité pour qu'il n'y ait pas de coïncidence? 

Pour chaque personne la probabilité de prendre la seconde fois un billet diffé­

rent ",t 1>-1. La probabilité composée pour qu'il en soit ainsi pour toutes les per­
n 

sonnes est donc 

Le tableau ci-dessous donne, au millième près, les 10 premières valeun de P •• 

n P. 

1 0 
2 0,25 
3 0,296 
4 0,316 
5 0,328 
6 0,335 
7 0,340 
8 0,344 
9 0,347 

10 0,349 

Cette probabilité a les propriétés suivantes 

1) Pit croit avec n, car 

::'1 = (1- J.r (1 +~) < (1 }.f (1 +}Sr = (1 }.r < 1. 

2) .l~ P.=! ",O,368,carp. (1-~retronsaitqUe(1 +~r-+e". 
3) Pour n>24,p. est constant au centième près et vaut 37 %, car Pu '" 0,3603. 

4) Donc, fait remarquable et diffICilement prévisible, pour n>24 la probabilité 
de colncidence est, au centième près, la même qu~il y ait remise ou non. 

Quelle est, par exemple, la probabilité pour que sur un ensemble de 365 personnes 
une au moins meure un jour qui est un anniversaire de sa naissance? 

Cette probabilité est évidemment 1-p,.,. soit 63 %' Il serait vain de calculer 
cette probabilité au millième près, car d'une part on ne tient pas compte des années 
bissextiles, et d'autre part la probabilité de naitre ou de mourir n'est qu'approxima­
tivement la même pour tous les jours de l'année, puisqu'il y a des mois de faible 
natalité (mai) ou de Corte mortalité (mars). 
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A propos de cotncidence, je voudrais encore signalee le paradoxe des voilure$, 
quo j'appelle ainsi pan;e que la forte probabilité en question étonne tout le mOnde • 

• PAIlADOXI! DES VOITURES. - Appelons terminal d'une voiture le nombre 
fonné par les deox derniers cbiffres de son numéro minéralogique. 

Au cenlième près, la probabilité pour que sur 20 voitures prises tJU luJsard deux 
7 

au moiNI aùmI le IMme termi7ltzl est de 8' 
En effet, comme il y a 100 terminaux également possibles (1), la probabilité 

pour que le second terminal dilfère du premier est 1:' Ceci étant nialisé, la pro­

babilité pour que le troisième terminal dilfère des précédents est i! et ainsi de 

suite. La probabilité pour que les 20 terminaux soient tous dilfèrents est donc 

99 98 97 81
ïoo x 100 x 100 x ... x 100 

et la probabilité cherchée est par suite : 
A~ 7 

p = 1 - 100"" '" 8' 

En effet la table des log n! (si utile et pourtant si rare) donne : 


log 1001 = 157,97000 


log 801 - 118,85473 


log A~&. 39,11 527 


Are. ­
log J.OOIO = l,Il 527 

Afllo 1 
100"" =0,13040 '" 8' 

(1) ~t ",.. les termin""" ne sont pas équiprobable<; car de 1 à 99, le terminal00 
De figure ~ tandis quo tout autre terminal y :fieure juste une fois. Comme dans: une sério--1ettrcs 
les numéros vont, par département. de 1 à 9999. le 00 figure dans. une telle série 99 fols" contre 100 
pour tout autre terminal. Mais la probabilit6 au centième près n'en est pas affectée. 

On objectera pout..etœ amsi~ quo si ron. prend les 20 premi6rœ volturos d'un statiOllIlement 
publit; la probabllit6 pour que le terminal de la quat.r'bc. par exemple. 4ifr!~ des terminaux 

d.istincts p~t8 n'est pas ~Dt :~. puiaquo les trois prem.iètes étant enlevées de 

J'ensemble des voÎtW'e& en cireu1at.ioD. il s~alPt d'une probabilitê« sana temise )'J. Mais o,n e&pliqucra
1'.w:i1ement 10 fait cl_que et utile~ que si l'éehantil1ôn est faible par rapport aux partiesd"unepopu­
latioD.. on commet UllO erreur nè~ble en remplaçant, pour simplüler. le tirage S4IlS remise par 
le tirap avec remise. Or le .nombre de voitures de terminal donné esten Pranœ de l'ordre de 100 000. 
Mêmo si. dall$ Je Itationnement, les voitures do son département sont prédominantes. J'appro-

Dnation i reste·bien justifiée.. On v<tlt qu'elle l'est encore pln&, ai l'on prend les 20 premièn:& 

-voitures pa8I8J1t devant nous ml' ~ autôroute. 
En clasao on pourra. â cetto occasion, i.J.Wster sur le fait que le. modèle IIlAtbématiquo par lequel 

on t.raduit une situation concrète (physique. économique. etc.) estengérreral nécesaainmeJttappro­
xtmatif; il serait donc absurde de conserver dans le c6sultat des décimales abushœ. 
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On lnMre de mime que la probabililll pour quo deux éIImIa au moÎIIJ d'W1O cm­
de 50 ÙIIIt III mime jour aDIIÎVel'9ain> de nai!lSal!ce est 

A!:. 
1 - 365'.' 

soit 97 %. 

TormInoDa par UDe r6lIexion générale un peu vague. Contrairement à ce qui se 
paue da:mI les _ples prkédents, une colncidence - « nmcontn> fortulfll » dit 
mon cIlctiOUllllIro - est ordInain>ment rare da:mI un domaine domI6, malI les domaincIII 
où UDe cofnçidence peut se prodnlro IOnt nombreux. La 1'Iéq_d'une colncidence 
se pr6Mmfll donc un peu commo W10 forme indéterminée zéro multip1l6 par l'infini. 
On peut "" condure qu'II Dt Mrmal qu'il..,,,, soit arrivé ()ll qu'II..,,,, fl1'/'tm'a ,.,.. 

/où WIll clw811~. Par exemple je ne risque pas d'oublier le nwn6ro de 
mon U'mIt de Calssc d~e : c'est ma date de naissance. 

E. EIIIlHA.RT. 
(École Mil/tain, SrrlUhoUl'g). 

ADAPIlE AU RYIIIMl DI L '&IVE 
Por .... équipe de ProIeto..... du Ly,," Pilota d. SèYre. 

FICHES DI MATHIIMATIQUIS 

H. ABELLAN - A. BRAILLY - H. GUllLANEUX 

ClaISe de '" Classe de se 
• NOMBREUX EXERCIŒS. 
• CON8TRUCTION OU MANUEL PAR LES !!U1IES. 
• ROLE DrrERMINAHT CONSEIl\/! PAR LE _UR. 

Loo l!chH du _ ..nt _ grolU1Ù1nt<Nt1 on ca. d'adoption de. _ ..._. 
AutnImInt. 1...................... a MM. 1 ... ProfeIeou.. _ comm."".U_ lU 

p~. de ",. 
JWIfIIL. ­

LA MATH'MATIQUI - Classe de 6' - LEDI~~N 
_nt a la portjo dot Ii_. 
NOUVUUTU .... 

liQUATIONS - Classe de 1'" - par CHAUVIN 
... .r...IYM~ __ ............ 


• TOlITE UJiE seRIE D'ElŒRCIŒS VARIES. 
• UN ENTRAINEMENT IIYlITEMATIQUE.

TOUT lttCENT ET CONFORME AUX PROORAMMES ACTUILS. 

COURS DI STA TISTIQUI ~L'MINTAIRI 
CoII.cllon DEIIRON 

J!icunbr_'10 lIGureo). 

DETAILLEES. CIaoeo de 1" B. 

_gnaRi - 64. rUl da Ilonn.. - PAIUs.6. 
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