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Enhrmg&r

A propos du complémentaire

et de la notion d’ensemble

Josette ADDA,
IREM., Pwis.

o Dans ls Budletin 09 169, on pent lire page 349 1a bréve remarque sujvante :

« 2.3, La différonce emsesnbliste, ta différence symétrique, & complémantaine
ne sint pas explicitemant au progratome: leurs potations respactives les plas usoeiles
gont :\(de préférence & -— pour &viter toute confusion avec Ie soustraction), A, ef E
on Ie surlignags :A\B.AAB.&mi(ﬂnmﬁp&ﬁﬁsdﬂmﬁpﬁﬁwcma :
ce n'sst pas zhsoiument recommandable si 'on vewt garder le paralléfizme entre
la complémentarité ensembliste ot 12 némation logique; on dispose dailleors de
BA\A pour Ia pnance quion souhaite exprimer ainsi) »

Apris en avoir pari avec notre collégue Chevallier et sur sa demande, je vous
envpie oos quelques réflexions car i me semble devoir préciser ces poings un peu plus.

Rappoloas d’abord, comme Je fait M, Pumont, page 385 du mdme bulletin
qu le compléraentaire.., dépend de Punivers U7 chofsi. On peut alors choisir un
autre sous-univers U” contenant U et faire constater que la partic A7 qui complite
A dans U’ n'est pay la méme: gue la partie A” qui compléte A dans €77,

Jo n'entrerai pas dans Ies polémiques sur Iss notations (A ou EA ou [.A); ce
gqut me semble indispensable, c’est que le contexte précize toujoars, d'ume maniére
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-ou &'une autro, par rapport & guel ensemble « péférentie] » on opéme la complémenta-
ton. Je pense qu'Hl fuut surtout prendre garde aux limites de ce qui est appelé dans
Yarticle en question « le pacalilizne entre la complémentaritd ensembliste et Ia
pégation logique » et ne pas risgquer de faire une identification entye 28 deitx notions.

Ce danger est réel : 2o zffet, 'an dernier, lors d'un stage d’expérimentateurs
mous avims py discuter aves de pombroux professcurs gui avalent aimsi identifié
les detx notione dans lear enseignement. ¢t qui reconmiissaiont que Ienrs éléves ne
comprengient pas la notion de complémentarité et par suite, disaient-ils alors, Ia
notion de négation. Or tout ¢ monde sait bien que les enfanty disent « non » trés
tot et méme savent mier trés clairement des propositions. Us autre professeur de
classe expérimentale nous a dit alors avoir trds bien fait comprendre Popération
monadique de népation par Ja manipulation d’un intercuptenr Slectrique; voild
en fait une interprétation exceflente de T'opération négation : application d'un
«nsemble A deux sments sur lui-méme telle que I'image de chacun des deux éléments
¢si Tauire Elément. Par contre, l'opération de complémentation par rapport 4 un
ensemble I est une application de $(E) dans T{(E) qui, & tout ensemble A (A=NE)

fait correspondre I'ensemble [:gA des €léments de E qui ne sont pas éléments de A.
Si V'on note « Plx} » Pexpression « xeA » alors les énoncds suivants sont vrais |

(VxeB)ix cAe>P(]
(¥xeBjxef, AaTTPO0)

T1P{x) est 12 négation de Pfx).

On notera que fa quantification universells qui précide le crochet st seentielle
car, pour chaque x de E, « x=A » prend une et une seude des deux valeurs de véritd
ainsi que P{x), mais ce qui est caractéristigue de A c'est quielles sont fgales pour
tous les x &léments de A,

Dong, pour esprimer la complémentarité, on a besoin d'wtiliser non seulernent
ie connecteur de négation mais aussi le quantificatenr aniversel.

Si Jai tenu 3 dcrire ces précisions, <est parce que 14 confusion entre langage
du caloul des propositions et Jangage du calcul des prédicats que oa risgue de faire
ici se retrouve de fagon irds génfrale dans Penseignement secondaire. Jo pense gue
cela ext db, en grande partie, au fail que, malencontrousement, loy programmes de
Siziéme introduisent i opérations sur les parties dun easemble avant gue coux de
Cinquidme &' introduisent e calend propositionnel ot cortains (enseignants, manuels,
oc.) sont tentés de considérer que fe calenl des « attributs » est exactement identique
A celui des propositions. En fuit, Te premier conifens le socond de 13 méme fapon gue,
par exempie, fe caloul sur les forctions numdériques sar I contient en particulier le
calcul sur les Sanents de R (es rdels &tant alors considérés conume des fonctions
constantes) mais personne ne songerait dans oo cas & faire une identifination alors
que, malhemrensament, pour o8 qui est de la logique, on se pezmet de crs libertésl...

D. Lacambe (cours polycopids de mattrizse - Chapitre I section C ¢t chapitre IT
section A-21) montre comment la négation peut étre comidérée commes complémen-
fation dans le cas d'un ensemble A deux &léments, Fennerble des valeurs de vérité
qu'il ideatifie 4 :l'({izi}}.

@ Aprds ces yemarquas sur les parties dun ensemble particulier (donnd, fixé,
etc.), je& voudrais aussi diro un mot au sujet du préambale de Iarticle de M™=* Touya~
rot sur les relations page 363, jocrains que la phease :

on
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... € parsonne n'oserait éfinir la notion d'ensemble, mais chacun congoit bien
auel genes dobjet est dégigné sons <& nom, ¢f fout 3¢ monde le congoif semble-t-i
de fa méme fagon (Jepuis que la crise des paradoxes ost passée} », ne soif mal inter-

Certss il serait, jo e pense aussi, abermant de définlr 12 notion d’ensemble en
classe de Sixiéme mais & crois qu'il ¢gt bon que les professeurs, cux, sachent que les
ensambles gu'utilisent les mathématiciens soni définis axiomatiquement. Certes
tous ne choisissent pas de se placer dans la méme théorie, ils n’adopient pas tons
exactement fo méme systéme d'axiomes (a situation est {a méme gue pour les diffé-
rentes géomdbities, par ex., suclidienns, hyperboligue, etc.).

Lo systéme le plus simple ef dans lequel on peut interpréter tous ies résuliats
utilisés par les £léves du secondaire est ke systbme {dit de Zarmelo) :

1. Axfog; d'extzrsionnaling: Si deux ensembles ont les mBmes &léments, ils sond
%,
2. Axiome des parties ; Pout tout eserable E, il existe un ensemable doot les Sléments
sont les parties de E.

3. Axiome de lo réunion : 51 E est un susemble, i existe un ensemble dont les éléments
sont des dments do B,

4, Axipme e comprékension: Pour tout ensemble E, il existe un ensemble dont
les &ments sont les Séments de B satisfaisant wne « propriété » donnde
{(Pexpression « proprié¢ts » dant elle aussi définie avee rigueur).

5. Axtome de Pinfini: T existe au moins un ensemble infini,

5i j'ai citd cos axiomes, ¢'est, en particulier, pour que ies enseignants nc soient
pas tentés d'en faire des « démonstrations » comme on le voit quelquefois pour Paxiome
dextensionnalité qui eat d"aillenrs pris, d*autres fois, comme « ddfinition » do I'égalité
des ensembles alors gu'il s'agit d’un axiome reliant jes deux « relations » d'égalitd
et Cappartcoancs (il s"agit 1A, évidemiment, de « relstions » sur ta collection de tous
les snsembles).

Tl me parait, d"aulre part, importnt que les enseipnants sachent bien que toute
collaction n'est pas un ensemble {1} {exemples de collections gu'on ne doit pas consi-
déver comane des ensembles @ Ja collection de fous les ensembles, la collection de
toutes kes situations, la collection de tous les poissons..). Ba fait, is plupart des
sxempdes « conerets » que I'on citt: dans Jes cours récemis constituent des collactions
qui ne soni pas des ensembles, Ils sont, en somme trop « vagues », Noublions pas
que c'est pour les mathématiques que la notion denssmble a &8 introduite. 11 me
paralt importaat que kes moaftres ne répagnent pas & employer le mot de « collection »
dans les cas impricis ou douteux, comume il s'en présents duns toute approche intui-
tive, en particulier dans PVenspignement primaire.

Lrenseignement des mathémmtiques B¢ doit pas ¢éder au snoblsme des mots,.
il doit 8tre, en particulier, un apprentiszage de la.rigueur de petisde,

Josetia ADDi,
{LR.EM., Paris).

—

i! OF, article & Ensembles » dz [a brochers ¢ Remargues sur les prograsmos de Sixidme »
d¢ FLAEM. d» Paris,
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