Economies

J. CoMMEAU,
Mathématigues Supérieures, Lycée Kléber, Strasbourg.

In memoriam,

Notre Collégue Joanny COMMEAU est décédé a Strasbourg le 14 septembre 1968,
a la suite d’une crise cardiaque qui I'a emporté en vingi-quatre heures. La cérémonie
des obséques a eu lieu le 16 septembre, en Péglise Saint-Maurice de Strasbourg, en
présence d’une assistance nombreuse et recueillie de parents, d’amis et d’anciens éléves.

L’A.P.M.E.P. renouvelle I'expression de ses respectueuses condoléances & M™e
Commeau si cruellement atteinte puisque, dans le méme jour, elle a perdu son mari
et sa meére, M™® REY, terrassée par I'’émotion & I'annonce du décés de son gendre.

Né au Creusot en 1907, Joanny Commeau a eu une enfance maladive ; il n’est
entré qu’assez tard au lycée de Dijon, aprés des études techniques dans sa ville natale.
Recu a PE.N.S. en 1929, agrégé en 1932, il commence sa carriére par de courts séjours
& Cherbourg, Clermont et Dijon, avant d’étre nommé, & la veille de la guerre, profes-
seur de mathématiques supérieures au lycée de Strashourg. De 1940 a 1945 il enseigne
en Spéciales, d’abord & Mauriac — oi: il a suivi ses éléves alsaciens repliés — puis a
Montpellier ; la rentrée de 1945 le voit reprendre possession de sa chaire du lycée
Kléber qu’il ne va plus quitter.

C’est dans cette tiche de professeur de mathématiques supérieures si passionnante
mais en méme temps si délicate, & la charniére de deux formes d’enseignement, que
Commeau a pu s’épanouir sur les plans professionnel et humain. Il excellait dans Part
d’amener ses disciples a découvrir par eux-mémes Porigine des notions qu’il leur ex-
Dposqit, quitte a mettre au net, en une vigoureuse synthése, ce qui devait rester de ses
legons ; il savait voir dans les jeunes gens qui lui étaient confiés non pas des robots
Dlus ou moins aptes & ingurgiter des mathématiques, mais bien des adolescents en pleine
mutation, conditionnés par un environnement familial et local qu’il s’efforgait de dis-
cerner par des prises de contact individuelles.

Nul plus que Commeau r'a eu le souci constant de I'amélioration permanente
qui est honneur de notre métier. Jamais pleinement satisfait de son cours, il le remettait
en cause chaque année, modifiant des chapitres entiers, et obtenant ainsi une présen-
tation toujours neuve, toujours fraiche. Cette année il avait refondu son cours d’al-
gébre linéaire et cest & cette occasion que, moins de dix jours avant sa mort, il nous
envoyait, impeccablement présentée de sa belle écriture moulée et vigoureuse, la note
que nous publions aujourd’hui.

Joanny Commeau était chevalier de la Légion d’Honneur ; en 1967 il avait partagé
le prix Gaston Julia avec son collegue Marvillet, professeur de Spéciales au Lycée
Kléber.

E. Rawmis.
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Voici un exposé sommaire des rudiments du calcul matriciel ; il réalise, me
semble-t-il, une importante économie d’écritures et de calculs.

Notations.§, F, 8,... sont des espaces vectoriels sur un méme corps commutatif K.
. Si les minuscules #, p, g,... désignent des entiers naturels, les majuscules corres-
pondantes N, P, Q,... désignent respectivement les ensembles :

{1,23..,n}{1,23 ...p} {1,2,3 ...,q }.

1. Définition d’une matrice.

Soit un systéme de p vecteurs de&: 4 = { Ay, A,, ..., A, ..., A, |, que nous
écrirons aussi : & = { A; } ( € P). Soit un second systéme de vecteurs : $ = { B, }
(jeQ), chacun d’eux étant combinaison linéaire des vecteurs de #. Cela s’exprime
par I'écriture développée :

B]_ = auA]_ +a21A2+ 00O _I'ailAi‘l“‘ 00D +ap1Ap
B2 = 012A1+a22A2+ res +ai2Ai+ e “I_apzAP
(1) Bj = ale1+a2JA2+ 00O +a”Ai+ 000 —l—apJ-Ap

\ B, = a1 A1 tas A+ .. Fa At . tay A,

On peut la remplacer par 1’écriture simplifiée :

(2) B; = v aiin’ jeQ
On peut encore présenter les choses sous la forme suivante :

B, Byww-BjoeB,
A, A1y O peemmeeen S — ay 4
3 Ay Q1 Q2 3 24
{ H 1 H = o
A, éln éz, e e a4
A, Gy Apgremeersnl ppeeereety g

La matrice « (que nous noterons aussi [g;;]) est définie comme un « tableau »
faisant connaitre, sous forme commode, les coefficients des combinaisons lin€aires
envisagées.

On peut simplifier Pécriture (3) sous 1'une ou l'autre des formes suivantes :

B; B; B
ieP
@ Aflad () O afe: © 4]«
Convenons de donner un nom — par exemple : écusson — 3 chacune des

graphies (3), (4), (5), (6).
On définit Pégalité des matrices « = [a;;] et B = [b;;}, de mémes dimensions p
et g par les pg égalités a;; = by;.
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Il convient de faire ici une remarque trés importante pour la suite : les deux
B B

écussons f_oc— et A& [7 entrainent o. = o si, et seulement si, & est un systéme libre.
Les graphies (1), (2), (3), (4), (5), (6) sont équivalentes ; on mesure 1’économie
réalisée en passant de (1) a (6).

2. Opérations linéaires.

Si &’ = { B; } est un autre systéme de ¢ combinaisons linéaires des vecteurs
de A, les égalités :

Bj = i;’ a,-in et B(j = i;’ a',-jA,-
entrainent : VieQ
B;,+B; = i;, (a;1+a'1)A

On est conduit A appeler somme des matrices « = [a;;] et o’ = [a’;;] (de mémes
dimensions) la matrice notée, «+o’. dont I’élément générique est a;;+a’;;.
On pourra alors écrire :

B; B’ B,+B; |
Ai’:et Ai’a') 3 A! a+0€l

De méme, si on appelle produit de la matrice « = [a;;] par I'élément s du corps K.
la matrice, notée s«, dont I'élément générique est sa;;, on pourra écrire :

M

Bj SBJ-
® ‘
A; l—o: et seK | = A, I_.s;

3. Multiplication.
Soit C = { C; }, k € R un systéme de r combinaisons linéaires des vecteurs B,.
Les égalités :
Ck = JEZQ bjkBJ et Bj = iEZP aiin
entrainent (aprés linterversion permise des signes X) :

G = i;’ (iglll a”b"") At

Ce qui montre que les vecteurs C, sont aussi combinaisons linéaires des A;
avec les coefficients : ¢;; = a;;b;;.

On est conduit & définir le produir de la matrice « = [a;;] (€ P, j€ Q) par la
matrice 8 = [b;,] (jeQ, k €R) : c’est la mairice, notée «f. d’élément générique :

o =,—§3 by (i €P, keR).
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De cette définition. et du calcul qui précéde. résulte Ia graphie suivante :

<
a |

B G
& (A,- l—a et By l?) = A

4. Applications.

Les graphies (7). (8). (9) traduisent les trois régles élémentaires du calcul matri-
ciel. Donnons quelques applications de (9).

1) Toute matrice de changement de base est inversible. Supposons que § soit de
dimension finie n, et rapportons-le & deux bases W et U. Chacune est déterminée.
dans l'autre, par sa matrice, dite matrice de passage de la premiére a la seconde. Les

deux écussons :
a“€l

O
‘U)l—wv et Ulo,

pris dans cet ordre, puis dans Iordre inverse, conduisant aux suivants_:
W U
b twm' et U|lo'o

Or, si € est la matrice unité d’ordre n,

L a
set‘UIT

Puisque les systémes U er J sont libres, on a :

A

’ ’
Uo =W =&

2) Changement de base. Connaissant la matrice du systéme 4 dans la_base U,
déterminer la matrice « de ce méme systtme dans la base W ?
Le probléme est résolu immédiatement par 'application de la « formule » (9) :

U A A&
(%I—m— et ‘UW) =>‘\,l>|m—(3

et, puisque le systéme U est libre, o = wf.

3) Matrice d’une application linéaire. Supposons que & et 5 soient de dimensions
finics p et g. La matrice « de P'application linéaire f de & dans F, rapportés aux bases
W={ U } et U={V,} est définie, par I'écusson :

@y

(10) Vi [a,'j = o
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Soit & = { X, } (k € R) un systéme de r vecteurs de§, déterminé par sa matrice
g = [x;;] dans la baseU.. Proposons-nous de déterminer la matrice %, dans la base U,
du systéme :

f@) ={/Xp} *eR)

En écrivant :
X, = J; x;Uj, on en déduit £(X,) =,-§, x4,/ (U)

Ces égalités, valables pour tout k£ € R, se traduisent par I’écusson :

FXp

an Sy | &

S X

Or (10) et (11) = V,l ok

Et, puisque °J est libre, 7 = «&.

4) Matrice du produit de deux applications linéaires. 8, ¥, S sont de dimensions
finies p, g, r, et rapportés aux bases W = {U; }, U = { U, }, W= { W, }. fetg
sont deux applications linéaires de § dans & et de F dans G, déterminées par leurs

matrices « et B. Quelle est la matrice de gof =4 ?
1 s’agit de déterminer la matrice du systéme { #(U;) } dans la base W. Or, en

posant . « =[g;], on a :

fUp = jé‘:Q aleJ

Il en résulte que :
£ U) = KU = L, ag (V)

Ces égalités ont lieu pour tout i€ P, ce qui se traduit par Pécusson :
AU

(12 sV)| o

Or, par définition de B :
g (Vj)
as Wl B
h(U))

Bt : (13) et (12) = Wkl Por

Puisque ) est un systéme libre, Bo est la matrice de & = gof.

On remarquera que les problémes posés dans ce paragraphe ont été résolus sans
qu’il ait ét€ nécessaire de reprendre, sous une forme plus ou moins déguisée, les

calculs du paragraphe 3.
J. C.
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