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On trouvera ici le texte de deux conférences faites au club mathématique
du lycée Lakanal, devant des éléves de terminale C du lycée Lakanal, du lycée
Marie-Curie et du lycée de Chdtenay-Malabry.

En principe, il Wa pas été fait appel & des notions qui soient hors du pro-
gramme de terminale C. Il a seulement fallu définir (ou rappeler) ce quon
appelle borne inférieure d’un ensemble de nombres réels, et définir la notion
d’ensemble dense sur un intervalle. L’objet des conférences était de tirer de ces
deux notions, confrontées avec la notion, bien connue des éléves, de groupe,
un ensemble important de conséquences.

Pendant quelques lignes, il a été cependant fait allusion aux points d’accumu-
lation d’un ensemble de réels, au théoréme de Bolzano-Weierstrass et aux ensem-
bles compacts. Mais ces notions n’ont pas été utilisées dans la suite, et les lignes
en question peuvent étre sautées.

Certaines propriétés des groupes de nombres réels ont ensuite Suggeéré une
étude plus précise de la répartition des suites de réels modulo 1. Dans cette étude,
le concept de groupe s’efface. Mais d’autres outils deviennent nécessaires. 1l a
fallu écrire des intégrales définies, et I’on a admis que les éléves savaient intégrer
non seulement les fonctions continues élémentaires, mais aussi les fonctions en
escalier. Comme la définition précise de I’intégrale n’est pas au programme,
on s’est volontairement abstenu de s’en servir, et cela a empéché de donner la
démonstration des théorémes de H, Weyl. Enfin, si I'on a été conduit a introduire
le nombre complexe z.= cos 0 -I- i sin 0, on ne I’a pas représenté par la nota-
tion €18, qui n’est pas utilisée en terminale C.

Tout cela a parfois alourdi le langage. Mais il fallait choisir. Sil’on commence
par introduire beaucoup de notions nouvelles (intégrale, exponentielle complexe,
série trigonométrique), il ne reste pas de temps pour en développer les applica-
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tions. Or ces notions sont cldssiques et font partie des programmes propédeutiques
(mathématiques spéciales, premier cycle des facultés). Le but des clubs mathé-
matiques wétant pas de « prendre de I'avance », il a semblé préférable de montrer
aux éléves comment, avec un matériel mathématique restreint, on peut aller
relativement loin.

Introduction.

On suppose connues les notions de nombre entier, de nombre rationnel,
réel, complexe, ainsi que celle de groupe. On va étudier quelques propriétés
des groupes de nombres réels. Il s’agira de groupes additifs.

Un ensemble G de nombres réels est un groupe si les propriétés suivantes
sont vérifiées

G contient le nombre 0;

si G contient x, G contient — x;

si G contient x et y, G contient x - y.

L’associativité de I'addition dans G est, bien entendu, un cas particulier
de P'associativité de Paddition des nombres réels en général.

On connajt des exemples de groupes G. Le plus simple est formé de
I'unique élément 0. On le notera G,. Il n’est pas d’un grand intérét.

Un groupe plus intéressant est le groupe G, formé des multiples d’un
réel @ non nul. Les éléments de G, sont de la forme a.#, » entier positif, négatif
ou nul. Il est clair que, pour obtenir tous les groupes G,, il suffit de prendre
tous les a positifs. Les éléments positifs de G, sont donc :

a, 2a, ..., na, ..... (n entier > 0)

On remarque que 'un d’eux, 4, a la propriété d’étre le plus petit élément positif
du groupe.

Nous allons montrer que seul le groupe G, a la propriété d’avoir un
plus petit élément positif. Puis nous examinerons ce qui se passe pour un
groupe G qui, en un certain sens, ne posséde aucun élément positif inférieur
4 tous les autres.

Rappelons d’abord ce que 'on appelle borne inférieure d’un ensemble
E de nombres réels. Supposons que E soit un ensemble borné (il suffit qu’il
soit borné inférieurement). Il existe alors des nombres p tels que, quel que
soit x € E, on ait : x > p. Ces nombres sont appelés minorants de E,

On appelle borne inférieure de E le plus grand des nombres p, c¢’est-3-dire
le plus grand minorant de E. C’est un nombre p, qui a la propriété suivante :
quel que soit &€ > 0 donné, il existe un élément x de Etel que p, < x < p, + &.
On démontre que tout ensemble borné de nombres réels admet une borne
inférieure; la définition ci-dessus est donc consistante. La démonstration peut
se faire de maniéres assez diverses suivant le mode de définition choisi pour
les nombres réels. Elle ne sera donc pas donnée ici.
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La borne inférieure p, peut, ou non, appartenir & E. Voici des exemples :

Exemple 1. — La borne inférieure de Pensemble E des x tels que
1< x<2est py=1, qui appartient 3 E.

Exemple 2. — La borne inférieure de I'ensemble [E des x tels que
1 < x < 2 est p, = 1, qui n’appartient pas a E.

Exemple 3. — La borne inférieure des entiers positifs est 1, qui appartient
a E.

Exemple 4. — La borne inférieure de ’ensemble E des nombres 1, %,
1 1 = . X
3o e est p, = 0, qui n’appartient pas & E.

Nous aurons besoin d’une autre notion : celle d’ensemble dense. Soit
un intervalle et E un sous-ensemble de I. On dit que E est dense dans I si tout
intervalle appartenant 2 I contient un point de E. Il en résulte &videmment
que tout intervalle contient une infinité de points de E.

On exprime que I'ensemble E de points x est dense sur I P'aide de I’iné-
galité suivante : soient y un point arbitraire de I et & un nombre positif arbi-
traire. Il existe un x € E tel que | x—y | < &. Cela revient & dire que :
tout intervalle ] y—&, y -+ [ contient un point x de E (cela m&me si P'intervalle
déborde de I). '

" De méme, un ensemble E de points d’une circonférence T" est dense sur T,
si tout arc de I" contient un point de E.

Exemples: Pensemble des rationnels est dense sur R, car entre deux
réels, il y a toujours un rationnel. L’ensemble des rationnels positifs et infé-
rieurs 3 1 est dense sur le segment [0,1].

Théoréeme fondamental.

Théoréme.

Si Pensemble des éléments positifs d’un groupe G de nombres réels admet
une borne inférieure positive, G est constitué par les multiples n.a d’un réel a.

Si Pensemble des éléments positifs de G admet pour borne inférieure le
nombre 0, alors G est dense sur IR.

Démonstration. — Supposons que les &léments positifs de G admettent
une borne inférieure positive a. Montrons d’abord que a appartient & G.

Donnons un nombre & > 0, inférieur & a. Dans lintervalle fermé
[a, a+€], il y a, par définition de a, un élément x de G. Supposons que x ne
coincide pas avec a. Alors entre @ et x, il y a, pour la méme raison, un
&lément x’ # x de G. Comme G est un groupe (x—x’) est un élément de
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Getlona 0 <x—x' < e(<a) Iy aurait donc un élément positif de G
inférieur & g, contrairement 2 la définition de @. Donc x coincide avec @ et
appartient & G. Dans I'intervalle fermé [e, a+¢], il n’y a pas d’autre élément
de G que a. G a donc un plus petit élément positif.

Soit maintenant x un élément quelconque de G. Si 7 est la partie entiére

du réel j—zc, on a; = n+r', avec r’ réel tel que 0 <’ < 1.Si I'on pose

r=ar,alors x=an+ravec0<r<a Orane G. Comme x e G,
x—an=r e G. Mais alors r, élément de G, est non négatif et inférieur a aq,
ce qui n’est possible que si r = 0. Donc tous les éléments de G sont de la forme
a.n. La premiere partie du théordme est ainsi démontrée.

Passons a la seconde partie. Par hypothése, on peut trouver x € G tel
que 0 < x < ¢, ol € est un nombre positif arbitrairement petit. Les nombres
n x sont, pour tout entier », des éléments de G. Mais tout intervalle fermé
[a, ], de longueur &, contient un point de la suite des » x. Comme on peut
choisir ¢ arbitrairement, on voit que tout intervalle de IR contient un point
de G. G est donc dense sur IR et la seconde partie du théoréme est démontrée.

Remarque: on déduit du théortme précédent I’énoncé suivant, qui en
est une variante : les éléments d’un groupe G de réels sont denses sur R si
et seulement si les éléments positifs de G admettent zéro pour borne inférieure.

Exemples.

Soit o et B deux nombres réels non nuls. Si # et p sont deux entiers, on
voit immédiatement que ’ensemble des nombres x = an -+ Bp est un groupe
G de réels.

Distinguons alors deux cas :

. o . . ,
Premier cas: — est un nombre rationnel. 11 existe deux entiers oy et B, non

B
o o, o P . ,
nuls tels que = = == ou — = = = r, r réel. Donc x = r(an-+-B,p). Or 'ensem-
B B T B

ble des nombres oz - B,p est un groupe dont les éléments sont des entiers.
Il a donc un plus petit élément positif, égal ou supérieur a 1. II existe donc 7,
tel que oy7 4 Bip = 1,9, g entier, et x = (ry)g.

Le groupe G coincide alors avec le groupe G,y des multiples de ry,.
On notera que, pour g donné, il y a plusieurs valeurs possibles de n et p. Par

exemple ’élément neutre de G (¢ = 0) est obtenu pour tous les couples #, p
p

n
tels que — = — =,
i B o
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” o _ . .
Deuxiéme cas: — est irrationnel. Montrons qu’il n’existe pas de nombre a

B
tel que on + Pp = ag, ¢ entier. Si n et p ne sont pas nuls, g ne peut étre nul.
Car la condition ¢ = 0 entrainerait an -+ fp =0, ou% = ——%, et% serait

rationnel. Soient alors #’, p’ deux entiers tels que n'’p — np’ # 0. An,p
correspond un nombre ¢’ non nul. En éliminant @ entre les relations
an + Pp = ag, on’ -+ Pp’ = ag’,

on obtient

an + Bp

on’ + Bp’

Les nombres ng’ — n'q et p'q — pq’ ne sont pas nuls en méme temps,

car on aurait alors

= g—,, ou o (ng' —n'q) =B @qg—prq).

SN

P
pl

3\1 =

ce qui contredit la condition n'p — np’ # 0. Dans ces conditions,
o« _p'q—pg
B ng' —n'q

est rationnel, contrairement a I’hypothése.

Or Pensemble des nombres an -+ Bp est un groupe G de réels. S'il ne
coincide pas avec les multiples d’un nombre g, on peut affirmer qu’il est dense

sur R. Donc :

. e , . >
Théoréme : Si B est irrationnel, Pensemble des nombres on + Pp, pour

tous les couples d’entiers n, p, est dense sur IR.

Expression du résultat. Soit y un réel quelconque. Dans Pintervalle
Iy — &, ¥+ €[, o & est donné, ily aun pointon -+ Bp. Autrement dit : y et €
étant donnés, il existe deux entiers n et p tels que |on +Bpp—y | <e

Premiére application.

On recouvre un plan par un quadrillage régulier, formé de carrés, de
coté a, paralltles aux axes Ox et Oy. Soit M le sommet d’'un de ces carrés,
C’est-3-dire le point de coordonnées (a.n, a.p), n et p entiers. On projette
M en M’ sur I’axe Ox, « parallélement & une direction D » de coefficient direc-

teur A irrationnel.
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Théoréme: I'ensemble des points M' est dense sur Ox.
En effet, la droite M'M a pour équation y —ap = A (x — a.n).

L’abscisse de M’ est donc x = a.n — %p.

L’ensemble des x est un groupe G de nombres réels du type étudié ci-

a

dessus. Comme le rapport ap = } est irrationnel, ce groupe est dense sur R.

D
all /
wa
|/

OT/A( x

FiG. 1.

On en déduit par exemple qu'on peut trouver deux points M et M;, dont les
projections sont aussi rapprochées qu’on le désire. Réciproquement, soit M’
un point de Ox. Menons par M’ une droite D’ paraliéle & D. Il existe un som-
met M du quadrillage dont la distance & D’ est aussi petite qu’on le désire.
Mais, en général, la droite D’ ne passe par aucun des points M (sauf si
«M’'e G »).

5. Deuxiéme application.

On dispose de couples de roues dentées fournissant les démultiplications 2
'3 et%. On va montrer que, avec un nombre
fini de tels couples, on peut approcher d’aussi prés qu’on le veut une démulti-
plication ® donnée (rationnelle ou non).

n démultiplications 2 donnent un rapport de vitesses angulaires (ou
d’angles de rotation) 27; n est un entier positif, négatif ou nul. De méme p
démultiplications 3 donnent 32.

On veut trouver # et p de maniére 3 résoudre aussi exactement que possible
I’équation 2"3? = @.

Cette équation s'écrit aussi : nlog2 -+ plog 3 = log® ou les loga-
rithmes sont par exemple de base 10.

et 3 et aussi, par conséquent
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log 3

Or Tog 2 est un nombre irrationnel. Si en effet il existait deux nombres
. b )
entiers a et b tels que % = on aurait @ log 3 = b log 2, ou 3% = 2%

Or c’est impossible, puisque 3 n’est pas un nombre pair. Comme I’ensemble
des nombres 7 log 2 + p log 3 est dense sur R, on peut trouver z et p de
fagon que # log 2 + p log 3 différe aussi peu qu’on le désire de logo.

Pour trouver effectivement 7 et p, le plus simple est de procéder graphi-
quement. On trace sur papier quadrillé Ja droite qui a pour équation
x log 2 + ylog 3 = log® et on cherche a vue les points (n, p) qui sont
voisins de cette droite. On calcule ensuite, avec les valeurs ainsi choisies
pour (z, p) la valeur exacte de n log 2 + p log 3 et on la compare numéri-
quement 2 log .

Exemple: ® = 365, ... Ce probléme se pose pour construire avec des
engrenages un planétaire représentant correctement le mouvement de la Terre
autour du Soleil.

On a log 2 = 0,30103... ; log 3 = 0,47712...; log 365 = 2,5623...

On construit done facilement la droite d’équation x log 2 + y log 3 = log®.

Cette droite passe trés prés des points (x =7, y = Det(x=2,y=4.

Ona?2’ x3=128 x3=27384; 2%x3*=4x 8l =324

Ce sont des approximations 6médiocres. Une solution plus précise est
donnée par x =—1, y =6, car R 2—3—9 = 364,5.

La figure a été faite sans précision. Cela importe peu. Elle sert seulement
3 deviner les couples (n, p) qui fournissent une approximation raisonnable.
Prévoir, par le calcul, un ordre de grandeur de Perreur commise serait un

probleéme beaucoup plus difficile.

|
a
|

¢ «
PR ) 5
T ™
P aE R N
d’_'h_Ll L l l‘\ )1‘
NERE | [
< 01 4 ?
FiG. 2.
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6. Troisiéme application.

Entre les nombres réels et les points d’une droite, il y a une correspondance
biunivoque. Or, lorsqu’on parle de groupe de réels, la notion géométrique
correspondante n’est pas celle de points, mais plutét celle de vecteurs, ou
encore de déplacements. On choisit sur la droite une origine O. A tout nombre x

correspond un point M, qui définit un vecteur OM.

L’opération du groupe additif des réels est une addition de vecteurs, ou
une composition de déplacements. Un groupe de réels s’interpréte aussi comme
un groupe de déplacements.

Cherchons maintenant 3 établir une correspondance entre les nombres
réels et les points d’un cercle. Ce sera, pour fixer les idées, le cercle I" de cen-
tre O et de rayon 1, orienté dans le sens usuel.

A tout nombre réel 8, on fait correspondre une rotation d’angle 6; 6 peut
aussi &tre interprété comme I'argument d’un nombre complexe de module 1,
affixe d’un point de I'. Mais un point de I est 'image d’une infinité de nom-
bres réels. Si 0 est 'un d’eux, tous les autres sont de la forme, 6 + 2k m,
k entier. Ne pas distinguer ces nombres, ¢’est considérer les réels modulo 2 .
L’ensemble des nombres réels équivalents (ou congrus) & un nombre 0,
modulo 2 w, constitue une classe d’équivalence. Il y a correspondance biuni-
voque entre les points du cercle et les classes de nombres réels modulo 2 .

En langage géométrique, on ne retient de chaque rotation que son effet en
tant que transformation géométrique.

On peut interpréter d’une autre fagon la différence entre la droite R
et le cercle I'. Sur R, il existe des ensembles infinis de points qui n’ont pas
de point d’accumulation : on ne peut en extraire aucune suite convergente.
Autrement dit le théoréme de Bolzano-Weieistrass n’est pas vérifié sur R.
IR n’est pas compact (exemple d’un tel ensemble : le groupe {n a} des multiples
d’un nombre réel a non nul). Au contraire, tout ensemble infini de points du
cercle I' admet un point d’accumulation : I" est compact.

Cela va entrainer des conséquences sur la structure des groupes sur I'.
Soit G un groupe de nombres réels. Considérés modulo 2 7, les éléments de G
constituent un nouveau groupe G’ sur le cercle I'. Pour construire les points
images de G’ sur T, il suffit d’enrouler sur I' la droite IR, sur laquelle on a
marqué les points de G.

Si G est dense sur IR, il est bien clair que les points images de G’ sont
denses sur I'. Mais le cas du groupe G, des multiples d’un nombre @ doit étre
examiné a part. Il n’est pas dense sur R, et cependant le groupe {n0} modulo2 x
peut étre dense sur I.

Théoréme : Si % est rationnel, le groupe {n 8} modulo 2 « est fini.

Si 2%: est irrationnel, le groupe {n 8} modulo 2 & est dense sur T.
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Cela veut dire que I'ensemble des points A, ayant pour angles polaires
les multiples #6 de 8 est fini dans le premier cas, infini et dense sur I" dans
le second cas.

, , . 0 . .
Démonstration: Si ﬁ est de la forme g, p et g entiers premiers entre

eux, on a g0 = 2pm.

Au

FiG. 3.

Donc le g® point A, coincide avec le point initial A, sur I'. Il y a donc
g points distincts Ay, Ay, ..., A,;. Le groupe de réels 70 est infini, mais le
groupe {#0} modulo 27 est fini.

Si maintenant o est irrationnel, on veut montrer que, quels que soient
i

¢y et € > 0, il existe un point, d’angle polaire 70, tombant dans I'arc de T’

défini par ¢ — & < ¢ < @ + =. )
Or la position de ce point n’est définie qu’a 2 p © prés. On cherche donc
deux entiers n et p tels que

Po—e<nd+2pmn <@+ e

0 o q
Comme o est irrationnel, on est ramené au groupe du paragraphe 3,

aveca = 0, B = 2m. On sait que ce groupe est dense sur IR et Pexistence de
nombres n et p est ainsi prouvée.

7. Quelques résultats plus précis. Distributions uniformes.

. 0 N .
Nous avons vu que, si 7 est irrationnel, la suite 0, 0, 20, .., 16, ...

définit sur le cercle unité une suite dense de points.
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On peut trouver un entier p tel que 0 < 76 — 2pr < 27 ou

0
0<§1—tn—p<1.

0 . . .
et —P apparait comme la partie décimale, ou partie fractionnaire, du

]
réel 5 Remplacer — n par =— n — p, c’est définir % n modulo 1.

2n "
— 0 ‘12 . .
Posons pour simplifier, T A et considérons la suite de nombres
x, = n.A (mod. 1), ordonnée suivant les valeurs croissantes de z.

Les résultats précédents expriment que, si A est irrationnel, la suite x,
est dense sur le segment [0,I].

Donnons-nous un intervalle Ja, 5[ intérieur a 0,1].

Considérons les N premiers points X;, Xa, ..., Xy Un certain nombre
d’entre eux, N, se trouvent dans ]a, b[. Leur « fréquence relative » est la frac-

!
tion ——.

N
Exemple: A =12, N = 10.
g 7
LU g @ vy 00 Gl
n n.A x, = nA (mod. 1) n nA x, = nA (mod. 1)
1 . - I s S
1 1,4142 0,4142 6 8,4853 0,4853
2 2,8284 0,8284 7 9,8995 0,8995
3 4,2426 0,2426 8 11,3137 0,3137
4 5,6569 0,6569 9 12,7279 0,7279
5 7,0711 0,0711 10 14,1421 0,1421

Dans le segment [03<x<08,ily a N =35 des N= 10 points.
N’ 5
~=10 =0, 5 w~ S "appelle la fréquence de ceux des N "premiers points

qui se trouvent dans lintervalle Ja, 5[
!

N .
La fréquence ~ tend-elle vers une limite lorsque N — c0? On démontre

le théoréme suivant :

NI
Théoréme: lorsque N — 00, — N @ une limite égale & la longueur de linter-

valle la, bl.
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Ce théoréme est un cas particulier d’un théoréme beaucoup plus général.
Pour énoncer celui-ci, donnons d’abord une définition.

Définition. — Soit x, une suite de réels compris entre 0 et 1. Soit ]a, &
un intervalle intérieur 4 ‘[0,1). Supposons que parmi les N premiers nombres
de la suite, il y en ait N’ dans la, 5[.

Si, quel que soit I'intervalle Ja, [, le rapport Nﬁ tend, lorsque N — oo,

vers une limite égale 3 ]b—-a[, on dit que la suite est équirépartie sur
Pintervalle 10,1[.

Un théoréme dii & H. Weyl (1916) permet de reconnaitre si une suite
est équirépartie sur [0,1] ou, ce qui revient au méme, si une suite x,, de nombres
réels est équirépartic modulo 1.

Théoréme : soit X, une suite de nombres compris entre 0 et 1. Soit f une
Jonction continue, @ valeurs réelles ou complexes, de la variable réelle x,
définie pour 0 < x < 1.

Si, quelle que soit £, on a Pégalité :

lim f(xp) + f(x2) + ... + f(zn)

N—>o0 N

= fo ' fxydx,

alors la suite x, est égquirépartie sur [0,1). Réciproquement, si la suite x, est
équirépartie sur [0,1], alors I’égalité ci-dessus est vérifiée pour toute fonction £
continue.

Remarque, — On peut remplacer « f continue » par « fintégrable », Par
exemple, on peut prendre pour f une fonction en escalier,

La démonstration de la premiére partie de ce théoréme est facile. Il suffit
de prendre pour f lindicateur de lintervalle] a, B[, c’est-a-dire la fonction
égale & 1 sur Ja, b et & 0 en dehors.

La démonstration de la seconde partie exige de connaitre des propriétés
élémentaires des fonctions intégrables.

L’interprétation de I’énoncé est simple. Il y a égalité entre deux moyennes :
la valeur moyenne de £ sur [0,1], et la limite de la moyenne arithmétique des
nombres f(xl)’ f(xz)s 0o0p) f(xN)'

Ce théoréme est parfois difficile A utiliser. Mais il posséde une variante
plus commode, dont voici I’énoncé :

Théoréme : si, quel que soit I'entier & non nul, les deux moyennes

cos 2mkxy + ... + cos 2nkxy sin 2mwkxy + ... + sin 27wkxy
N et N

tendent vers zéro lorsque N — oo, la suite x, est équirépartie sur [0,1]. Réci-
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proquement, si la suite xy est équirépartie sur [0,1], les deux moyennes ci-

dessus tendent vers 0 avec %

La seconde partie de ce théoréme résulte facilement du premier théoréme.
1l suffit de choisir f{x) = cos 2wkx ou f(x) = sin 2nkx et de remarquerque

1 1
J‘ cos 2nkx dx = 0 et J. sin 2nkx dx = 0.
o 0

La premilre partie est moins élémentaire.

Remarque: dans ce second théoréme, on peut dire indifféremment :
suite x, de nombres compris entre 0 et 1 ou suite x,, modulo 1. En effet, ajouter
un entier a x, ne modifie pas les cosinus et sinus.

8. Application a Ia suite nA.

Vérifions que la suite nA est équirépartie modulo 1. Il faut calculer les
sommes

S=-cos2nkA -+ ... + cos 2nkAN et T =sin2nkA + ... -+ sin 2akAN
Or si z = cos 2nkA -+ isin 2wkA, on a

. zZN—1
S+iT=z+z224+ ...+ 2=z pa—
Il est plus commode d’introduire, au lien de z, le nombre complexe

u = cos nkA -} isin wkA.

2/ ON_
En effet, z = u%et S +iT = " zi;l——li) Comme Ll—l = i (conjuguéde u) :
N+ 1 N___ 7N T
§ 4 — 2= _ IS
u—1u sin TkA
s sin NnkA
= [cos (N + 1) nkA + isin (N + 1) nkA]. sin kA
Donc :
sin NnkA.cos (N 4 1) kA sin NnkA.sin (N + 1) nkA
S = - - ? T=— -
sin TkA sin kA

Si A est irrationnel, et si k est un entier non nul, sin wkA n’est pas nul.

1 1 T 1 1
STsmmkA|'N & [N STsmmkA] N

. S
Par suite N

%et%,tendent vers 0 lorsque N — co. Il en résulte que la sunite nA est

équirépartie modulo 1.
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Remarque. — Ce résultat entraine que la suite #A est dense modulo 1.
1l fournit donc une nouvelle démonstration de la propriété de densité, qui
avait €té prouvée d’abord & Iaide des propriétés des groupes de nombres
réels.

9. Autre exemple de suite équirépartie.

Les théorémes de Weyl permettent de construire des suites équiréparties
plus générales que la suite nA (mod. 1). Voici, sans démonstration, un résultat
intéressant :

Si A est irrationnel, la suite AP est équirépartie (mod. 1) pour tout entier

r> 0.
Plus généralement, soit @(x) = AxP 4+ Ax?1 4 .. -+ A, xP+A Y+ A,
un polynome de degré p > 1. Si I'un au moins des coefficients (3 I’exception
de A,) est irrationnel, alors la suite @(z) est équirépartic modulo 1. La
démonstration de ce théoréme se fait par une méthode de récurrence qui
dépasse le niveau de cet exposé. Par contre, il est assez simple de montrer
directement le résultat suivant : la suite }/n est équirépartie modulo 1.
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