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LES PUBLICATIONS DE L'AP.MEP.

En plus de son Bulletin servi 4 tous les adhérents de PA.P.M.E.P.
et a ses abonnés, PAP.M.EP. a décidé, en 1960, de publier des livres
ou des brochures écrits par un ou plusieurs de ses membres et pouvant
servir au progrés de ’enseignement des mathématiques.

Les tirages des premiers titres de sa collection « les brochures de
I’A.P.M. » ayant été limités ont été rapidement épuisés. Restent dispo-
nibles, parmi les derniers ouvrages parus :

7. Lecture commentée d’une méta-démonstration de Gédel, par J. Bali-
bar, Maitre-Assistant a la Faculté des Sciences de Poitiers (mai 1962)
32 p., prix 3 F.

8. Le Cours de 'A.P.M. — 2. Espaces vectoriels, par A. et G. Revuz,
1963, 200 p., prix 25 F.

10. Le Cours de 'A.P.M. — 3. Eléments de topologie, par A. et G. Revuz,
1966, 250 p., prix 27 F.

I’édition d’une nouvelle collection, la Bibliothéque d’Enseigne-
ment Mathématique (B.E.M.) a2 commencé en 1967 avec :
1. Pour apprendre « conjecturer : initiation a la stafistique, par
MM. Guerber et P.-1.. Hennequin (Université de Clermont), 1967, 240 p.,
prix 25 F.

Conditions de vente et d’expédition.

Les ouvrages précédents ne sont pas en vente en librairie. Pour se
les procurer, opérer de la facon suivante :
1° Rédiger une formule de virement postal au compte de PA.P.M.E.P. :
Paris 5708-21, du montant des livres demandés (les prix sont compris
franco de port).
2° Bien préciser au dos du virement les titres des ouvrages comman-
dés.
3° Envoyer les trois volets du virement, sous enveloppe timbrée a
0,30 F, au Secrétaire administratif de PA.P.M.E.P., M. Blondel, 154, ave-
nue Marcel-Cachin, 92 - Chatillon-sous-Bagneux.

Vous recevrez les ouvrages commandés en paquet-poste dans le plus

court délai. v
Le secrétariat de YA.P.M.E.P. participe également & la diffusion des

ceuvres complétes d’Evariste Dupont dont le seul ouvrage paru est :
Apprentissage mathématique. I, un volume de 248 p., (Sudel éditeur)
(Prix : 15 F franco pour les membres de 'A.P.M.E.P.),

£
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Les ouvrages cités ci-dessus sont édités au prix cofitant. Aucune
remise ne peut donc étre consentie a quelque titre que ce soit.

Bibliothéque d’Enseignement Mathématique.

Ouvrages en préparation.

— Initiation au Calcul des Probabilités, par L. Guerber et P.-L. Henne-
quin.

— Le Cours de T'AP.M. I. Groupes, anneaux, corps, par A. et
G. Revuz (seconde édition du premier volume actuellement épuisé ;
ouvrage complétement revu et augmenté).

— Le dictionnaire de I'A.P.M., dictionnaire de mathématiques sur
fiches.

I. ETUDE

Fonctions caractéristiques des connecteurs

Maurice GLAYMANN,

Faculté des Sciences de Lyon.

Il existe deux points de vue pour étudier la logique : la méthode
syntactique, qui est purement axiomatique, et la méthode séman-
tique, plus intuitive et basée sur I’utilisation des valeurs de vérité.
Pour une premiére initiation, les valeurs de vérité sont fort com-
modes, cependant il est possible d’algébriser le calcul des proposi-
tions par Pintroduction des fonctions caractéristiques des connec-
teurs, sans avoir recours aux valeurs de vérité. Cest ce que nous
nous proposons de montrer dans cet article (1).

1. Valeur d’une proposition.

En logique bivalente, une proposition x est une phrase vraie oun
ffzusse. Désignons par % I’ensemble des propositions, par % la par-
tie de # définie par les propositions vraies et par ¥ la partie de
définie par les propositions fausses. Les parties % et 7 constituent
une partition de ensemble % .

Considérons alors lensemble ¥ = 10,1} et Papplication
h: 2 ——> 3, telle que, quel que soit x,x = 7 ,
1) A — Vi size

(D sizxe F
h(zx) s’appelle la valeur de la proposition .

Il est clair que, quel que soit x, x = ?,
(2)  h*x) = h(x).

(1) Le lecteur notera le lien étroit qui existe entre les fonctions caractéristi-
ques des connecteurs et les fonctions caractéristiques des ensembles (voir I’arti-
cle fonction caractéristique et ensemble, n° 253).
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2. Négation d’une proposition.

Soit = un élément de # et désignons par -—— x sa négation. Si
e Y, alors —x e F etinversement, six € 7, alors —x & 9.
Il en résulte que, quel que soit x, r = ¥, on a:

@) h@ -Fh— x)=1
4) h(x).h( —2x2)=0.

el

3. Relation d’équivalence sur 7 .

L’application h : % ——> % induit sur ? une relation d’équi-
valence notée H et telle que, quels que soient x et y appartenant &
?, v

(5) aHy si et seulement si h(x) = h(y).

Autrement dit, deux propositions x et y sont équivalentes
modulo H, si et seulement si elles ont méme valeur. Les éléments
de Vensemble quotient »/H sont les parties & et ¥ de ?. Dans
la suite, nous désignerons par v un représentant de la classe %V et
par f un représentant de la classe 7.

Proposition 1. Quel que soit x, x % , les deux propositions x et
—— (— x) sont équivalentes modulo H.

En effet, d’aprés (3),
h{ —(—x)] = 1—h(—x) = 1—[1—h(®»)] = h(x).

Compte tenu de la définition (5), il vient :
6) —(—ax)Hx

4. Fonctions caractéristiques des connecteurs.

Un connecteur 6 définit une loi de composition interne sur 2 :
h: PX P —> 2
tel que :
Vg, @y e X P @y »—- x0y.

Ainsi, par exemple, le connecteur A (conjonction ef) associe, &
deux éléments x et y de 2, I’'élément x A y de # .
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Définition 1. x et y étant deux éléments quelcor#;ues de 7, on
appelle fonction caractéristique du connecteur 6,/la valeur de la
proposition x 6y et 'on pose par définition::

(1) h(xby) = a; + ash(x) 4 azh(y) + a,h(x) .h(yliE
ou h(z) et h(y) sont respectivement les valeurs des propositions
z et y; les coefficients a; (i=1, 2, 3, 4) sont caractéristiques du
connecteur 6. Nous montrerons plus bas que ce sont des entiers
(éléments de 7).

Définition 2. On appelle caractéristique du connecteur 0, Pentier :

®) Co=a,+ a; + az+ a,.

Définition 3. On appelle connecteur associé au connecteur 6, le
ggngefzteur noté 6* et tel que, qEPf‘l_s_ que s_c_>_ie3t_ _ x et g, _éléments
(9 —(@o6y) H (x6*y).
D’aprés la définition (5), on a :
— @6y H —[—(zop],
la proposition 1 permet alors d’écrire :
—(xb*y) H (x0y),

il en résulte que le connecteur 6* est associé 4 6, ceci conduit & dire
que les connecteurs § et 6* sont associés.

Proposition 2. La caractéristique d’un connecteur prend sa valeur
sur Pensemble 3.

En effet,

Vi, y), (x,y) € 92: hx0y) =a; + a;h(@) + ash(y) -+ a,h(x) . h(y)
en particulier, pour deux propositions x et y vraies, il vient :

h(vev)=a1+02+as+a4=‘cg

comme vov e ?, il en résulte que h(rb6v) € 3, d’olu la propo-
sition 2.

Proposition 3. La somme des caractéristiques de deux connecteurs
associés est égale ¢ 1.

En effet,
V@, y), (x,y) € #2: h(xo*y)=1-—h(zoy)
en particulier, pour deux propositions x et y vraies, il vient :
h(v6*v) =1—h@ov),

soit
CO* =1— CO;
ou encore
Ca + Co* = l,
d’ot1 la proposition 3.
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Propriétés des coefficients a; d’une fonc-
tion caractéristique :

Soit un connecteur 6 et sa fonction carac-
téristique :
hiz by =
a; + ash(x) -+ azh(y) + a;h(x) .h{@y).

Pour deux propositions fausses x et y, il
vient :

h{fof) =ay,
il en résulte que q;= 10,11} .

Pour une proposition vraie x et une pro-
position fausse y,

- h(vof) = a; + a,,

Lﬂ s’ensuit que a; + a;= 9, done

a,s t—1,0,1}. On montre de méme,
en prenant une proposition fausse x et
une proposition vraie y, que

ase {—1,0,11} . Enfin, compte tenu de
la proposition 2, on a

e 1~—2,—1,0,1,21 .

Ces résultats permettent de construire
Parbre de toutes les fonctions caractéris-
tiques (figure 1) ; ceci montre qu’il existe
seize fonctions caractéristiques et, par
suite, seize connecteurs (deux a deux as-
sociés) que nous allons étudier.

5. Conjonetion.

Le connecteur conjonction (et), noté A, est tel que la proposition
x A U est vraie si et seulement si les propositions x et y sont toutes
deux vraies.

Proposition 4. On a :
vz, ), (x,y)= #2: h(x A y) = h(x) . h(y).
En effet, si les propositions x et y sont toutes deux vraies :
h(v A V)=1 et hx(v) =1,

si Pune des propositions est vraie, 'autre fausse, ou si elles sont
toutes deux fausses, on a :

hix A ) =0 et h{x).h(y) =0,
d’ou la proposition 4.
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Propriétés de la conjonction.
a) Commutativité. D’aprés la proposition 4,
Vi, g, (x,y) € 92 : h(x A y) = h(x) h(y) = h(y) .h(x) = h(y prx),
il en résulte que :
Yix, ), (g, y)e #2: (xr A P HyAx.
b) Idempotence. De méme ;
vV, xe ? 1 h(x A ) = h2(x) = h(x),
et
Ve, ze ? : (xpx) Hx,
c) Associativité. x, y et z étant trois propositions, d’aprés la proposi-
tion 4, 0on a :

hlxzpn (A 2)] = h(x) .h(y A 2) = h(x). [hy) .h(z)],
= [h(z).h(y)].h(z) =h(z A y).h(z),
=h[(@xA y)A 2],

d’ot1 :
V(X y,2), (@&, y,2)€ 23 [xA @A D]H (@AY Azl
d) Elément neutre.
L’élément v est neutre pour le connecteur A. En effet,
VY, xe P : h(v A x) = h(v) .h(x) = h(x),
el
Y,z ? : (oA x) Hu,

de méme Vz,x=? : (x A v)Hz.

e) Théoréme de la contradiction. La conjonction d’une proposition
et de sa négation est une proposition fausse.

En effet, d’aprés la proposition 4 et la formule (4), on a, quelle
que soit la proposition x :

h(x A—x) = h(x) .h(— ) =0,

il en résulte que Vzx, x&? : (xA— x) Hf. D’otr le théoréme de la
contradiction.

Corollaire. Quelle que soit la proposition x,~—(x A —x) Hu.

6. Disjonction.

Le connecteur disjonction inclusif, ou plus simplement disjonc-
tion (ou inclusif), noté V, est tel que la proposition xVy est fausse
si et seulement si les propositions x et y sont toutes deux fausses.

En examinant tous les cas possibles, il est facile de vérifier que :
h(xVy) -+ hix A y) = h(x) + h(y),
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en particulier :
Y, y), (&, y)e ?2: h(xVy) = h(@) + hy) —h@E@x A ),
compte tenu de la proposition 4, il vient :

Proposition 5.
Y (x, ), (x,y)e #2: h(xVy) = h(x) + h(y) — h(x) .h(®).

Propriétés de la disjonction.

a) Commutativité. D’aprés la proposition 3,
v, y), @y e 72 MoVy) = h) - hy) — h(@) . h(y),
= h(y) +- h(x) — h(y) . h(x),
= h(yVx).

il en résulte que :
V(x,p), (@ye P2 :@Vy RFV).

b) Idempotence. D’aprés la proposition 5 et la formule (2), on a:
Vz, ze ? : h(xVx) = h(x) +h(x) — h¥x) = h(x).

donec :
Vr, re? : (xVx)H,

¢) Associativité. Considérons trois propositions x, y et z, on a:
O e
h h(y Vz)y—h(@) .hy VvV z) =
hgg ih(g) - h(z) — h(y) . h(z) — h(x) [h(y) -+ h(z) — h(y) .h(z)] =
h(z) + h(y) — h(@) h@y) + h(z) —h(z) [h(z) + h(y) —h(x) . h(@y)] =
h(z V y) -+ h(z) —h(x V y) . h(z) =
hi{xV p) V z],
d’our :
Y(x,y,2), (x,5,2) € ?3: [xV(@Vz) ] H[(xVYy) Vz].
d) Elément neutre. L’élément f est neutre pour le connecteur V.

En effet,
vz, xe ? : hxV{f) = h(x) + h({f) — h(@) . h{f) = h(z),

donc :
vz, = ? : &Vf) Hg,
de méme : Ve, ze? (V) Ha.

e) Théoréme du tiers exclu. La dis ]:onction d’une proposition et de
sa négation est une proposition vrate.
En effet, d’aprés la proposition 5 et les formules (3) et (4), on a,
quel que soit x :
h(x V—x) = h(x) + h(—z) — h(x) Jh(—x) =1,
il en résulte que vV, xe? : @V ) HD. D’on1 le théoréme du
tiers exclu.
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f) Distributivité. Les connecteurs conjonction et disjonction sont
distributifs I'un par rapport a Pautre.
En effet, quelles que soient les propositions z, y et z :

: hlxVipAx V]l =

h(x VvV y).hx V z) =

[Ax) + h(y) — h(x) .h(y)] [hzx) + h(z) — h(z) .h(z)] —
h(x) + h(y) .h(z) — h(z) .h(y) . h(z) =

h(x) - h(y A z)—h(x) h(y p 2) =

hlx Vv G A 2],

il en résulte que :
Vix,y,2), (x,g,2)€ P3: [aVGAD]IH[@Vy A @V2)]
On démontre de méme que :
Vx,y,2), @y,20e ?3: [t AQVIIH[(x AP V(EAZ]
g) Propriété d’absorption.
Nous avons, quelles que soient les propositions z et y :

hiz A (@Vy)] = h(x).h(xVYy)

= h(x). [h(x) + h(y) — h(x).h(y)]
= h(x).

On en déduit que :

Vi, yg), @ ype P2 [xV(@ Ay ]Hz.
On démontre de méme que :

Vg, @ ype 72: [xA@Vy ] Hz.

7. Théorémes de Morgan et connecteurs de Sheffer.

Considérons deux éléments x et y de Pet la proposition—(z Vy).

On a:

Vx,y), @y e 22 : h[—(@Vy)l=1—hxVy)
= 1— h(x) — h(y) -+ h(x) . h(y)
== h(—x) — h(y) . h(—x)
=h(—x).h(—y)
=h(—zA—p).

D’our :

Vg, @ e P2 [V IH(x Aoy,

Cest le premier théoréme de Morgan : la négation de la disjonc-
lion de deux propositions est équivalente modulo H de la conjonc-
tion des négations de ces propositions.

On démontre de méme que :

V@, ge 32 [~z Ap] H(—zV—y),
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résultat qui constitue le second théoréme de Morgan : la négation
de la conjonction de deux propositions est équivalente modulo H de
la disjonction des négations de ces propositions.

.
Définition 4. Les connecteurs respectivement associés aux connec-
teurs conjonction et disjonction, notés | et 1, sont appelés premier
el second connecteurs de Sheffer.

Compte tenu de cette définition, quelles que soient les propositions

rety,

@l pH[—@Ap]
et

@ty H[—@Vy ]
Il en résulte que :

h(z | y) =1— h(x).h(y)
et
h(x t y) =1 — h(x) -— h(y) + h(x) . h(y).

Propriétés des connecteurs de Sheffer.

1) On a, quelle que soit la proposition z,
h(x | £) = 1—h%(x) =1 —h(x) = h(—x).

De méme :
h(xt x) = 1 —2h(x) - h2(x) =1— h{x) = h(—x).

11 s’ensuit que :
Ve, ze ?: (xix) Hx 1 ) H(—x).

2) D’autre part, pour tout (z, y) e #2:
h—zx | —y =1—h(—x).h(—y)
= h(x) + h(y) — h(z) .h(y)
= h(xVy)),
el
Vg, @ ype®: (—r— P H@Vy.

On démontre de méme que :
Vi, y),@ype #2: (—x P @AY,

Compte tenu de la premiére propriété, on a encore :
(i@ lp]REVY

el
[(ix) 1 @ pIHEAD.

8. Implication.

Le connecteur implication (< si... alors... »), noté =, est défini

par :
Y, ), @ypeP: (x = pHxVy).
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Ceci permet d’écrire :

V@ y.@ye 7 hz = g)=1—h) +h@.hg).
Il en résulte que le connecteur associé 4 I'implication — qui n’ !
de nom — est tel que : 4 l'implication — qui n’a pas

Ve, g, (@, pe ?2: h(x =* g)=h[—(x => ypy)]
=1—hx = y)
= h(x) — h(x) .h(y)
= h(x) .h(—y) = h(zx A—y).
Ainsi :
Yz, ), (@, e P2 x =* yA@A—Y).

Réciproque, inverse et contraposée d’une implication.

Les propositions :
y = x, —x = —y et —y = —a
sont respectivement appelées réciproque, inverse et contraposée
de Timplication x = y.
II est clair que :
Ve, y, (@ pe ?2: iy = x)=1—h®y) + hx).h(y)
V@, y), @@ ye P2 hy =>* x) = h(y) —hx).hQ).
Notons au passage que, quelles que soient les propositions z et y,
y = oyH@EV—Y
el
y =* 0 )H(—zx A Y.

Proposition 6. Toute implication et sa contraposée sont équiva-
lentes modulo H. De méme, les implications inverse et réciproque
d’une implication donnée sont équivalentes modulo H.

En effet,
h(—y => —x)=1-—h(—y) + h(—z) .h(—y)

= 1— h(zx) + h(x).h(y)

Il en résulte que :

Y, ), (xype 722 (—y = —x) R = p.
De méme,
h(—x == —y) =1—h(—x) + h(—x) .h(—y)

= 1— h(y) + h(x).h(y)

d’ou
Vx,g,x,pe P2: (—x = —ypHF = a).
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9. Equivalence et disjonction exclusive.

Le connecteur équivalence (si et seulement si), noté <>, est
défini par _

vV, ), @ype P2 @ < pHie = paAl = o]
Il en résulte que
Yz, y), @y P2 h(x <> y) hx = p.h(y = x

Remarque importante. 11 est essentiel de bien distinguer les deux

écritures :
r <> y et xzHy.

La premiére est une proposition, donc un élément de I'ensemble

% , alors que la seconde est une propriété relative aux propositions
xety.

Connecteur associé q Uéquivalence : disjonction exclusive.

Par définition, nous avons
V@ y), @ ype 92 hx <>* y)=h[—@x <> y)]
=1-—hx < p)
= h(x) +- h(y) — 2h(x) . h(y).
Le connecteur <=* est appelé disjonction exclusive, on le note W.
Nous avons donc :
VY (x,y), @, y) & P2 : h(x W y) = h(x) + h(y) — 2h(z) . h(y).

Propriétés de U'équivalence et de la disjonction exclusive.

1) La proposition x <= x est toujours vraie.

En effet,
Vr,ze? : h(x <> z)=1—h) —h(x) + 2h%(x) = 1 = h(v)
d’olt
Ve, ze? : (x < xo)Hv

Corollaire. La proposition x wx est toujours fausse.

En effet,
@EWzx) H[ (@& <> 2)]
done
V,xe? : (xWx)Hf,
Remarquons que
h(x W x) = h(z) -+ h(x) —2h*(x) = 0 = h(f).
2) Commutativité. Les fonctions caractéristiques des connecteurs
<=> et W sont symétriques en h(x) et h(y), il en résulte que :
Y,y @ype ?2: (@ < pHy < 2)
et
V@ y @y € P2: @WyH (y W x).
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— 1— h(x) — h(y) - 2h(2) . h(y). -

3) Le lecteur démontrera 4 titre d’exercice que Pon a

1 Vi, p),@ype 22 [(xVy) /\(—ﬂx'v;y)] H@x Wy
e

Vi, y), @y € 92: [(a— ) V(i—zA ] HE W ).

10. Projecteurs et négations.

Les connecteurs projecteurs, notés =, (resp. =) et a ]
j 'y 2 . elé
projecteur (resp. deuxiéme prOjecteur)l,_sonf dé2ﬁnis pPP S premier

) Vg, (@ e 72: (xmy)Hx
&

Vi, y), (@ e ?2: (xny)Hy
Il en résulte que

: Y (2, @ yes 22 h(xmy) = hx)
e

vV (g, (@, y)e 72 : h(xny) = h(y)

Demgqons par—y (resp.~ ) le connecteur associé a =, (resp. =)
et appelé premiére (resp. deuxiéme) négation.

Par définition :

Vi, y), @ ype 22 (@—y) H—(zny)
soit

Vi, g, @ ype 22 () H—a
11 s’ensuit que

h(x—4y) = h(—x) = 1 — h(x)
de méme,

h(x—.y) =h(—y) = 1— h(y).

11. Connecteurs tantologique et antilogique.

Le connecteur {antologique, noté <, est défini par
Viz,y), @ y)e #2: (@) Ho
Il en résulte que
Y (x, y), (X, y)e P2 : h(zry) =h() =1.

Le ’connecteur assqcié_ au connecteur tanfologique, noté « et
appelé connecteur antilogique, est caractérisé par :

Viz,g), (@, y) € 72: (xey) H — (x<rpy),
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soit
Y@y, @y € #2: (@aey) H,
il s'ensuit que, quelles que soient les propositions x et y,
h(xay) = 0.

12. Conclusion.

Nous avons associé a chacune des fonctions caractéristiques
mises en évidence au paragraphe 4 un connecteur. Nous avons
monlré que ces connecteurs sont deux a deux associes.

L utilisation des fonctions caractéristiques permet d’algébriser
le caleul des propositions ; en particulier, 'étude des tautologies
est fort simple, Nous avons rencontré dans cet article un certain
nombre de tautologies :

— (@ A— o) H o

@V —z) Hp (tiers exelu).

Donnons d’autres exemples :
a) Y@y, @y e ?2: [x = @Vyp] Ho,

en effet, PO i
Y =1—h(x +h@®.hk(xVy
e ae AR = 1— h(z) -+ h(x) [h(zx) -+ h(y) — h(zx) .h(y) ]
= 1— h(x) 4 h(z) 4+ h(@).h(y) — h(x) .h(y) =1
il ensuit que la proposition [z => (x V y)] est vraie quelles
que soient les propositions x et y.

b) Modus ponens : .
V), @y e ?2: tzae = pl —> gl Hy,

en effet, ;
hilzpale = ]l = ¥y
—1—hl[zA @& = pl+hlza @ = y)lhy
= 1—h(x).hx = 4 h(x).h(x = y).h(y) ;
—1—h@ [1— h@) +h@h@] + h@hE) [1 — k@) + @]
il vient aprés simplifications,
hifea@ = ypl] = yi=L1L

En particulier, si A (@ => y) est vraie, la proposition y est

vraie, d’ou la régle du détachement :
L = Y
)

Cest, en fait, cette régle que nous utilisons dans nos,fiémc.)nst'ra-
tions : sachant que la proposition x est vraie et que Pimplication
x => y est vraie, nous déduisons que la proposition y est vraie,
ce que nous énongons abusivement sous la forme x implique y.

M. G.
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FILMS MATHEMATIQUES

FILMS COURTS
16 mm - 8 mm - 8 mm en boucle
couleurs - muets

de 3 minutes environ.
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ARITHMETIQUE
Une série de 15 films de Z. P. DIENES
ayant pour but I'approche des
structures essentielles de la numération
et des opérations élémentaires.

CORRESPONDANCES

Une série de 3 films destinés &
illustrer, par I'utilisation des
couleurs et des formes, les notions
fondamentales concernant les

. applications

LOGARITHMES

Une série de 6 films

qui se propose de concré-
tiser visuellement la
notion de logarithmes.

TRIGONOMETRIE

Une série de 7 films destinés &

introduire les fonctions trigonométriques
circulaires a partir du cercle
trigonométrique.

JEUX DE NOMBRES

Série de 5 films sur les ensembles
destinée aux débutants

en mathématiques.

Série de 12 films utilisant

les ensembles pour expliquer

tes propriétés des nombres entiers
a partir de leur décomposition

en facteurs premiers.

) NUMERATION BINAIRE
Deux films destinés' a I'initiation
a la numération binaire.

& Adressez vos scénarii au SERVICE PRODUCTION
r =

< . 14, pl D hine Paris 127
7.3 LEOLIENNE  jasfiece Pasonie Fore
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