1. Ftudes

LES MATHEMATIQUES « MODERNES »
DANS L’ENSEIGNEMENT DU SECOND DEGRE (*)

par André HuisMaN
Inspecteur de I'Académie de Paris

II. — RELATIONS D’EQUIVALENCE. LOIS DE COMPOSITION

Nous avons remarqué que ’égalité entre ensembles posséde les trois
qualités : réflexivité, symélrie, transitivité. Lorsqu’une relation entre
deux éléments d’'un ensemble posséde ces trois qualités, on dit que c’est
une relation d’équivalence.

Exemples : En géométrie, I'égalité et la similitude entre figures sont
des relations d’équivalence. Dans l’ensemble des fractions, la relation
d’équivalence entre b/a et d/c est : bc = ad.

Si, dans un ensemble E, on définit une relation d’équivalence, on
détermine dans E une partition.

Soit R la relation d’équivalence ; pour exprimer que deux éléments
x et 2’ de E vérifient R (sont équivalents module R), nous écrirons : zRx".
Soit x un élément de E ; formons une partie Cx de E avec tous les élé-
ments a” tels que xRx’. Ceci fait, s’il y a encore des éléments de E qui ne
sont pas dans Cz, soit y un d’eux, et formons la partie Cy avec tous les
éléments y’ tels que yRy’, et ainsi de suite. Finalement, tous les éléments

de E seront ainsi classés, et il reste & montrer que les classes obtenues
ne sont pas vides, et sont deux 4 deux disjointes. En effet :

1) la classe Cz n’est pas vide, elle contient au moins x puisque xRx
(réflexivité) ;

2) les classes Cx et Cy sont disjointes, car si elles avaient un élément
a commun, on aurait :

xRa et yRa ou : xRa et aRy = xRy (transitivité de R),
ce qui est impossible car, d’aprés la construction de Cx et Cy, la relation
xRy est fausse.

Les parties Cx obtenues sont les classes d’équivalence, et ’ensemble
formé par les classes d’équivalence est 1’ « ensemble quotient » noté E/R.

(*) La premiére partie de cette étude, consacrée aux ensembles, a paru dans le Bul-
letin n° 223, de juin 1962.
5 La rédaction du Bullefin prie I'auteur et les lecteurs d’excuser plusieurs négli-
gences coupables que nous essayons, ici, de corriger :

— p. 279 : le nom de P'aunteur a été omis.

— Pp. 286, 13° ligue, il faut lire & classes (et mon 16).

— p. 288, 11° ligne, il faut lire 8 classes (et non 16).

I1 faut croire qu’en fin d’année scolaire, le calcul exact de 2 est au-dessus des
forces de la Rédaction !
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Réciproquement, si on a déterminé une partition de E, on a défini
une relation d’équivalence dans E.

Soit une partition de E en classes A, B, .., L. Définissons dans E
une relation R : nous dirons que x € E et y € E vérifient R, (xRy), si
(et seulement si) x et y appartiennent 4 une méme classe de la partition.
Il faut prouver que R est une relation d’équivalence, ce qui est immédiat,
car on vérifie sans difficulté les trois qualités (réflexivité, symétrie,
transitivité).

E

Exemples : Dans le plan, nous nous donnons, entre points a et b, la
relation : Oa = Ob, O étant un point fixe du plan. Cest une relation
d’équivalence, les classes étant les cercles de centre O.

Dans le plan (ensemble de points) donnons-nous une droite D, et
entre les points a et b, la relation R : aRb si la droite ab est paralléle a D.
C’est une relation d’équivalence, les classes sont les droites paralléles a D.

Dans le plan (ensemble de droites) donnons-nous une relation R.:
nous dirons qu’entre les droites d et d’ on a dRd’ si d et d’ sont paralleles
(en convenant, pour la réflexivité, que deux droites confondues sont
paralléles : parallélisme au sens large). C’est une relation d’équivalence,
les classes sont les directions de droite du plan.

De méme dans Pespace, le parallélisme (au sens large) des plans est
une relation d’équivalence ; 'ensemble quotient est I’ensemble des direc-
tions de plan.

1. — L’ensemble des entiers naturels.

Dans I'ensemble N des entiers naturels sont définies deux lois de
composition, I'addition et la multiplication, pour lesquelles nous pren-
drons les axiomes suivants :

Relation d’équivalence : c’est 1’égalité.

a=a; a=b=>b—=a; a=bet b=c = a=c.

Addition : 1) 1l existe une loi de composition interne appelée addi-
tion: a €N, bEN, il existe c==a - b €N ; l'ensemble N est fermé
pour l’addition.

2) La relation d’égalité est compatible avec I’addition :

a=a etb=b = at+b=a-+Db.
3) Commutativité : at+b=0b-+a.
4) Associativité : (a-t+b)y+c=a-+ @+ o).
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5) Il existe un élément neutre, zéro : quel que soit a €N, a 4 0 = a.

Multiplication : 1) 11 existe une loi de composition interne appelée
multiplication : a €N, b €N, il existe d—a.b €N ; ’ensemble N est
fermé pour la multiplication.

2) La relation d’égalité est compatible avec la multiplication :
a=a et b=V = ab=ab.

3) Commutativité : ab = ba.

4) Associativité : (ab)c = a(bc).

5) Existence d’un élément neutre : a.1 = a quel que soit a € N.

6) Distributivité de la multiplication pour I'addition :
a(b 4 ¢) = ab |- ac.
7) Tout élément non nul de N est simplifiable pour la multiplication :
c#0et ca=ch = a=0b>.

Remarques : 1) L’élément neutre pour ’addition est unique, car :
a + x = a quel que soit a, donne, pour a =0: 0 -+ =0, et comme :
0 + x =2, on en déduit, par transitivité : x = 0.

2) L’élément neutre pour la multiplication est unique, car : axr = a
quel que soit a donne, pour a=1:1x=1, et comme lx==x, on en
déduit : x=1.

3) L’axiome 2 de I’addition permet d’écrire :

a=betc=c¢c > a-+4c=b}eg,
nous verrons plus loin la réciproque.

4) L’axiome 2 de la multiplication permet d’écrire :

a=betc=c = ac=be,
Paxiome 7 de la multiplication énonce la réciproque, pour ¢ =< 0.

2. — Symétrisation de N pour I’addition.

Le seul élément de N qui ne puisse pas étre obtenu par addition est
Pélément neutre 0 ; il n’existe pas d’entiers naturels a et b lels que 'on
ait : @ + b =0, sauf bien entendu a = b = 0.

Nous allons définir un ensemble Z dont les éléments sont les entiers.
relatifs, de maniére qu’a tout élément x de Z corresponde un élément
« symétrique » ' tel que 'on ait : x -- ' = 0.

On sait que cet ensemble Z peut étre construit rigoureusement a
partir des couples d’entiers (a, b) entre lesquels on se donne une relation
d’équivalence. On monire alors qu’on peut identifier N 4 une partie de Z.

A un point de vue plus élémentaire, on peut, aprés avoir défini le
syméirique =’ de I’entier naturel x, poser que tous les axiomes énoncés
plus haut restent valables dans I’ensemble Z formé par N et les éléments.
symétriques des éléments de N, a condition, bien entendu, d’avoir
convenablement défini les opérations d’addition et de multiplication.

Intuitivement, les entiers naturels peuvent étre représentés par des:
points d’une demi-droite Oz, mais I’ensemble N ne permet pas de numé-
roter en méme temps les points de la demi-droite opposée Oz, 11 est alors
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naturel d’associer 4 tout point M de Ox son symétrique M’ par rapport
a4 O, et de désigner par 1, 2/, ... les entiers représentés par les points
symétriques de ceux qui représentent 1, 2, ... Deux entiers relatifs seront,
par définition, égaux s’ils sont représentés par un méme point de x'z.

L’interprétation géométrique de la relation : a | a’ = 0 conduit aux
régles connues de Paddition :

243 =1; 224+3=1; 2243 =05,

et en général :
at+tb=@—bsiazb;a4+b=0b—a)siasb;a+b=(a+b)
quels que soient a et b.

Remarquons qu’'une relation telle que : a 4+ b= (a — b) justifie
dans la suite la notation — b au lieu de ' *.

Remarque : Dans N, la soustraction n’est pas partout définie ; b —a
n’a de sens que si b2 a. Avec lintroduction des entiers relatifs, I'opé-
ration devient toujours possible (mais son résultat n’appartient pas
toujours & N). Si a ét b sont des entiers naturels quelconques, b —a est
défini par P’équivalence :
r=b—a <> b=x-+ta
et nous pouvons écrire (axiomes 2 et 4 de l’addition) :
a—=a et b=x-ta>b+a=@+ta)+a =z (@ata)=zx+0==x.
Pratiquement, I'introduction des entiers =’ perdrait beaucoup de ses
avantages s’il fallait constamment distinguer les entiers x et x’. Cest
pourquoi on convient de représenter par des lettres sans accent aussi
bien les entiers naturels que leurs symétriques. Dans ces conditions
x’ représentera désormais le symétrique d’un entier relatif quelconque ;
ce pourra donc étre un entier naturel. Par exemple, si x =3, =(3")'= 3.
Théoréme : Le symétrique de b+ a est o+ b'.
Car: b-+a) +(@+b)=b+}(at+a)+b=b+0+b=>b4b=0.
Observons que la démonstration repose uniquement sur Iassocia-
tivité de I’addition. La commutativité permet d’écrire aussi b - a'.
Théoréme : Tout entier relatif est simplifiable pour I’addition.
Cest-a-dire: a -+ b=a+c = b=c.
Eneffet: o =a et at+tb=a+4c>a+ @+ b)=a -+ (a+c)
ou: (@ -+ a)+b=(@-+a)}cou: 0+b=0+4c ounenfin: b=c.
Remarque : Nous avons admis implicitement I'unicité du symétrique
' de x, ce qui est possible dans une étude intuitive. Notons cependant
que cette unicité résulte des axiomes et du théoréme précédent :
xt+y=0 e ztz=0>rfy=ax4+z=>y=—=z
Conclusion : Résumons ce qui précéde : Z, muni de la seule addition,
posséde les propriétés suivantes : il est fermé pour l'addition ; 'addition
est associative, elle posséde un élément neutre, et tout élément de Z a un
symétrique.
On résume ces propriétés en disant que Z est un groupe additif, qui
est en outre commutatif.

(*) Nous laissons de cOté la vérification des différents axiomes de Paddition,
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3. — La multiplication dans Z.

Nous n’avons pas utilisé 'historique comparaison des nombres rela-
tifs .avec des gains et des pertes,. car elle n’est d’aucun secours pour
définir la multiplication. Nous nous contenterons de nous laisser guider
par les axiomes relatifs a la multiplication dans N, et de définir la mul-
tiplication dans Z de maniére que ces axiomes restent valables.

Tout d’abord, puisque nous admettons que N est une partie de Z,
nous savons ce que signifie le produit ab lorsque a € N et b € N. 1l nous
reste & préciser ce que signifient des produits tels que (en revenant
momentanément 4 la premiére signification de 1’accent) :

2.3 et 2.3.
Théoréme : a.0=0.a =0, quel que soit a € Z.
En effet (axiome 2) : a—=a et a + 0 =a=> ala + 0) = aaq,
puis (axiome 6) : a(a + 0) = aa + a.0 ; enfin : aa + ald =aa= ad = 0.
Soit & définir 2.3 ; d’aprés le théoréme précédent :
283+ 3) =0,
donc : 2.3 4 2.3'= 0, ce qui prouve que 2.3 est le symétrique de 2.3,
d’otr la régle : 2.3 = (2.3)",
On obtient de méme la régle : 2.3’ = 2.3.

Moyennant les régles précédentes, on pourra vérifier les autres pro-
priétés : fermeture de Z pour la multiplication, associativité...

Théoréme : ab=10 et as=0=>b=.0.
En effet: ab=0=a0 = b=0 puisque as<0 est simplifiable.

Conclusion : Outre I'addition, pour laquelle Z a la structure de groupe
commutatif, Z est maintenant muni d’'une multiplication associative, et
distributive pour I'addition. On résume ces propriétés en disant que Z
a une structure d’anneau.

Remarque : Les propriétés de I'addition dans N et Z présentent des
analogies évidentes avec celles des opérations N et U appliquées a des
parties d’'un ensemble. Notons des différences :

a) pour toute partie, on a: ANA—=A, AUA =A,
tandis que dans Z on n’a £ + x — x que pour x = 0, et xx — = que pour
r=0ouzxz=1;

b) chacune des opérations N et U est distributive pour I’autre ;




¢) pour les opérations N et U, la régle de simplification n’est pas
valable ;onn’apas : ANB=ANC>B=C,ni: AUB=AUC=>B=C.

A et B étant donnés, ANB = ANC est vérifié si 'on prend pour C
la réunion de ANB et d’'un ensemble disjoint de A.
A et B étant donnés, AUB = A UC est vérifié si 'on prend pour C

la réunion de BN K et d’'une partie de A ou B.
Par contre, la conjonction des deux égalités permet la simplication
par A :

ANB=ANC et AUB=AUC => B=C.

4. — Les classes résiduelles (module m).

Dans Z, ’ensemble des multiples d’un entier m est fermé pour I'ad-
dition. Ces multiples sont de la forme xzm, ol 'on peut supposer m posi-
tif, en transférant le signe sur-x.

On a ainsi une partition de Z en deux classes, celle des entiers xm,
et celle des autres (m est supposé différent de 0 et de 1).

On peut obtenir une partition plus fine en utilisant la division
< euclidienne » et en définissant une relation d’équivalence entre entiers :
nous dirons que deux entiers a et b sont équivalents (ou congrus)
module m si, divisés par m, ils donnent le méme reste, c’est-a-dire si leur
différence est divisible par m. Nous noterons cette relation :

a=>b (mod m) (congruence).

On vérifie aisément que c’est bien une relation d’équivalence, qui
détermine dans Z une partition dont les classes sont les classes résiduel-
les (mod m).

Il y a m classes, qui correspondent aux restes 0, 1, .., m—1 de la
division par m.

On démontre alors que la relation d’équivalence est compatible avec
Paddition et 1la multiplication :

a=daetb=b=>at+b=a -+ b et ab=ab (mod m).

L’ensemble quotient Z/m est ainsi muni des mémes opérations que
Z ; elles possédent les propriétés déja énumérées, sauf celle qui concerne
la simplification pour la multiplication, sur laquelle nous reviendrons.
Par contre, la régle de simplification pour l'addition subsiste :

at+b=a+4 c=> b=c (mod m).

Probléme pratique : Etant donnée une partition de Z en classes
mod m, comment reconnaitre rapidement 4 quelle classe appartient un
entier donné X ?

Les axiomes permettent de définir dans Z des polynémes ; en parti-
culier, on peut représenter X dans une numération de base B (et d’'une
seule maniére) :

X=a+aB4aB*+ ... 4a,B ¢,€(0,1,..,B—1).
En vertu de la compatibilité de la relation d’équivalence avec les
opérations, nous obtiendrons un nombre appartenant 4 la méme classe

— g —



que X en remplacant les a, et B* par des entiers équivalents (mod m). La
méthode est particuliérement simple dans les cas suivants :

1) toutes les puissances de B appartiennent & la classe 0 ; alors :

X =ao (mod m),
c’est le cas de m =2 et m =5 pour B =10 ;

- 2) toutes les puissances de B appartiennent & la classe 1; alors:

X=a¢+ a1+ .. +a, (mod m),
c’est le cas de m =9 pour B=10 ;

- 3) B appartient a la classe — 1 (c’est-a-dire m — 1) ; alors :
B2t =1, B2*+1=—1 (mod m),
et : X—-ao—(h—l—ao-—...,
c’est le cas de m = 11 pour B = 10.

5. — Généralisation : I’ensemble { xm | yn ! .

Considérons I’ensemble { xm - yn i, ot 'on peut supposer que m
et nn sont des entiers naturels. Cet ensemble est fermé pour I’addition, et
pour la multiplication par un entier :

(xm 4 yn) + (@m 4 yn) = (@ +2)m -+ (y + y)n;
E (xm + yn) = (kx)m -+ (ky)n.

Dans Pensemble, considérons les nombres qui sont strictement posi-
tifs *. Parmi eux, il y en a un qui est plus ‘petit que tous les autres, soit d.
Divisons xm —+ yn par d :

xm -t yn=dg-+r, 0<r<d.
Cette relation montre que r= (xm -+ yn) 4 (— q)d appartient 4 1’en-
semble, et il est > 0. Il ne peut étre > 0, car il serait inférieur & d, ce
qui est contraire a la définition de d ; r est donc nul, et :

zm | yn = qd.
Tous les nombres de I'ensemble sont donc multiples de d ; on est
ramené au premier cas.

Propriétés de d : 1) d appartient 4 ’ensemble, il est donc de la forme
am |- bn. Par suite, tout entier qui divise a la fois m et n divise aussi d.
2) m et n appartiennent a I'ensemble :
m=1.m+4+0.n; n=0m-+4 1.n;
par suite, tout entier qui divise d divise 4 la fois m et n.

En résumé, ’ensemble des diviseurs communs a m et n est égal a
Iensemble des diviseurs de d, ce qui justifie le nom de « plus grand
diviseur commun » donné a d. Nous le désignerons aussi par D(m, n).

Cas particuliers : 1) si d n’a pas d’autres diviseurs que 1 et d, on dit
qu’il est premier ;

2) sid=1, m et n n’ont pas d’autre diviseur commun que 1 ; on dit
qu’ils sont premiers entre eux. Dans ce cas, il existe des entiers relatifs

(*) Nous supposons définie une relation d’ordre dans N et Z.
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a et b tels que : am + bn = 1. Et une telle relation entraine évidemment
que m et n sont premiers entre eux, d’ol :

Théoréme de Bezout : m et n sont premiers entre eux si (et seulement
si) il existe des entiers relatifs a et b tels que Pon ait :

am - bn =1.
Corollaire : Soit D(m,n) =d ; posons : m=m'd, n=n'd, d’ou :
d =am + bn=am'd 4+ bn'd > 1 — am’ + br’ = D(m/d, n/d) = 1.

La régle de simplification multiplicative dans Z/m.
Pour abréger, convenons d’écrire : a|b pour exprimer que a divise b.

Théoréme de Gauss : albc et D(a, b) = 1= ac.
Car D(a, b) =1 se traduit par : za 4- yb =1 d’olt : zac -} ybc = c.
a divisant ac et be, il divise c.
Revenons alors 4 la régle de simplification multiplicative dans Z/m.
Soit la congruence : ca=cb (mod m) ou: c(a—>b) =0 (mod m).
Si D(m, ¢) = 1, le théoréme précédent montre que :
cla—b)=0=>a—>b=0 (mod m),
la régle de simplification est donc valable dans ce cas. En particulier
si m est premier, tout entier qui n’appartient pas a la classe 0 de Z/m
(on dit, pour abréger, tout entier non nul) est simplifiable pour la mul-
tiplication :
c==0 et ca=cb=> a=0>b (mod m)
en tout point comparable 4 I'axiome 7 de la multiplication.
Si D(c, m) =d = 1, posons : ¢ = ¢’'d, m = m'd, D(c’, m’) =1 ; alors :
c{a—b)=0 (mod m) = ¢'(a—b) =0 (mod m’) > a—b =0 (mod m’).
Dans ce cas, la régle de simplification n’est pas valable dans Z/m ;
on peut avoir : xy = 0 (mod m) sans que ’on ait x =0 ni y = 0 (mod m).
Nous allons en voir des exemples.

6. — Tables d’opérations dans Z/m.

L’ensemble Z/m étant fini, on peut représenter complétement les
deux opérations par leurs tables.

Soit par exemple la table d’addition pour Z/6. Dans cette table,
2’ désigne la classe équivalente a 2, c’est-a-dire que 2’ désigne les entiers
de la forme: 2 J- 6k, k € Z.

On remarque : ;
— les rangées se déduisent de la premiére par permutations circu-
laires successives ;

TEnd i S kel i P
T R A A T
atine i R e SR Sy
il o A i e B A T
Sl ol R sl
v (¢ 5 0 r 2 ¥
I R S e
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— 0’ est ’élément neutre de Z/6 pour 'addition ;
— (’ figure une fois, et une seule, dans chaque rangée ; autrement
dit, tout élément de Z/6 a un symétrique, et un seul, pour I'addition..

En résumé, Z/6, fermé pour laddition, a la structure de groupe
additif.

La table permet de résoudre des « équations » telles que :

rx+a="b (mod 6), a, b, t EZ/6

par exemple, 2’ + x =1’ a pour solution & = 5. D’une maniére générale,
si @’ est le symétrique de a :

rta=b<s—rlat+a=b+a ou: x=>b -+ a (mod 6).

Considérons maintenant la table de multiplication dans Z/6.
Or 11‘ 21 3: 4: 5}
[ A A
1 o 1r 2 3 4 b
2: Or 2) 4r 01' 2: 4r
3! 0; 31 Or‘ 3: 01 3r
& o &£ 2 0 4 2
by 0 5y 4 ¥ 2 T

On remarque :

1" est ’élément neutre pour la multiplication ;

seul 5 "a--un « inverse », c'est-a-dire qu’il existe x' tel que:
5.’ =1’ cest 5 lui-méme puisque :

5.5'=1 (mod 6).

1’ ne figure dans aucune des rangées relatives aux autres éléments ;
il peut arriver que Pon ait zy =0 (mod 6) sans que l'on ait x=0, ni
y =0 ; par exemple :

2.3=0, 3.4=0 (mod 6)
(on dit que Z/6 a des diviseurs de zéro).

En résumé, Z/6, muni des deux opérations, a la structure d’anneau.

Probléme : A quoi reconnait-on que Z/m n’a pas de diviseurs de 0 ?

Nous avons vu que :

zy=0 (mod m) et D(x,m)=1=y=0 (mod m)
autrement dit, si m est premier, on ne peut avoir zy =0 (mod m) que si
=0 ou y=0 (mod m). Z/m n’a pas de diviseur de zéro.

Si m n’est pas premier, soit m = ab; a et b appartiennent a des
classes (mod m) @’ et b’ qui ne sont pas nulles ; il y a donc des diviseurs
de zéro. En résumé :

Pour que Z/m n’ait pas de diviseur de 0, il faut et il suffit que m
soit premier.

Probléme : Dans Z/m, quels sont les éléments qui ont un inverse,
c’est-a-dire les éléments a pour lesquels il existe x tel que: ax=1
(mod m). Cette congruence équivaut a Iégalité : ax + my =1, qui
exprime que D(a, m) = 1. Donc :

1) si m est premier, tous les éléments non nuls ont un inverse ;
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2) si m n’est pas premier, seules les classes premiéres avec m ont
un inverse, c’est-a-dire celles qui ne sont pas diviseur de zéro. C’est ainsi
que, dans Z/6, seule 5 a un inverse.

7. — Autre exemple : 1a table de multiplication dans Z/7.

La table d’addition dans Z/7 ne présente pas d’intérét particulier ;
elle nous montrerait que Z/7, comme Z/6 et en général Z/m, a la struc-
ture de groupe additif. Etudions la table de multiplication.

0f o 14 2% 450 0 5 B 6
v o o0 o 0 0 0 O
vl v v 2 & & b5 @
2if o 2 ¢ & 11 ¥ &
3 | A e e e e
viff o ¢ 1 5 2 & 3
sl ‘-5 3w 1y 6y & 02
effl 0y 60 50 &, 3 %0

Nous constatons gue tout élément non nul a un inverse ; nous pou-
vons résoudre des équations telles que :
ax=>b (mod 7).
Soit par exemple : 3z =4’ ; sa solution est : x = 6’ (mod 7).
D’une maniére générale, si a = 0, soit @’ son inverse ; nous aurons :
ar=b=>aax=ab, x=ab (mod7).

En résumé, dans Z/7, fermé pour la multiplication, les éléments non
nuls forment un groupe.

Lorsqu’un ensemble muni d’une addition et d’une multiplication
posséde les propriétés suivantes : ¢’est un groupe commutatif pour I'addi-
tion ; la multiplication est associative, et distributive pour I’addition ;
I’ensemble, privé de I’élément neutre de I’addition, est un groupe pour la
multiplication ; on dit que cet ensemble est un corps. Il en est ainsi
pour Z/m lorsque m est premier.

Application : théoréme de Wilson : Soit m premier ; considérons les
m — 1 classes non nulles (mod m), représentées par 1,2, ..,m—1. Cha-
cune d’elles ayant un inverse, on peut associer les nombres précédents
deux par deux de maniére que, pour un couple (a, b), on ait :

ab=1 (mod m)
1 est ainsi associé 4 lui-méme, ainsi que m — 1, puisque :
(m—1)2=1 (mod m).

En multipliant membre 4 membre les congruences :
ab=1, aibp=1,..m—1=1 (mod m),
nous obtenons :
(m—1)!=—1 (mod m).
Réciproquement, si un entier m vérifie cette derniére congruence,
il est évidemment premier.
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8. — Applications géométriques.

A. — Groupe du triangle équilatéral

Soit un triangle équilatéral ABC, dont les hauteurs se coupent
en O. ABC reste globalement inchangé par les opérations suivantes :
la rotation (O, 4 120°) ; la rotation (O, 4 240°) ; les symétries d’axes
AQ, BO, CO ; et, bien entendu, 'opération neutre (ou identique) qui trans-
forme A, B, C en A, B, C.

Désignons ces opérations par : R pour la premiére rotation, R’ pour
la seconde, H, H’, H” pour les symétries d’axes AOQ, BO, CO. Convenons
de représenter par RH 'opération qui consiste & faire subir au triangle
la symétrie H, puis la rotation R.

Dans ces conditions, nous pouvons dresser une table de multiplica-
tion des six opérations I, R, R’, H, H’, H". Elle est faite de maniére que
le résultat du produit RH se lit 4 l'intersection de la colonne intitulée H
et de la ligne intitulée R.

I R R H H H
I I R R H n g
R |R R I H* H 54
R R I R H H H
H |H H H' I R R’
H |H H" H R I R
H” |H” H H R R 1

L’ensemble des six opérations posséde la structure de groupe : le
produit de deux éléments de I’ensemble appartient 4 I’ensemble ; I est
I’élément neutre, et tout élément a un inverse. Mais le groupe n’est pas
commutatif.

Le groupe peut étre engendré par deux opérations seulement, car :

R'=R2? I =R3 H = HR, H" = RH.

On peut extraire du tableau précédent le suivant :

[I R R
I |1 R R
RIR R 1
RIR I R

ou encore, en se servant uniquement de R et en convenant de rempla.
cer R3 ou I par R :

[R® Rt R?
RO/R® R!' Re
RYR! Rz Re®
R2[Rz2 R R:
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Nous constatons donc que les opérations I, R, R’ forment 4 elles
seules un groupe, qui est un « sous-groupe » du groupe du triangle équi-
latéral. D'une fagon générale, si un ensemble G a la structure de groupe
pour une opération, on dit qu'une partie H de G est sous-groupe de G si
elle est fermée pour lopération du groupe, et si: rEH=z €H,
x’ étant linverse de x dans G, pour ’opération du groupe.

11 résulte immédiatement de cette définition que I’édlément neutre
de H est celui de G, puisque : xx’ € H et que zx’' =¢, e étant I'élément
neutre de G.

Si nous utilisons la table du sous-groupe sous sa derniére forme
(celle ot Pon utilise uniquement R et ses puissances), et si nous faisons
un tableau contenant uniquement les exposants de R, nous obtenons la
table d’addition de Z/3. C’est ce qu’on exprime en disant que le sous-
groupe (R) du triangle est isomorphe du groupe additif Z/3.

Du groupe du triangle, on peut encore extraire les sous-groupes :
(I, H), (I, H), (I, H"), tous trois isomorphes du groupe additif Z/2.

B. — Groupe du carré

Le carré admet huit opérations : I'opération neutre I ; trois rota-
tions : R (0O, 90°), R’ (O, 180°), R” (0, 270°) ; quatre symétries : H, V,
D, D.

I R RR RRH V D D
I I R R RRH V D D
R|R R RRI1I D D V H
RIRR R"I R V H D D
R"|R" I R R D D H V
HIH DDV DI R R R
ViV D H DRI R R
D|D H DDV R RI1 F
DID V D H R R R I

Nous avons encore la structure de groupe non commutatif ; il peut
étre engendré par les seuls éléments R et H :
R'=R? R"=R3 I=R% ou R
D —=RH, D’=HR, V = HR2.

On peut former avec I, R, R’ R” un sous-groupe, isomorphe du’ groupe
additif Z/4.

Remarque : Le groupe du triangle est formé de six éléments, et on
constate aisément que les six opérations géométriques correspondent aux
six permutations qu’on peut définir a partir de I'ensemble (A, B, C). 11
n’en est pas de méme pour le carré, car I'ensemble (A, B, C, D) engendre
24 permutations, alors que le groupe du carré n’en donne que 8. Cela
s’explique : les 24 permutations de (A, B, C, D) peuvent se répartir en
6 parties formées chacune de 4 permutations circulaires ; elles corres-
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pondent 4 un méme quadrilatére parcouru dans le méme sens a partir
d’un sommet différent.

Ces six parties peuvent étre groupées par deux, de maniére & corres-
pondre 4 un méme quadrilatére parcouru dans des sens différents. Fina-
lement, les 24 permutations se répartissent en 3 parties dont chacune
correspond 4 un quadrilatére de sommets A, B, C, D.

A B A B A B

D C D ¢ D #

D’une maniére générale, avec n points, il y a n ! permutations, parmi
lesquelles (n—1) | parties formées de permutations circulaires, et

1 :
5 (n —1) ! polygones distincts dont les sommets sont les n points.

Remarques finales :

a) Le sous-groupe de rotations exirait du groupe du triangle est
d’ordre 3, diviseur de P'ordre du groupe, 6. Il en est de méme pour le
sous-groupe (d’ordre 4) de rotations extrait du groupe (d’ordre 8) du
carré, D’une maniére générale :

Théoréme : Dans un groupe d’ordre n, tout sous-groupe a pour ordre
un diviseur de n.

Soit un groupe G, formé de n éléments, et un sous-groupe H de G,
formé de n’ éléments. Dans G, définissons une relation binaire: a et b
seront congrus (mod H) s’il existe un élément x € H tel que Pon ait :
b = ax. Démontrons que c¢’est une relation d’équivalence :

1) elle est réflexive, car : pour tout a € G, a = ae (e élément neutre
de G, et de H) ;
2) elle est symétrique, car si «’ est I'inverse de x € H, nous avons :
b=ar=>bxr'—arx’—a ou:a=>bx avecx' €H;

3) elle est transitive, car:
b=axr et c=by—c=alxy) avec: xEH et yEH=>axy €H.

Cette équivalence détermine dans G une partition, et la classe d’un
élément a de G contient : axi, axs, ..., ar , x; € H, éléments qui sont dis-
tincts, car : ax, = ar = x, = x , puisque les éléments d’un groupe sont
simplifiables pour Popération du groupe (voir la démonstration faite
pour la simplification dans Z pour I’addition).

En résumé, toutes les classes de la partition sont formées d’un méme
nombre n’ d’éléments, ce qui montre que 'ordre n de G est un multiple
de Yordre »’ du sous-groupe H.
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En particulier, si 'ordre de G est premier, G n’admet pas de sous-
groupe proprement dit, c’est-a-dire autre que G lui-méme et que le sous-
groupe réduit & I’élément neutre e.

b) Le sous-groupe (R) du triangle presente cette particularité que
tous ses éléments sont les puissances de I'un d’eux ; il en est de méme
du sous-groupe des rotations du carré. C’est ce qu'on appelle un « groupe
cyclique ».

Soit G un groupe fini, formé de n éléments, et soit @ 'un d’eux. Si
T'on considére la suite des puissances de q, elle ne peut pas étre formée
d’éléments tous distincts ; il existe donc des entiers k et k’ tels que I'on
ait : a*t¥ —=a* ou :

k¥ — gka¥ = ake > a¥ =e.

Si p est le plus petit entier naturel tel que a? — e, on vérifie que
toutes les puissances de a d’exposants : 1,2,.., p— 1, sont distinctes ;
les puissances d’exposants: p—+ 1,p-+2,..,p+ p—.1, donnent les
mémes éléments dans le méme ordre, et ainsi de suite périodiquement.

En résumé, les puissances de a engendrent un groupe cyclique d’or-
dre p, et par suite p est un diviseur de n.

Nous pouvons considérer des exposants négatifs, en convenant de
désigner I'inverse de a par a—'. Dés lors, nous aurons :

a*=ay = xr=y (mod p).

Si nous écrivons la table du groupe cyclique engendré par a, nous
aurons celle du groupe Z/p ; donc :

Tout groupe cyclique d’ordre p est isomorphe du groupe additif Z/p.

Remarque : Nous avons vu qu'un groupe fini d’ordre m premier ne
peut avoir de sous-groupe proprement dit. Si ¢ en est un élément, ses
puissances engendrent un groupe cyclique dont ’ordre est diviseur de m.
Done, si @ n’est pas I’élément neutre, ce sous-groupe cyclique doit coinci-
der avec le groupe lui-méme. Autrement dit :

Tout groupe d’ordre premier est cyclique.
¢) Théoréme de Fermat : Soit Z/p, p premier ; il y a p— 1 classes
non nulles, qui forment un groupe multiplicatif d’élément neutre 1.

Si x est 'une d’elles, ses puissances engendrent un sous-groupe cyclique
dont I'ordre est diviseur de I'ordre p—1 du groupe ; donc :

rh=1=xr—1=1 (mod p) (pour x £ 0)
c’est le théoréme de Fermat, qu’on peut encore traduire par :
»=x (mod p)
quel que soit alors Pentier x.

Exercices

47) Une relation binaire R est dite « circulaire » si :
aRb et bRc = cRa.

Montrer qu'une relation R est réflexive et circulaire si, et seulement si,
c’est une relation d’équivalence.



48) Examiner la validité du raisonnement suivant : soit R une rela-
tion binaire symétrique et transitive ; on a :
aRb = bRa, puis : aRb et bRa = aRa
done, toute relation symétrique et transitive est aussi réflexive.

49) Peut-on réaliser une partition du plan considéré comme ensem-
ble de points, de maniére que les classes soient :

a) les droites issues d’un point donné A ;

b) les cercles d’un faisceau linéaire ?

50) Soit, dans le plan, une droite D. La relation entre points :
mRm’, lorsque m et m’ appartiennent 4 un méme demi-plan de fron-
tiere D, est-elle une relation d’équivalence ?

Entre les cercles du plan, on considére la relation : cRe’ si les cer-
cles ¢ et ¢’ sont confondus ou bien si leur axe radical est une droite fixe
donnée. Cette relation est-elle une équivalence ?

51) Dans une population, on veut faire une classification basée sur
les caractéres suivants : étre commercgant ; avoir une voiture ; avoir un
réfrigérateur ; avoir une machine a laver. Enumérer les 16 classes de la
partition qu’on peut construire & partir de ces caraciéres, en supposant
qu’aucune ne soit vide.

52) Dans N, on envisage les lois de composition :
a,a—b; aTb—ab-—(a-|— b) ; aSb = 2a — 3b.
(aTh signifie que a et b sont associés par la loi desugnee par T).
Etudler la commutativité et I’associativité.

53) Utiliser les tables d’addition et de multiplication de Z/7 pour

vérifier les lois des deux opérations ; par exemple, calculer :
(3.4).5; 38.(4.5) ; 3& +5); F.4 -+ 3.5

54) Le groupe multiplicatif de Z/7 (c’est-a-dire I’ensemble des élé-
ments non nuls) peut étre engendré par les puissances du seul élément 3".
Il peut de méme étre engendré par les puissances de 5'.

55) Construire la table de multiplication de Z/12. Vérifier que les
classes diviseurs de zéro correspondent a 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10. Les classes
1, 5, 7, 11 ont un inverse et forment un groupe multiplicatif.

56) Nous avons énoncé I'axiome 6 de la multiplication sous forme
de distributivité 4 gauche : a(b + ¢) = ab + ac. Etablir la distributivité
a droite : (b } c)a = ba +- ca.

57) L’axiome 7 de la multiplication admet que tout élément non nul
est simplifiable pour la multiplication, et nous en avons déduit :

ab=0>a=0 ou b=0.
Montrer qu’inversement si 'on admet ce dernier énoncé, on peut démon-
trer I'axiome 7.

58) La congruence : 3 =a (mod 5) a une solution, quel que soit
’entier a.

59) Quels sont les entiers a pour lesquels : x3=a (mod 7) a des
solutions ?
60) Les 16 classes non nulles (mod 17) forment un groupe multipli-
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catif qui peut étre engendré par les puissances de la classe 3. Trouver
les sous-groupes.

61) Equations diophantiennes. Soit I'équation: 5z—7y=1; on
peut la transformer en congruence : 5r =1 (mod 7). Si a est la solution
de cette congruence, les x qui vérifient la premiére équation sont :
= a - 7k. En déduire les valeurs correspondantes de y.

De méme, I’équation :.3x — 25y — 8 donne : y + 2 =0 (mod 3).

Résoudre :
3t —5y=2; dxr—>5y=1; 33z 25y =1 ; 33z 4 25y = 8.
62) Résoudre les congruences :

3xr =2 (mod 5) ; 7x =4 (mod 10) ; 243z } 17 = 101 (mod 725) ;
4r + 3=4 (mod 5) ; 6x 4 3 =4 (mod 10) ; 6x - 3 =1 (mod. 10).

63) Résoudre les systémes de congruences :
=2 (mod 5) et 3x =1 (mod 8) ; 3xr =2 (mod 5) et 2z =1 (mod 3).

64) Démontrer que : D(ma, mb) = mD(a,b), m,a et bE€N. En

déduire :
a=ad, b=2"bd et D(a,b’) =1 = D(a,b)=4d.

65) Etudier I'’ensemble : xa 4 yb -+ zc ; en déduire que si a, b, ¢ ont
un pged d, il est de la forme : d = ma + nb 4 pc.

66) Démontrer que : D[D(a, b), c¢] =Dla, D(b, ¢)] = D[D(a, ¢), b].

67) La régle de simplification est-elle valable pour la loi de compo-
sition aTb = D(a, b) ? Cest-a-dire a-t-on :

D(a, b) = D(a,¢) = b=c?

68) A partir de D(a, b), chercher le plus petit commun multiple M
de a et b. Montrer que : Md = ab.

A-t-on la régle de simplification :

M(a, b)) = M(a,c) = b=c?

69) Recherche pratique du pgcd. Soit 4 déterminer D(a, D). Si b > a
on divise b par a : b=aq -+ r. Si (a, D) désigne I’ensemble des diviseurs
communs 4 a et b, montrer que : (a, b) = (a,r). On recommence, en
divisant le plus grand des deux entiers a et r par lautre. Les nombres
vont en décroissant; on sera enfin amené a chercher les diviseurs
communs & un entier d et 4 0, qui sont ceux de d, lequel sera le pged
de a et b.

Exemple : 77 715 et 37 215.

Au lieu d’employer la division ordinaire (q par défaut, r positif), on
peut employer g par excés et r négatif, de maniére 4 rendre le veste mini-
mum en valeur absolue.

Comparer les deux méthodes avec les entiers 8382 et 1750 ; on a a
faire 7 divisions dans un cas, 4 dans 'autre.

70) En utilisant la méthode précédente (algorithme d’Euclide), mon-
trer que : D(ma, mb) = mD(a, b).

71) Démontrer que pour que I’équation : ax | by = c¢ ait des solu-
tions, il faut et il suffit que : D(a, b)|c.
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Aprés-avoir divisé les deux membres par D(a, b), utiliser le théoréme
de Bezout, qui permet de trouver une solution particuliére de I'équation.
Montrer que la solution générale de I'dquation affine ax -} by = c peu?
s’obtenir en ajoutant une solution particuliére 4 la solution générale de
Péquation linéaire associée ax - by = 0.

D’oll une méthode pour résoudre les équations diophantiennes : on
emploie I'algorithme d’Euclide pour chercher le pged de a et b, ce qui
permet de Pobtenir sous la forme ma -} nb ; d’olt une solution particu-
liére de I’équation.

Exemples : 730x — 27y =64 ; 8z 4 11y =101; 12z 4- 41y =1.

72) En utilisant Ialgorithme d’Euclide, mettre le pged des deux
nombres a et b sous la forme ma -+ nb dans les cas suivants : 14 et 35 3
11 et 15 ; 180 et 252 ; 2873 et 6643 ; 4148 et 7684 ; 1001 et 7655,

73) Si p est premier, plab = pla ou p|b.
74) Démontrer: D(a,m) =D(b,m) =1 = D(ab, m) = 1.
75) Démontrer :

D(a,c)=d, albetclb = aclbd et Mla,c)= ac/d.

76) Les produits des 12 classes de Z/12 par une classe divisenr de
zéro, par exemple 9, ne donnent que quatre classes distinctes, toutes divi-
sibles par 3. :

D’une maniére générale, si D(a, m) =1, en multipliant par a les
m classes (mod m), on obtient les mémes m classes. Si D(a, m) = d, en
multipliant les m classes par a, on a seulement m/d classes distinctes,
toutes diviseurs de zéro et divisibles par d.

77) Si D(a, m) = d, la congruence : ar=2>5 (Inod m) a d solutions
distinctes.

78) Ecrire les tables d’addition et de multiplication de Z/9 ; vérifier
que les éléments autres que 0 et ses diviseurs forment un groupe multi-
plicatif,

79) Vérifier que le groupe additif Z/6 peut étre engendré par les
multiples de la classe 5 (groupe cyclique). Trouver les sous-groupes
cycliques.

80) Pour tout entier  : 22=0, 1 ou 4 (mod 8).

81) Montrer que 2 = 35 (mod 100) n’a pas de solution.

82) Si x?=a (mod 65) a une solution, il en est de méme pour

22 =— a (mod 65).

83) Pour tout x impair non multiple de 3 : 22 =1 (mod 24).

84) Montrer qu’aucun entier =7 (mod 8) ne peut étre une somme.
de trois carrés (utiliser I’exercice 80).

85) Si D(m, m) =1, on peut résoudre les congruences simultanées :
Z=>b (mod m) et x="> (mod m’). Si x et 2 sont deux solutions, on a :

r=2z (mod mm’).

86) Généralisation du 85 : étudier les congruences simultandes :

a,x=>b; (mod m,) avec: D(a,, m;) =1,
les m; étant premiers entre eux deux i deux.
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- 87) Le groupe additif des classes (mod 60) peut 6tre ‘erigendré par
lés multiples d’une classe premiére avec 60. Chercher les sous-groupes.
.. 88) Sur Q, soit la loi de composition : aTb=(a + b)/2. MOIl:tI'e-_Ii
gu’elle n’est pas associative. Calculer : FEFSIM '
-~ aT(dTc) ; (qu)Tc : (@Te)Th ; aT(cTh) ; ....

Sur N, la méme loi est-elle partout définie ?

89) Soit un ensemble E, sur lequel est définie une loi de composition:
T non associative. Etant donnés n éléments, pris dans un ordre déterminé,.
combien de « produits » différents peunt-on former avec ces éléments,
en les associant de diverses maniéres ? Faire le calcul pour n =3, 4 et 5,
pour lesquels les réponses sont respectivement 2, 5 et 12. Exemple : soit
(dans Q) la loi : aTh =a -} 1/b. Etudier la commutativité, I'associativité.
Pour 3 éléments a, b, ¢ pris dans cet ordre, calculer les produits de
I’exercice 88. Calculer les produits pour 4 éléments a, b, ¢, d pris dans cet
ordre. Combien obtiendrait-on de produifs en modifiant Tordre des
4 éléments ?

90) Une loi de composition est définie par la table ci-dessous. Vérifier
si elle est commutative : associative.

T R|lR
Qo o>
o h ol

a
b
(3

Résoudre des équations telles que : 2Tb=c; asTe=z; xTr=a.

91) Dans Q, on considére la loi de composition : aTb =a 4 b - ab.
Etudier la commutativité ; ’associativité ; chercher s’il y a un élément
neutre, les éléments qui ont un inverse ; la loi est-elle distributive pour
Paddition ? Pour la multiplication ?

92) Dans I’ensemble des entiers naturels non nuls, on considére
deux lois de composition : ach est le pged de a et b, aTbh est le ppem.
Etudier la commutativité, I’associativité, montrer que la multiplication
est distributive par rapport & chacune des deux lois.

93) En utilisant la distributivité des lois U et N, démontrer formel-
lement que, A et C étant des parlies données de E, la relalion
ANB=ANC est vérifiée par : B= A’NC, A’ étant le complément de A
par rapport 4 E. Quelles sont les autres solutions ?

94) Soient les couples d’entiers (a, b) et (c, d), a et ¢ non nuls. Mon-
trer que la relation : bc = ad est une relation d’équivalence.

95) Soient les couples d’entiers (a, b) et (¢, d) ; montrer que la rela~
tion : @ -} d = b - ¢ est une relation d’équivalence.

96) Dans l’ensemble des entiers naturels, on considére les parties
suivantes : les multiples de 7 ; les non multiples de 5 ; les impairs ; les
entiers congrus a4 2 (mod 5). Déterminer celles de ces parties qui sont
fermées pour l’addition ; pour la multiplication.

97) Dans un groupe fini d’ordre pair, il existe, en dehors de 1’élé-
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ment neutre; un nombre impair d’éléments . qui sont leurs propres
inverses:. .. -

98) .Etudier le groupe des opérations géométriques qui laissent inva=
riant (globalement) un parallélogramme ; un rectangle.

99) Soit un polygone régulier de n cdtés ; étudier le groupe des
rotations qui laissent invariant le polygone. '

100) Trouver 'ordre de chaque élément du groupe du carré.

101) Etudier le groupe de I’hexagone, et le sous-groupe qui laisse
invariante une diagonale donnée.

102) Si G est sous-groupe de G’ et G' sous-groupe- de G”, G-est-il
sous-groupe .de G” ? L

103) Dans le groupe du carré (avec les notations du texte), trouver
X tel que : RXR'=0D. Si I'on désigne par H— I'inverse de I’élément H
de ce groupe, montrer que : (RH)—! = H—! R—1 et vérifier - que: cette
expression n’est pas égale 2 R— H—1. Aiseqig Az walnwis (1)

104) Montrer que le groupe du-polygone régulier-(ex. 99) peut’ étr
engendré par:deux. éléments R et H tels que : R =T et H2=1. . .

" 105) Dans Z/6, les éléments autres’ que 0 &t ses diviséurs-forment

un’groupe ‘inultiplicatif ; & quel ‘groupe connu est-il isomorphe ? Méme
question p-éu-’r"Z'/Q.l : . D

106) Dans'Z/11, ‘quels sont ceux des ensembles ‘suivants quiforment
un groupe multiplicatif : | ' :

- (1,3,4,5,9; (, 3,5,7,8); (1,8); ,10); (1,10, 3).

107) Tout groupe d’ordre inférieur ou égal & 4 est commutatif.

-108) Dans un groupe G, lensemble des éléments a tels que ax = za
pour tout x € G est un sous-groupe de G, qu'on appelle centre de G.
Chercher le centre du groupe du carré ; du groupe du polygone régulier
de n cbiés.

109) Chercher les sous-groupes des groupes suivants : Z/12 additif ;
groupe du pentagone régulier ; de Thexagone régulier.

110) Les éléments non nuls de Z/7 forment-ils un groupe cyclique ?
Méme question pour les éléments 1, 3, 5, 7 de Z/8 ;pourl, 2,4,5,7, 8 de
Z/9.

111) Parmi les groupes suivants, y en a-t-il qui soient isomorphes :
groupe du triangle équilatéral ; du carré ; des éléments non nuls du
groupe multiplicatif Z/5 ; des rotations de I’hexagone régulier ; groupe
additif Z/4 ; groupe additif Z/6. i

112) Méme question pour : le groupe des rolations du carré ; des
symétries du rectangle ; des symétries du losange ; groupe multiplicatif
de 1, 5, 8, 12 (mod 13) ; groupe multiplicatif de 1, 5, 7, 11 (mod 12).

. 113) A quelle condition un élément a d’un groupe cyclique d’ordre m
engendre-t-il tout le groupe ? On dit alors que c’est un élément primitif.
Chercher les éléments primitifs de Z/10, de Z/12.

114) Si un groupe formé de 6 éléments a un élément d’ordre 3, il
est cyclique.

115) Soient deux entiers naturels a et b, et D(a, b) — 1. Le raison-
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nement employé & propos des groupes cycliques montre que les puis-
sances successives de a, divisées par b, donnent une suite périodique de
restes ; le nombre de termes de la période est le plus petit entier k tel
que : a*=1 (mod b).

Applications : On pourrait en déduire des régles de divisibilité pour
les entiers écrits dans la numération décimale, par exemple par 7, mais
elles ne seraient guére utilisables pratiquement.

Trouver les restes de : 37587 (mod 11) ; de 15321 (mod 7).

116) 1l existe deux types de groupes d’ordre 4 ; 'un est le groupe
additif Z/4, Pautre le groupe des isométries du rectangle.

117) Chercher les groupes d’ordre 5, formé des éléments e, a, b, ¢, d.
On remarquera qu’on doit associer & chacun des éléments a, b, ¢, d son
inverse, et que le seul cas possible est celui olt : ab = cd = e. La seule
solution est un groupe isomorphe au groupe additif Z/5.

118) Quatre hommes possédent en commun des cocotiers et un singe.
Un jour, un premier homme préléve le quart des noix et comme il en
reste une, il la donne au singe. Le deuxiéme jour, un deuxi¢me homme
préléve le quart des noix qui restent ; il y en a une de trop, il la donne
au singe. Le jour suivant, un troisi¢éme homme fait de méme. Enfin, le
quatri¢me jour, les quatre hommes se partagent également les noix, et
comme il y en a une de trop, ils la donnent au singe. Trouver le plus
petit nombre de noix pour lequel le probléme est possible.

Méme question, en supposant que le quatri¢éme homme agisse comme
les trois premiers, et que le partage final se fasse le cinquiéme jour.

119) Sept personnes se partagent un nombre x d’objets, x n’étant
pas divisible par 7. La premiére prend un objet et le septiéme du reste ;
la deuxiéme prend 2 objets et 2/7 du reste, la troisiétme 3 objets et 3/7
du reste, ..., la septiéme prend 7 objets et 7/7 du reste. Trouver la plus
petite valeur de = pour laquelle le probléme est possible.
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