Il. Essai

DECOMPOSITION D'UN NOMBRE PREMIER P=1 (MOD #4)
EN UNE SOMME DE DEUX CARRES

La Jémonstration du théoréme de Bachet (A.P.M. 198) repose en partie sur la
proposition suivante : Tout nombre premier p =1 mod 4 est égal & une sommie de
deux carrés, Voici une démonstration élémentaire assez peu connue de cette propo-
sition.

Soit I'équation %2 -+ ¥2 =omod p dans Z [p premier tel que =1 mod 4] » et
4 premiers avec p. On peut trouver a tel que » = ay mod 2. En effet, -

a?y2 | y2 =142 (a2 4 1) =20 mod p—=> ¢* -} 1=0 mod p car (y,p) = 1.
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Cette derniére congruence est possible puisque par hypothése (——) =-1

Des solutions de #% 4~ 2 =: 0 mod p sont donc de la forme v = av + pu
y =9, 1 et @ entiers quelconques de Z.
Ce résultat peut s’interpréter dans un systéme orthonormé., M étant le point
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figuratif d’'un couple-solution OM = vA +uB  A(a, 1) B (p, 0).
Les points figuratifs des couples-solutions appartiennent donc & un réseau R

-
construit sur les vecteurs A et §

Chaque parallélogramme du réseau R a une aire égale & p. Convenons d’associer
3 chaque parallélogramme un point de ce réseau, par exemple le sommet tel que

“x minimum

(y minimum

Soit un cercle [O, R] R assez grand contenant N sommets. Il existe un cercle de
rayon R -5 > R aussi petit que possible et de centre O contenant les parallélo-
grammes dont les sommets sont intérieurs a [O, R].

It existe aussi un cercle de rayon R-—a > R aussi grand que possible et de cen-
tre O complétement intérieur aux parallélogrammes coupés par [O, R]; a et &

majorés par E6K L 65]

Dot © (R —a)2 < Np <= (R - 0)2
b3 a\? N = b\?
() <p<i(+r)
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R—o R* p

Ceci posé, soit I [y, 4] le point du réseau le plus proche de lorigine, s sa dis-
. ‘0 '-0' . .« . p . .
tance A lorigine, c’est-a-dire la distance minimum entre deux points du réseau
& ]
§2 = 2% 4 1o ] )
Considérons les cercles centrés en chaque point du réseau et de rayon au plus
1 4 N s e - TN
égal & —-. Cercles qui seront donc extérieurs les uns aux autres. Pour les cercles dont
2

les centres sont intérieurs au cercle [O, R] ona
s 2 R2 b 2
Ne(2) <sR+or = s<ig(1+5)
2 N R

donc a la limite G %< 2f

et s2 étant multiple de p on a nécessairement 52 == p = x4> -} v
J. QuerrE (Brest).
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