Il. ESSAI

THEOREME DE BACHET

I. CongrueENcESs. THEOREMES DE FERMAT ET DE WILSON

(En réponse o une demande formulée par un collégue, A. BuqueT nous donie ici
une désmonstration difficilement accessible dans les ouvrages courants, et wutilisc que
les éléments darithmmétique de la classe de Mathématigues Elémentaires. Nous hen-
sons que cetiz élude pourra intéresser d’autres collegues que Uauteur de la gucstion
relative an <« théoréme de Bachet »).

Pour exprimer que deux nombres entiers a et b ont le méme reste de division par
un méme troisiene c, il est éyuivalent d’affirmer que @ est un multiple de ¢ augmenté
de b ou que a et & sont congrus suivant le module ¢, ce qui est noté de facon courante
respectivement par ¢ = M ¢ 4+ & ou a="5 (mod. ¢).

Un des chapitres fondamentaux de la théorie des nombres est Uétude des
congruences & inconnues lorsque le module est donné. Si la notation des congruences
est employée ici, il n'est fait aucun appel a des résultats, méme classiques, non mon-
trés directement a l'aide des éléments d’arithmétique du programme de Mathémati-
ques Elémentaires.

Résoudre la congruence f(a) = O (mod. P) ot f(x) est un polynéme de dearé 72
a coefficients entiers positifs, négatifs ou nuls : @4 4+ ... + a1xr 4 as, clest
trouver toutes les valeurs entiéres qu’il faut attribuer & # pour que le polynome
prenne une valeur numérique multiple du module entier P.

Si une valeur x convient, il en est de méme pour tous les termes de la progres-
sion arithmétique de raison P de terme général iy, = xvo -+ KP. illimitée dans les
deux sens, car f (o -~ KP) — f(x0) est manifestement multiple de P quel que soit
I'entier K. On dit que les termes de cette progression forment unc classe de solutions.
On peut se borner, pour résoudre une telle congruence, i essayer les termes de la
suite (0, I, 2. .., P-—1). Les propriétés de telles congruences sont les plus simples.
lorsque le module P est premier absolu ; c’est ce qui sera toujours supposé par la
suite.

TusoriME 1. — Tounl polyndme de degré u a coefficicnts cutiers
fx) =au"+ ... +a1x 4 av
avultiple d'un nombre premier P pour n valeurs distinctes xy. ra, .., X, prises dans

la suite (0, 1, 2, .., P— 1) peut étre mis sous le forme
f(:b‘) — angn(:"‘) + b, gn—1 (x)+bﬂ——2 gn-2 (r) + oo + b2 gl('f) —'r by
ot b1, ba, .., b, sont nuls ou muliiples de P et g,(x) désigne le produit
(¥ —x1) (v —2a) ... (x— 1),

Divisons f(x) par (#—a1) ; on a (%) = (¥ — 1) Q1(+) + b1. Qu1(r) est un
polyndme A coefficients entiers et by, égal a f(x1), est multiple de P ou occasionnelle-
ment nul. Si I'on remplace & par x2 dans cette identité, il vient

fla2) = (v2— 1) Q1 (#2) + b1 :

f(x2) et by étant multiples de P, il en est de méme du produit (v2 —a1) Qu(r2).

Comme le facteur x2— 21, qui est en valeur absolue au plus égal & P—1 ne peut
étre multiple de P, c’est Vautre facteur Qi(we2) qui est égal a un multiple b» de P.
Pour une raison analogue, Q1(x) est aussi multiple de P pour » = x3, x4, .. ¥,

Divisons Qi(r) par x— a2, il vient Q1(#) = (& —x2) Qulw) 4 b2, le quotient
Qo(x) étant aussi A termes entiers. ]
Qa(x:) et b étant multiples de P, il en est de méme de (i3 —.a2) Qalwy) ;



xa - 1y ne pouvant 'étre, c’est le facteur Qo(az) qui est égal & un multiple b3 de P
{s'il n’est pas nul). Q4(x) est également multiple de P pour x = &4, &5, .., %,
Par divisions successives on définit des quotients Qi(x), Qa(x), .., Q.(2) de

degrés #— 1, n—2, ..., 0 et des multiples de P : by, b2, ..., b, liés par la relation
de récurrence Qi—1(x) = (r— ;) Qux) - b,

Le dernier quotient Q,(x), de degré nul, est égal & A,. L’élimination de Qi(#),
Q2(x), .., Qn_1(x) conduit i la relation de I’énoncé.

THEOREME 2. —- St un polyndme & coefficients entiers de degré n est multiple

d'uin nwombre premier P pour plus de n valeurs distinctes de x prises dans la suite
{0, 1,2, .., P—1) ses coefficients sont nuls ou multiples de P.
Dans Pidentité du théoréme précédent remplacons » par une valeur supplé-
mentaire vpyq rendant aussi f(#) multiple de P. Le produit
anlXn+1— x1) (Xn41— %) . (Xnt1—%n)
doit étre multiple de P. Ce ne peut étre aucun des facteurs (wpr1-#;). cest donc a,
et le théoréme s’ensuit.

THEOREME 3. — La congruence f(x) = o (mod. P) o1t P est un nombre premier
et f(x) un polynéme de degré n dont les termes sont des nombres entiers non tous
multiples de P ou nuls, ne peut admettre plus de n classes distinctes de solutions.

Les P classes distinctes possibles comprennent les P termes de la suite (o, 1, 2, . .,
P —1). §'1l existait plus de n classes distinctes de solutions, on se trouverait dans
les conditions du théoréme précédent et tous les coefficients de f(:r) seraient, en
contradiction avec lhvpothese tous multiples de P ou nuls.

Ainsi, on peut dire qu’en général une congruence de degle n 4 module premier
adimet au plu;. i classes de solutions distinctes. Si ce maximum est atteint de facon
banale avec la congruence g(1) = (mod. P) avec g(x)=(x—1) (v —2) ... (x — 1),
il est aussi atteint dans le cas du polyndéme +P—1 —1, comme cela résulte du

THECREME 4 (DE FERMAT). — Ftani donné un nombre premicr P et un nombre
a non mutiiple de P. Uexpression aP=1—1 est multiple de P.

Divisons par a les P—-1 produits a, 2¢, 3¢, .., (P—1)e, ce qui introduit des
quotients et des restes définis par les relations
(1 ka = Pg;. + ;. (k=12 .., P—1).

Deux restes quelconques, r; et r; sont différents, car leur égalité entrainerait
ia-—Pg;=jo-—Pq; et (—))a=P(g—q).
P devrait alors diviser ¢ ou (i— /) ce qui est impossible, i—7 étant en valeur
absolue inférieur 4 P. Les restes r, en nombre P— 1 sont donc dans leur ensemble
les nombres 1, 2. ... P-—1. En multipliant membre & membre les égalités (1) on
obtient P—n) ! qP-1= P+ (P—1)! et (P—1)! (eP-1—1)=_# P,
ce gqui entraine  alP—!'— 1= J P.

TratorEnE 5 (nE WitsoxN)., — St P est un nombre premier, Uexpression
{P—1) ! 1 est 1ultiple de P.

Les deus congruences f(a) = rP=1_1=0 (mod. P) et

glxy=(r—71) (*+—2) ... (#—P -+ 1) =0 (mod. P)
admettent T'une et Tautre les P— 1 classes de solutions distinctes
KPL 1, KP+42 ..., KP4+ P—1
et i en est de méme de la congruence de degré P—z
Ii(x) = g(x) — f(x) =0 (mod. P).

Draprés le théoréme 2. tous les coefficients du polynoéme fi(x), suppose ordonné,
sent multiples de P ou nuls. St P est impair, il s’ensuit que la somme des termes de
Ia suite (r. 2, 3. ... '—1) est multiple de P, ainsi que les sommes de leurs produits
2] 7l Ze &AL EL P—2a P-—2 1l en est de méme du terme constant (P—) ! -1,
ey demmme 1 | proposition, qui est aussi vérifiée pour P = 2, puisque 1 !4 1=2.
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IT. RESTES ET RESIDUS QUADRATIQUES

Une congruence du second degré de la forme particuliére 32 — =0 suivant
un module premier impair P = 2N + 1 admet au plus deux classes de solutions. La
discussion de sa possibilité suivant les valeurs de @ conduit 3 une notion trés impor-
tante en théorie des nombres. On appelle reste quadratique du nombre prewmier
impair P = 2N -+ 1 tout nombre R de la suite (1, 2, .., 2N —1, 2N) pour lequel
22 -—R =_MP, c'est-a-dire pour lequel la congruence ¥2 = R cst possible. On appelle
résidu quadretique tout terme de la progression R - KP, progression nommée classe
résiduelle. On appelle non reste tout nombre S de la méme suite (1, 2, .., 2N) pour
lequel la congruence #2=S est impossible. La congruence est également impossible
pour tous les termes de la progression s = S -+ KP. Tout terme s est nommé non
résidu, leur ensemble forme wne classe non résiduelle.

Pour P==3 on a une classe résiduelle 3K + 1 et une classe non résiduelle
3K -2 (ou 3K-—1) ; pour P=17 on a trois classes résiduelles 7K - 1, 7K +4- 2,
7K 4 4 et trois classes non résiduelles 7K -+ 3, 7K + 5. 7K - 6. Pour P= 13
on a six restes 1, 3, 4, 9, T0, 12 et six non restes 2, 3. 6. 7. 8, 11.

TuforiME 6. —— Les restes de division par un nombre premicr impair
P==2N - 1 des carrés des nombres de 1 & N sout distincts ef sont dans Uordre
inverse les restes de division par P des carrés des nombres de N - 1 a4 2N. Lc nom-
bre P admet N classes résiduelles et N classes non résiduclles.

It suffit d*étudier les restes R; de division par P des carrés consécutifs de 12 2
(2N)2, car (n -+ KP)? donne le méme reste que 72 Soient Rq, Ra, ..., R, les restes
de division relatifs 4 la premiére moitié de ces carrés. Ils sont tous distincts, car
R;—R;=(1—) (i 4 j) ne peut étre multiple de P, ¢ 4 j et |{ — j| étant au plus
égaux a 2N -—1 sont inférieurs & P. Chacun 'eux est égal & un seul des restes.
RN+1, . ... Ray provenant de la seconde moitié des carrés. car de

N+ 1—9)2—2=(0ENt1) N+ 1—2)= M P
suit R;= Ranj1—i. Il y a donc exactement N restes ct par suite N non restes et
autant de classes résiduelles et non résiduelles.

THEOREME 7. — Pour qu'un nombre r soit résidu quadratiqie d'un nombre pre-
mier impair P == 2N -+ 1, i faut et il suffit quec 1N— 1 soit wultiple de P ; powr
qu'un wowbre s soit wir non résidu, il faut et il suffit que s¥ -+ 1 soit multiple de P.

Il suifit de faire la démonstration pour un reste et un non reste puisque

(i +KPWx1= _MP+nN =1

Pour la totalité des restes et des non restes, c’est-a-dire pour nombre a de la suite
(1, 2. ..., 2N), et d’aprés le théoréme 4 de FErMaT a2N— 1 = P ou encore
(aN—1) (aNA- 1) = _gP. L'un des facteurs aN —1 et a¥+4 1 est donc multiple
de P et jamais les deux puisque leur différence 2 ne peut étre multiple de P.

Sia est un reste K;, on a 2:=_#gP 1L R;entrainant R;N—=_# P }- 2N et
Ri¥—1= (P | i®N.— 1 D'aprés le théoréme de Frrarat, i2N— 1 est multiple
de P et il en est donc de méme de R;N—1. La congruence +N—1=0 (mod. P)
admet donc pour solutions les N classes résiduelles distinctes KP - R;-et ne peut
admettre d’aprés le théoréme 3 d’autres solutions. Lorsque « est égal & un non reste S
le produit (SN—1) (SN |- 1) est multiple de P sans que SN — 1 le soit. C'est le fac-
teur SN+ 1 qui est multiple de P et la totalité des classes de solutions de la
congruence aN - 1 =0 (mod. P) est fournie par les N classes non résiduelles.

TrtorEme & — Le produit de deux résidus on de denv non résidus est i
résidu ; le produit d’un vésidu par un non résidu est un non résidu.



— 197 —

Soient # et #’ deux résidus et s et s’ deux non résidus ; on a
N=_ M P41, ¥'N=_gP+1, sN=_#P—1, sN=_#/P—1
d’ott 'on déduit par multiplication :
(rr'We=_fP+1, (ss')N=_#P+1, (rs)N=_#P—1

<e qui, d’aprés le théoréme 7 démontre la proposition.

IIT. DECOMPOSITION EN SOMME DE CARRES

TrEOREME 9. — Un produit de somwmes de denx carrés est une somme de deus
carrés ; un produit de sommes de quatre carrés est wne somme de quaire carrés.

Cela résulte des identités
(@® 1+ b2 (@2 4 b2) = (ad’ 1+ bb")2 -} (ab” — @'D)2,

(@ 0% -2 d?) (@2 0242+ d2) = (ad’ - bb -+ cc’ -+ dd’)2
+ (@b’ —ba’ — cd’ 4 de’)2 + (ac’ - bd’ — ca’ — db)2 | (ad’ — b’ - b’ —da’)2.

TrEOREME 10. — S% le produit d'un nombre premier P par un nombre n infé-
vieur @ P ost égal a une somme de deux carrés, il existe un nombre w inférieur ¢ n
tel que le produit P’ soit égal a une somme de dewx carrés.

Soit Prn=a? 4 b2 ; en divisant a et b par u et en prenant les restes minima en
valeur absolue on obtient des nombres @', &', a”. b” vérifiant les conditions

2
n n \ _n

" =a—nd, b"=b—nb’, || < -, p"|< =, dott "2+ B2 — < 2
2 2 2

Alors 2”2 L p"2 =024 b2 —2(aa’ -+ bb)n 1+ (@2 + b2)n2 est égal 2 un
multiple %’ de 1 si # =P —2 (aa’ + b&’) 4 (2 + b"2)n < n. Le produit Pr’ est
bien une somme de deux carrés,

Pw =P2% —2 (ea’ + 00" )P+ (a2 4 82) (a2 1 b'2) = (P—ad'—b)")2 + (ab’—a’b)?

Il s’agit bien de deux carrés et non d’un seul (cas ot la démonstration serait
illusoire), car si 'un des deux carrés était nul, I'autre serait un multiple KP de P,
ce qui entrainerait #”’=K2P =P et n > n’ 2 P en contradiction avec I’hypothése.

TaEOREME 17. Si un nombre premier P divise une somme de deuxr carrés
inférieure & son carré P2, il est lui-méme égal & une somme de deux carrés.

Il existe alors un nombre 1 < P, tel que Pn = a2 - b2 et par suite on est assuré
de l'existence d'un nombre n1 < # et d’une décomposition Prny — @21 -+ 521. Le théo-
réme est vérifié si n; == 1, sinon on peut trouver g tel gue n2 < n1 < # < P et une
décomposition Pu 2 == a?2 |- 22 avec une conclusion analogue. On peut ainsi for-

mer une suite décroissante #1, #i2, ... qui se termine par un terme égal i 1, ce qui
vérifie la proposition.
THEOREME 12. -— S% le produit d'un nombre premier P par un nombre entier n

infériewr 3 ¥ est égal & une somme de 2, 3 ou 4 carrés, il existe un nombre entier v
inférieur & n, tel que le produit Fn' soit égal & une somme de 2, 3 ou 4 carrés.

Soit Pn==qa2 - b2 4 c2-} 42 ; en divisant a, b, ¢, d par # et en prenant les
restes minima en valeur absolue, on obtient quatre quotients o', ', ¢’, d' et quatre
restes @”, b”, ¢”, d” vérifiant les conditions
" —=a—na, b =b—unb', " =c—unc’, d" =d

nd’ o |a”], |8”], lc"|, |2”]
T . , B I3
sont inférieurs ou égaux i ~ . La somme 3a"% = Xa? — 21 Zaa’ + #° Za'? est égale
: 2

A un multiple #nn' de #' = P -—250d’ 4 n Za2 < .
Si n' << n, il vient
P = (p —Zae")2 -+ (ab’ — ba’ — cd’ 4~ dc’)2 + (ac® + bd> — ca’ — db’)?
+ (ad’ — b’ + b’ —da’)2.
Si %' = n, cette décomposition ne peut convenir. Dans ce cas # est un nombre
pair 2n” et les nombres @, b, ¢, d se répartissent en deux couples de méme parité. Si

3.
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a et b sont de méme parité, il en est de méme de ¢ et d. A la place de #' on prendra

”

b3 o 0aD
# — — < 1, avec la décomposition
2

] a+b\* a—b)\? c+d\?  [c—d)?
Pn=(2)+ z)+(2)+(°)'
Les carrés sont au nombre de 2, 3 ou 4 ; ¢'il n’y avait qu'un seul carré (cas oir

la démonstration serait illusoire), ce carré serait un multiple KP de P. On aurait #”
ou n” = K2P = P et # ne serait pas inférieur 3 P.

THEORRME 13. — ST un nombre premier P divise une somme de 2, 3 ou 4 carrés.
inférieure d son carré P2, il est lui-méme égal & une somme de 2, 3 ou 4 carrés.

On peut déterminer une suite de décompositions Pn; = 3a2;, o1 les nombres 73,
nz, ... vont en décroissant, le dernier étant égal 3 1.

TrtoriEME 14. — Tout nombre premier de la forme 4m - 1 est égal & une som-
we de dewx carrés.

Pour un tel nombre premier P = 2N 4+ 1=4n-41, N est pair et puisque
(—D)N=(-—1)2r=1, d’aprés le théoréme 7 le nombre — 1 est un résidu quadra-
tique. Le nombre P-—1 est donc un reste et il existe un nombre ¢ (théoréme 6) au
plus égal & N tel que 2—(P — 1)=_/# P, ou encore 2 - 1 ==_#/P. Le nombre P
qui divise 2--1<N2-L 1 < P2 se trouve dans les conditions d’application du
théoréme 11, il est somme de deux carrés.

TakorEME 15. — Tout nowmbre premier de la forme 4n - 3 est égal & une som-
me de 3 ou 4 carrés.

Pour un tel nombre premier P—=2N 4+ 1=—=4n -} 3, N==2n-} 1 est impair

et (—1) =-—1. D’aprés le théoréme 7, le nomhre — 1 est un non résidu et, par
suite, P— 1 est un non reste.
Dans la suite (1, 2, 3, .., 2N) le premier terme est un reste et le dernier

2N'=TP -—— 1 est un non reste. Il existe donc deux termes consécutifs % et & -+ 1 dont
le premier est un reste et le second un non reste, le produit des deux non résidus
hi4-1 et —1 soit -—h— 1 est, d’aprds le théoréme 8, un résidu. Il existe donc,
d’aprés le théoréme 6, deux nombres ¢ et § au plus égaux i N, tels que

Z—h= _YP, 2+ht+1= _HYP, ot 2+2 1= _#P

Avec P==7 on pourra prendre h—=2,1=—3, j=—=2, # -} 2+ 1=7X 2.

Comme 2 |- 72 - 1 < N2+ N2+ 1 < P2 le théoréme 15 est applicable et P
est somme de 2, 3 ou 4 carrés. Mais il ne peut étre la somme de deux carrés seule-
ment ; ces carrés de parités différentes conduiraient i

P— (2p + 1) + (2q)2 = 4k + 1 5% 4n - 3.

TrkorEME 16 (DB BACHET). — Tout nombre entier est égal 4 une somme de
quatre carrés, dont certains peuvent étre nuls.

Tout nombre entier N peut étre décomposé en un produit de facteurs premiers
qui sont, soit 2, soit de la forme 4n - 1, soit de la forme 4n -}~ 3, tous décomposables.
en sommes de 2, 3 ou 4 carrés. D’aprés le théoréme 9, N peut étre décomposé en
somme de 2, 3 ou 4 carrés. Le plus petit nombre demandant 4 carrés est

7=2%4 12+ 12 | 12
A. Buquer, professeur auw Lycée, St-Quentin (Aisne).
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