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B
I. ETUDES

THEORIE DE L'INTEGRATION (I1)

par A. REvyz
Professeur ¢ la Faculté des Sciences de Poitiers -

Les mesures dénombrablement additives et I'intégrale de Lebesgue

I. LES 6-ANNEAUX ET LES MESURES ¢-ADDITIVES

1) Idée initiale. Position du probléme.

Etant donné un anneau 4 et une étendue positive m sur g, nous
avons vu que le principe d’Eudoxe ne pouvait étre appliqué avec profit
qu’une seule fois, et qu’il pouvait exister des ensembles non quarrables.
Par exemple, sur le segment [0, 1], partant des intervalles et de leur
longucur, on trouve que I'ensemble des rationnels n’est pas quarrable.
It est cependant dénombrable, et chaque point, comme segment dont les
extrémités sont confondues, a une longueur nulle : la série de terme
général nul a une somme nulle. Tl est « naturel » alors d’attribuer zéro
comme « longueur » 4 Pensemble des rationnels, et également d’attribuer
comme < longueur » a tout ouvert O inclus dans [0, 1], la. somme s, infé-
rieure ou égale 4 1, de la série A termes positifs dont les termes sont les
longueurs des intervalles deux a deux disjoints dont Uouvert est réunion
et d’attribuer 1 — s comme longueur au fermé [0,1] — O.

Mais il ne peut étre question d’étendre la « longueur » a certains
ensembles particuliers seulement, s’il s’agit de créer une théorie utili-
sable.

L’idée a dégager des exemples précédents est la suivante : une
réunion dénombrable d’ensembles quarrables A; deux & deux disjoints
doit recevoir une mesure, somme de la série dont les termes sont les
étendues mA,.

Pour préciser, donnons deux définitions :

Un s-anneau sur un ensemble X est une partic _# de pX) telle
que, N étant 'ensemble des entiers positifs :

* Conférence prononcée le 20 mars 1938, & PInstitut Henri-Poincaré, et organisée
par la Soeiété Mathématique de France, en accord avec P’A.PM., 5 IPintention spé-
cinle des professeurs.

1.
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Ai€ M, iEN, => U A€ M
iEN
A, B => A—-Be
Une mesure (ou pour préciser une mesure dénombrablement addi-
tive ou c-additive) est une application y de _4/ dans R telle que :

si AjnA; =4 quand = j

i
on ait y.< U A[>= “~ uAj,
iEN i€N
Nous nous limiterons d’abord 4 des mesures positives, mais nous.
accepterons la valeur 4 <« pour une mesure.

Avec ces définitions, nous pouvons poser les problémes :

«) Existe-t-il des s-anneaux ? -

g) Existe-t-il des mesures ?

v) Un anneau _/, et une étendue m sur _#, étant donnés, existe-t-il
un s-anneau _g contenant _g, et une mesure u. sur m dont la restriction
a _M, soit m ?

La réponse 4 la question «) est immédiate : p (X) est un c-anneau.
De plus, l'intersection d’une famille quelconque de s-anneaux est un
s-anneau ; étant donné une partie % -4 ¢ quelconque de p (X), il existe
donc un plus petit s-anneau non vide contenant % : ensemble non vide
(il contient <), intersection des s-anneaux contenant % .

Les réponses aux questions ) et y) que nous allons donner mainte-
nant sont nettement moins aisées.

2) Mesure extérieure. Ensembles mesurables.

Partons d’un anneau _j/, et d’une étendue positive m sur _#,. On
peut essayer de remédier aux insuffisances du principe d’Eudoxe en
substituant des réunions dénombrables aux réunions finies :

Nous considérerons donc les ensembles A inclus dans au moins une
réunion dénombrable d’ensembles «;€_#,, soit H(_#,) l'ensemble de
ces A.

Les ensembles U z; jouercnt pour A le rdle des » du principe
iCN
d’Eudoxe [cf. 17 partie].

Nous sommes donc conduits & définir une application :
m* de H(_#,) dans R, ([0, 4+ «]) par
m*A = inf 2 mziy Ac U CTR 'ziE_/[Z:
( i<N icN
m* sera dite une mesure extérieure.

[8}]

(1) A noter quon a toujours m¥ g =0.
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Sa propriété fondamentale est sa sous-additivité ;

il est clair que A; CH(_Z,}, iEN ==> U Ai=H{ o)

iz N
Nl
et on a alors m*( U Ai>\< }- m* A,

TN iEN
EXEMPLE : La mesure extérieure de l’ensemble des rationnels de

conte-

€

[0, 1] est nulle (prendre pour z; un intervalle de longueur

2| o

nant le i’ des points rationnels rangés dans une suite).

Mais, on ne peut en général trouver d’ensembles jouant le role des
ensembles 8 du principe d’Eudoxe. [Par exemple, pour un fermé F
de [0,1] et louvert complémentaire O, on trouve m*0=s,
m*F = 1-—s; mais tandis qu’il existe en O des réunions finies d’in-
tervalles dont la borne supérieure des étendues est précisément s, le
seul ensemble de _#, contenu en IF est ¢ si I est totalement discontinu].

A Yorigine, étudiant des ensembles E contenus dans [0, 1], LEBES-
GUE remplaca le sup mf défaillant du principe d’Eudoxe, par ce qu’il
appela la mesure intérieure de E, m E=1-—m*E" (E' complémen-
taire de E par rapport 4 [0, 1]), et définit comme mesurables ceux pour
lesquels m_E = m*E, soit m*E + m*E’' = 1.

Dans la situation plus générale ol nous nous sommes placés, on
définira comme m*-mesurables les ensembles E¢& H(_#,) tels que
v A H( ), on ait (si E' est le complémentaire de E) :

m*A =m*(AnE) +m*(An E) (2).

On peut établic que la mesurabilité s’exprime aussi par (3) : Si
m*A < =,

Ves0 3 % % H{# avec AnEc 2 AnE c «
et m¥(ana) < =

Le résultat fondamental de la théorie est énoncé par le

THEOREME : La famille des ensembles m*-mesurables est un s-an-
neau. La restriction p. de m* & _/ est une mesure.

1* Supposons E et F mesurables.

Mesurabilité de E ; m*A =m*(An E) + m*(AnE) v AcH(_#,)

Nous écrivons la mesurabilité de F, en prenant pour ensemble A :

AnE et AnE ; cela donne :
m*(AnE)=m* AnEnF)+m*(AnEnF’)
m*AnE )j=m*(AnE nF)+m*AnEnF')

On en déduit : v A ZHI_#,).

(2) En vertu de la sous-additivité de m, on a toujours m* A < m¥@An E)
m*(A 0 E). 11 suffit donc de vérifier m* A >>... pour obtenir la mesurabilité de E.

Si X ¢ H({_#,) et m*¥X < oo, la mesurabilité peut étre définie par m¥E + m*E’ =
m*X. (La démonstration de cette équivalence utilise la deuxiéme définition de la
mesurabilité).

(3) Ce second énoncé est plus intuitif et plus proche des idées de Lebesgue. Le
premier, plus moderne (Caratheodory), conduit & des démonstrations plus simples.
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1) m*A=m*AnEnF)+m*AnEnF)+m*(AnE nF)+m*AnE nF)
On remarque que AnE' n F'=An (EyF) et que si I'on remplace
dans (1) A par :
An(EuF),
on obtient :
(2> m* [An(EyF)l=m*AnEnF)+m¥AnEnF )+ m*AnE nF).
D’on finalement :
m*A =m*[An(EyF)-+n*An(EyF)]
E y F est mesurable.
2° Remarquant que E—F =EnF’ et que (E——F)=E'y F, on
voit en remplacant dans (1) A par An(E' y F) que :
mH¥An(E-F))=m*AnEnF)4+m*(AnEnF)+m*AnE nF’)
d’oi :
m*FA=m* An(E—F; 4+ m*An/E—F)]
E —F est mesurable,
3° Si E; et E2 sont mesurables et disjoints :
m*(A nE; n Ez) = m*g =0, et (2) donne :
m*An(E iy E;)|=m*AnE,) +m*AnE,)
Soient alors E,, i ¢ N, mesurables avec E;n B;=4¢ si i54].

On a:
" n
m*An |J Ei)=- ¥, m*(AnE)
=1 =1
n
Posons : Fu= |JEi F, est mesurable et

i=1

m¥A =m*(AnF,) L m*(AnF ;)= 2 mH*AnE)+m*AnF',

=1
n
Si E = U Ei{i, EcF,etona: m*‘A}_\: m*AnE;)4|+m*(AnE’)
iEN i=1

d’oll : :

A .
m*A > = mYAnE)+m*(AaE) > m*AnE)+-m¥*(AnE)

TN )
la derniére conclusion éfant due & la sous-additivité de m*. Elle prouve
la mesurabilité de E et les égalités :

\! .
m¥A = « m*AnE) 4+ m¥HAnE)=m*AnE;+ m*AaE').
iEN
Remplacant A par E, on obtient :

=
m*(E) = Z m*(E,).
iEN
REMARQUE : On montre aisément que si E _/ et m*(E) = 0, alors
vFcE, on aF¢ et m*F—0. La mesure p. obtenue est alors dite
compléte (i.e. tout ensemble inclus dans un ensemble mesurable de
mesure nulle possede la méme propriété).
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L’existence d'une mesure s-additive ne résulte du théoréme précé-
dent que si on établit que _# est non vide, ce qui résulte du théoréme :
‘Mo M.

Soit, en effet, E<€_g,, A ¢ H(_#,) et o; € _J, tels que :

Ac Uozi et Emaigm*A—}—z
iEN i€N
on a: mie;n E) 4+ m(e;n E') = ma,
D’otr :
» e . . . o
m*A—+:> A m(ain E)4-mainE) > m¥AnE)-Fm¥*(AnE')
i€N
ce qui, ¢« étant arbitraire, établit la mesurabilité de E.
La réponse a la question y est fournie par le théoréme.

THEOREME : m  est la restriction de v & _/,, si et seulement si

PN, Ef Mo EnE—=gsiizj, JE=Ec
iEN

>
implique mE— < mE;.

iEN
La nécessité de la condition est évidente.
La réciproque résulte de la proposition précédente et du fait que si
la condition de I’énoncé est satisfaite, on a m*E = mE pour E< /.

Soit en effet : », € _#,, i¢N et Ec U ¥,

iCN
Posons : 8,=o;nE, on a 8, € _#, et E = U 5 et mB; < ma,.
HS
Posons E, = p;— U 8, on a E, ¢ #,, mE, < mg,

i<i
et E;n E;= ¢ si is=j. D’ol :
mE = EmEi<2m(5i<}:mz,-
ce qui implique mE < m*E. ;

L’¢égalité résulte de ce que E est a lui seul un recouvrement de lui-
méme.

Une étendue satisfaisant aux conditions de la proposition précé-
dente est dite s-additive.

Exemple d’étendue non c-additive :

Prenons pour X le semi-segment ]0,1] et pour _g#, l'anneau des
réunions finies de demi-segments J«,8]. On pose m(]0,2])=u -} 1,
ce qui permet de définir m sur _#,. On a en particulier :

m(la,B]) =8 —a si a7=0.
On a m]90, 1] = 2, mais on remarque que :

Al et
Or 'E; m(] n—j——l, %]):1;52
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La conclusion subsiste si X = [0,1] et si on adjoint & _# 6 I'en-
semble 10| avec la mesure 0.

On démontre aisément par contre que pour X = [0, 1] et I'anneau
précédent, si 'on pose m([0, xz]) = g(x), la condition nécessaire et suffi-
sante pour que m soit s-additive est que g soit continue a droite.

INTEGRALE DE LEBESGUE., FONCTIONS MESURABLES BORNEES.

Nous reprenons exactement la théorie faite dans le cas général pour
Pintégrale de Riemann, mais en supposant que _j[ est un s-anneau, et
en remplacant I’étendue m par une mesure sur # : soit 7 (X, #, u) (4)
I’ensemble des fonctions intégrables [au sens de Riemann par rapport
a (A4, »)]. 11 est possible de caractériser simplement ces fonctions.

DErFINITION : Une fonction réelle définie sur X est dite mesurable
(par rapport a ) si, quel que soit le semi-segment Ja, 8}, on a

—1

f (Qo, ] —j04) <_#. (Il est clair qu'on peut remplacer dans cette défi-
nition ]s, 8], par [a, B], [« B[, ]2, B[, et prendre «, (ou B) infini, car les
réunions dénombrables et les différences d’ensemble de _# sont
dans _A).

THEOREME : Il y a identité entre les fonctions mesurables bornées
et les fonctions de 7 (X, 7, u).

Nous établirons ci-dessous que toute fonction mesurable bornée est
intégrable. Soit [A, B] un segment & Pintérieur duquel f prend ses va-
leurs. Considérons avec LEBESGUE un découpage :

h=A<h<..l;<l;<..<l,=B de [A, B]
et les sommes (dites sommes de Lebesgue) :
n--1 n—1
—1 =1
6= E Lm(f 1, liv1]) ‘,\,:,:: E ligam!f ] i, lital)
i—0 i=0
‘en remplacant éventuellement un des ensembles par :

f 0, Ll —10)
si 0 - [A, B].

1
On remarque que les ensembles f (]l 1, ]) (avec la réserve que
Pon vient de faire) constituent une partition de I’ensemble A, sur lequel

{ prend des valeurs non nulles, et que si Pon désigne par o et 2 les
sommes de Riemann relatives a cette partition, on a :

°\°"<2 <2

4) F&X, A, m), dans le cas ot m ost une étendue, est un sous-espace de Ien-
semble des fonctions bornées f nulles hors d’un ensemble ApZ 4 et on avait mA, < oo,
comme pour tout ensemble de /.

Pour une mesure, la restriction yA < =, Vv A ¢ _# peut étre inopportune, aussi
est-ce Pensemble des fonctions considérées a priori que nous restreindrons : fonctions
bornées f nulles hors d’un ensemble A, £ _f et de mesure finie : yd, = co.
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Or, si ;4 —1I; < s pour i = 1,..,n—1, on a:
0 <Z——c< su (A),
ce qui établit I'intégrabilité de f.
La réciproque que nous établirons dans la 3° partie de cet exposé
fait intervenir la structure de cs-anneau de /.
L’intégrale définie sur 7 (X, _/, p) est dite intégrale de Lebesgue :

() = I;{fdu-

Le théoréme précédent a I'intérét de montrer que l'originalilé essen-
tielle de Pintégrale de Lebesgue est de s’appuyer sur un c-anneau et
une mesure s-additive et que la substitution d’'un découpage de I'espace
des valeurs de f &4 une partition de A; n’affecte que la présentation de
Pintégrale et n’a pas Pimportance qu’on semble lui avoir d’abord
attribuée.

11 est clair que toutes les propriétés démontrées pour 7 (X, A, m)
et pour 'intégrale de Riemann sont valables pour 7 (X, /, p) et Vinté-
grale de Lebesgue, ainsi que le fait que si (_#, w) est Textension de
(AMo> m), onafZ (X, _#,w) > FZX, M, m), et que Pintégrale de Riemann
est la restriction a 7 (X, #,, m) de lintégrale de Lebesgue, forme
lindaire sur 7 (X, 7, w).

Le fait que P’inclusion soit stricte, résulte d’une remarquable pro-
priété de 7 (X, #, u) et de Iintégrale de Lebesgue.

THEOREME : Si la suite f, est constituée de fonctions mesurables
bornées avee |f,(®)| < K, vneN; A(fn)c AC_/, avec A < o« et si la suite
converge simplement vers une fonction f, celle-ci est mesurable et bornée
et I(f) = lim I(f,).

n
‘La mesurabilité de f résulte de I’égalité :
o=1Ilim f, = inf sup f,
m n>m
=il -1
et de 3 (m=D=N U fuclx=).
m n>m

Pour établir la p>1'op1'iété relative 4 I, on peut, en remplacant f, par
fo— [, se ramener au cas ou f=0.

Soit alors F, = l|a; x€A, 3 m>n|fu(x)|>: 00 2 F,c M, F,> Fpy

et ﬂ F, = ¢, puisque la suite f, converge simplement.
Par suite, v : 3 n tel que nF,) <s.
Le théoréme de la moyenne permet alors d’écrire :
i](fn)l < KP'(FH) + EP'(A - Fn) < Ke + E’P'A'

Pour situer I'importance de ce résultat, remarquons que si X< A,
I'imtégrale de Riemann est continue si Z(X, 4, m) recoit la topologie
de la convergence uniforme, tandis que l'intégrale de Lebesgue Lest si
7 recoit la topologie de la convergence simple, topologies qui sont res-
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pectivement la plus fine et la moins fine des topologies naturclles que
Pon peut définir sur un espace de fonctions numériques.

FoNCTIONS SOMMABLES.

On peut plonger 7 (X, #, v) dans un espace plus grand auquel I
est prolongeable.

Soit 7 (X, _#, ») I'ensemble comprenant :

a) les fonctions f positives telles que :

I(f) =sup | 1(g) ; g7 (X, M, ), 0 < g<f| <o

b) les fonctions négatives telles que — [ salisfasse 4 a) avec

I+ =—1—p;

¢) les fonctions de signe quelconque telles que f+ = sup (f,0) et
inf (f, 0) = f— satisfassent & @) et b) pour lesquelles on pose :

TP = I+ + I, .

On vérifie aisément queij\ (X, _, w) (ensemble des fonctions somma-
bles) a toutes les propriétés algébriques de 7 (X, _#, u) qu’il contient.

Pour f 65 (X, M, w), il existe encore A;¢ 4 tel que f soit nulle hors
de A; mais on ne peut plus garantir que pA; < «. Mais, on peut définir
f(f) par des sommes de Lebesgue en faisant varier les nombres [; de
— o, & | 0, ¢ et E étant alors des sommes de séries absolument

convergentes. On peut de maniére équivalente définir ,I\(f) a partir de
sommes (généralisant les sommes de Riemann) définies 4 partir de par-
titions dénombrables de A; en ensembles A; telles que les séries
2 sup | f(x) ; €A {pA; et 2 inf | f(x) ; x<A;|pA; soient absolument
i i

convergentes.

Les propriétés de linéarité et de croissance de I (dont Ia restriction
a Z (X, _#,p) est I) sont conservées. Sa « continuité » est décrite par les
théorémes suivants, que nous énoncerons sans démonstration :

1. Si f,, gEiZ\(X, Msw), si|f,] < g, et si f, converge simplement

vers f, f{? X, M, p) et
T(f) = lim Kf,).

II. Si f, 65(}(, Ms w)s St fo=<<fryqetsi 1i111T(f.,,) existe, il existe une
fonction f E} (X, _#, w) telle limf,(x) = f(x), sauf peut-éire pour
& CAg Ag € M et uAy==0, et lim I(f,) = Kf).

III.’I\(|f|) est une semi-norme pour §(X, My w).

L’espace normé correspondant est complet : espace L, (X, _/#, u).
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CAS DES MESURES DE SIGNES QUELCONQUES,

On démontre que toute mesure u prenant les deux signes peut
s’éerire :
w==1—p2, ot 11 et uw» sont toutes deux positives. Pour toute

fonction telle que / fduy et | fdus existe, on pose :

Y
e

e ffdm . ffaw.

Les propriétés des fonctions intégrables et des intégrales s’étendent
sans difficulté.

[
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LE CALCUL DES PROBABILITES,
LES GRANDES LIGNES DE SON DEVELOPPEMENT
ET SES PRINCIPAUX CHAMPS D'APPLICATION *

par R. FoRTET
Professeur a la Sorbonne

A. — AXIOMATIQUE ET GENERALITES

1° La notion de probabilité est intuitive ; pourtant, elle n’est deve-
nue une notion scientifique, plus précisément mathématique, que tar-
divement ; cette élaboration s’est opérée principalement par deux voies
a certains égards bien différentes : les jeux de hasard et les dénombre-
brements statistiques. Dans les jeux de hasard, les événements intéres-
sant le joueur sont combinaisons d’un nombre fini d’événements fonda-
mentaux ; les dispositions sont prises pour que ces événements.
fondamentaux soient équivalents du point de vue de la question de
savoir lequel d’enire eux se produira, ce qu'on peut traduire en disant
qu’ils ont la méme probabilité : c’est ce qu’on a appelé le « principe de
symétrie » ; la probabilité Pr (A) d’'un événement A quelconque est alors
repérée par le rapport n/N du nombre n de ceux des événements fon-
damentaux qui réalisent A au nombre total N des événements fonda-

mentaux ; et rien n’empéche de poser conventionnellement Pr (A) = % o
La théorie des « événements équivalents » de de Finetti peut étre consi-
dérée comme une forme moderne et généralisée du < principe de
symétrie ».

Les premiers dénombrements statistiques portant sur des popula-
tions assez larges et prolongés assez longtemps concernaient surtout des
caractéres sociaux ou économiques; un tel dénombrement fait appa-
raitre, par exemple, que, sur les N individus recensés, n ont le carac-
tére C étudié (d’étre célibataire, chémeur, ete...) ; il est arrivé que. pour
une population donnée (mais qui évolue néecessairement au cours du

o g n b o
temps), la fréquence empirique N garde une stabilité frappante ; on

peut traduire cette observation concréte en disant qu’il y a une proba-
bilité¢ Pr (C) qu'un individu de la population en question ait le carac-

tére C ; la fréquence empirique L\II— différe peu de Pr (C), si N est assez
4

000 . n o,
grand, et, intuitivement, d’autant moins que N est plus grand : N four-

nit donc une estimation plus ou moins précise de la vileur inconnue

* Conférence prononcée le 20 novembre 1958, a I'Institut Henri-Poinecaré, et orga-
nisée par la Société Mathématique de France, en accord avec P’A.P.M. a lintention
spéciale des professeurs.
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de Pr(C) : ce qui conduit naturellement & attribuer aux probabilités

Pr (C) les propriétés mathématiques des rapports g :

Les probabilités auxquelles on accéde par 'un ou l'autre des deux
procédés ci-dessus sont-elles bien de méme nature ? En tout cas, elles
ont les mémes propriétés formelles ; ce sont ces propriétés qui, expri-
mées sous une forme mathématique rigoureuse et imposées par axiomes
aux probabilités, constituent ’axiomatique du calcul des probabilités ;
je vais indiquer cette axiomatique, sous la forme aujourd’hui classique
dite de « Kolmogorov ».

2° Axiomatique de Kolmogorov : Un probléme de calcul des proba-
bilités concerne un systéme 2 quelconque, mais déterminé, qui a plu-
sieurs configurations distinctes possibles, parmi lesquelles il en adopte
une déterminée sous Yinfluence du hasard. Soit ¢ ’ensemble de toutes
les configurations possibles, u un élément quelconque de %/ ; dans la
terminologie Fréchet, < est la catégorie d’épreuves, u une épreuve ;
dans la terminologie de Kolmogorov, u est un « événement élémen-
taire », % l'ensemble des <« événements élémentaires ». Un événe-
ment A (concernant E) est toujours définissable sous la forme sui-
vante : A est réalisé si I’épreuve un réalisée posséde un certain caractéere
ou propriété C ; si alors on appelle A le sous-ensemble de %¢ constituée
par les u qui ont le caractére C, on peut identifier I’événement A et le
sous-ensemble A : les événements sont les sous-ensembles de G . Les
¢léments généraux de la théorie des ensembles sont donc applicables aux
événements : notion de réunion, intersection, limite, ete...; des sous-
ensembles disjoints de % sont des événements incompatibles, etc...

La probabilité p(A) d’'un événement A c 9/ est une fonction d’en-
semble A ; Pun des axiomes comporte que c’est une fonction compléte-
ment additive ; commme le domaine de définition d’une telle fonction est
nécessairement une s-algébre (corps de Borel), nous pouvons dire finale-
ment que :

AxioME 1 : Tout probléme de caleul des probabilités porte :

«) sur un ensemble arbitraire 9 (catégorie d’épreuves) d’élé-
ments u de nature quelconque (épreuves) ; tout sous-ensemble A
de ¢ est un événement ;

b) sur une c-algébre (corps de Borel) 73 de sous-ensembles A < % ,
contenant </ lui-méme, mais pouvant étre quelconque par ail-
leurs ;

¢) sur une mesure finie, ou probabilité, p définie sur B, c’est-a-
dire sur une fonction d’ensemble p(A) réelle non négative,
complétement additive (s-additive), définie sur 73, telle que
p(F¢) =1, mais pouvant éire quelconque par ailleurs ; p est Ia
loi de probabilité de la catégorie % .

Les jeux de hasard et les relevés statistiques dont j’ai parlé au § 1

\

invitent évidemment a ifnposer & p d’étre additive ; aucune évidence
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expérimentale n’oblige a imposer & p la restriction supplémentaire d'étre
complétement additive, mais sans elle trop de questions devraient rester
sans réponse.

On peut imposer a p la condition supplémentaire d’étre une mesure
compléte, mais ce n’est pas & proprement parler une restriction, puis-
que si p n’est pas compléte, il est toujours possible de la compléter, par
un élargissement convenable du ¢-corps 74 .

On notera qu’en général il existe des sous-ensembles A de </ qui
ne font pas partie de 73, donec il existe des événements A qui n'ont pas
de probabilité : non-probabilisés.

Probabilités conditionnelles : Un point trés important est que la
probabilité d'un événement n’est pas une propriété intrinséque de cet
événement ; elle dépend de lui, mais aussi de la catégorie d’épreuves ¢
a laquelle on référe I’'événement.

Soit ¢ une partie quelconque de %/ : c’est aussi une catégorie
d’épreuves, plus restreinte que < ; comme sous-ensemble de %/ . G,
représente un événement B, et 9 est la catégorie des épreuves qui
réalisent B.

Supposons un événement = consistant en ce que I'épreuve réalisée u
posséde un certain caractére G ; par rapport a la catégorie /. < est
représenté par le sous-ensemble A < G constitué¢ par les u % qui
possédent le caractére C; par rapport a la catégorie 9,  est repré-
senté par le sous-cnsemble A’ des u de 9/ qui ont le caractére C; évi-
demment :

A=A nDB;
supposons ¢ probabilisé dans 9 [¢ -3 ; Pr(e) ou Pr(d) = pla)];
pour que & soit aussi probabilisé dans ¢, il faut d’abord que %7 soit
munie d’une loi de probabilité ; donc :

— qu’il existe un s-corps 78 de sous-ensembles de <, conte-
nant 9 ; avec, définie sur /3, une mesure de probabilité
piptau)=11;

— cnsuite, il faut que A=A n B < 73 ; alors la probabilité de e
par rapport & 9 est p(A nB); on lappelle la probabilité
conditionnelle de ¢ (ou de A) par rapport 4 B [quand B est
réalisé¢] et on la note souvent : Pr (A/B).

Les jeux de hasard et les dénombrements statistiques suggerent que
Pr (A/B) est normalement différente de la probabilité Pr(A) de
dans ¢ ; et plus précisément que :
21) Pr(B)Pr(A/B)=Pr(An B) [pB)pAn B)=p(An B)];
on est donec amené & imposer la propriété (2,1) par axiome ; mais on
s’apercoit rapidement que cet axiome est insuffisant. Le probléme typique
que I'on rencontre est le suivant : en considérant le triplet (%, 5. p)
comme donné, soit donnée également une famille 7 de sous-ensem-
bles e ¢/3, deux A deux disjoints et dont la réunion est @/ ; A dési-
gnant un événement quelconque de /3, la probabilité conditionnelle
qle ; A) = Pr (A/e), si elle existe pour tout e 7 et tout A G, doit
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étre, pour tout e fixe, une fonction complétement additive de A 7B ,
avec q(e ;9¢) = 1. Complété par (2,1), cela ne suffit pas 4 déterminer q ;
il est naturel de substituer & (2,1) la propriété plus stricte suivante ;
soit @(g) le plus petit s-corps contenant tous les e ; pour tout événe-

ment E @\g) , on doit avoir :

-

(2,2) qle ; A)dy. = p(e n A),

E
ot u est la mesure induite par p sur g : nous adopterons (2,2)
comme second axiome (axiome des probabilités composées).

Alors g(e ; A) est déterminée par le théoréme de Radon-Nicodym ;
mais elle n’est pas ainsi déterminée de facon unique ; et, en géndral,
parmi les solutions ainsi offertes par le théoréme de Radon-Nicodym,
il n’y en a aucune qui, comme fonction de A, soit complétement additive.

On s’est alors demandé quelles conditions, au moins suffisantes, il
convient d’imposer & (9, B, p), — et & la famille G —, pour qu’il y
ait au moins une solution complétement additive ; les résultats dans ce
sens les plus intéressants semblent ceux obtenus par Irgina, qui a utilisé
le concept de « mesure parfaite » introduit par Gnedenko et Kohno-
gorov. Il serait utile d’avoir des conditions assurant Pexistence, mais
aussi Punicité d’une solution complétement additive ; pour le moment,
on n’a de telles conditions que dans des cas assez particuliers.

J’ai, ici, considéré le probléme de la probabilité conditionnelle en
partant de p (ou probabilité a priori) comme donnée, la probabilité
conditionnelle étant 4 déduire de p : c’est ainsi que le probléme se pré-
sente naturellement en statistique. Mais, dans d’autres domaines (pro-
cessus stochastiques), ce qui est naturellement donné, c’est un jeu de
probabilités conditionnelles, & partir duquel il faut construire p; dans
les cas simples, le théoréme de Fubini régle la question ; dans des cas
compliqués, on se trouve en présence d’un probléeme non encore résolu.

3¢ Commentaires sur Paxiomatique de Kolmogorov : On a critiqué
(et d’aillenrs Kolmogorov lui-méme) Paxiomatique précédente, en parti-
culier sur les points suivants :

1) elle prend comme base les notions d’épreuve et de catégorie
d’épreuves : or ces notions sont trés abstraites ;

9) un événement de probabilité 1 n’est pas forcément certain, mais
seulement presque-certain ; cette distinction entre événements certains
et événements presque-certains n’est pas immédiatement intuitive, ou
suggérée par 'expérience ;

3) I’additivité compléte, adoptée pour les raisons dites plus haut,

garde cependant un certain caractére d’arbitraire.

On peut éviter ces objections, en prenant comme base les ¢véne-
ments probabilisés eux-mémes ; ils forment une algébre de Boole, ct
finalement tout probléme de probabilité concerne alors une algcbre de
Boole métrique, qu’on peut toujours supposer compléte ; divers auteurs
ont étudié cette autre forme d’axiomatique, montrant qu’elle échappe
effectivement aux objections 1), 2), 3) ci-dessus, tout en étant en fait
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strictement équivalente 4 I'axiomatique de Kolmogorov (les objections
1), 2), 3) sont donc de forme plutoét quessentielles) ; jusqu’a présent, on
utilise peu cette axiomatique booléenne.
4° Indépendance : Revenant au triplet (9, B, p), deux événements
A et B sont indépendants si :
‘l Pr(A n B) =Pr(A) X Pr (B)
Pr(An B) = Pr () X Pr(B)

Pr(A n B) — Pr(A) X Pr (B)
| Pr (An B) =Pr(d) X Pr(B)

en désignant par ]!‘, le contraire (complémentaire) d’un événement E ;
ces quatre conditions se réduisent & une seule si ni Pr (A), ni Pr (B) ne
valent 0 ou 1 ; on définit de fagcon analogue I'indépendance « mutuelle »
d’un nombre fini quelconque d’événements ; noter que trois événements
A, B, C peuvent étre indépendants deux 4 deux sans I’étre mutuellement.

5" Notion générale d’élément aléatoire : Soit <Y, un espace quelcon-
que et xr= x(u) une application quelconque de 9 dans < : c’est un
élément aléatoire, a valeurs dans ¢, qu'on désignera souvent par une
majuscule X. En général, on se limite aux éléments aléatoires X, ou
applications x = x(u), tels que les événements intéressants concernant X
soient probabilisés. Un événement concernant X est toujours du type :
X € e, ol1 e est un certain sous-ensemble de &¢ . L’ensemble des Pr (X <e)
pour tous les e tels que 'événement X ¢ ¢ soit probabilisé constitue la
loi de probabilité de X.

B. — VARIABLES ALEATOIRES

G° Définition et description d’une variable aléatoire : Naturellement,
la premiére catégorie d’éléments aléatoires qu’on a considérés sont ceux
pour lesquels ¥ est 'ensemble R des nombres réels ; il s’agit alors des
nombres (réels) ou variables aléatoires ; pour une variable aléatoire X,
les événements naturellement intéressants sont ceux du type X < x,
x nombre réel donné quelconque ; on supposera donc que ces événe-
ments sont probabilisés [x(u) est une fonction mesurable-p de u ¢y 1,
et on posera :

Pr(X <z)=F@) :
F(x) est la fonction de répartition de X ; c’est une fonction monotone
non-décroissante, continue & gauche. On écarte en générai le cas ot il ¥
aurait une probabilité positive que X soit infini ; on a alors :

F(—») = lm F(x) =0 ;
X — — o

F(+ o) = lim F(x) =1.
xr— -}

F(x) détermine Pr (X e), du moins pour tout sous-ensemble e ¢ R
d’intérét pratique, en particulier si e est un ensemble de Borel.
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Lorsque F(x) est dérivable, sa dérivée f(x) est la densité de proba-
bilité de X.

Espérance mathématique et moments : L’espérance mathémati-
que E(X) de X est définie par :

4 .
E(X) = f IOV COE j  @dF(@),

ol, par définition, P’intégrale existe si, et seulement si, elle est absolu-
ment convergente.

Le moment algébrigue d’ordre K (K entier > 0), rapporté a
Pabscisse @, am K est défini par : ol
+o
a'"K:E{(X—aK)]:f (x—a)sdFix);

le moment absolu d’ordre K (K re'elZ—O) rapporté a I'abscisse a, a "*K,
est défini par : n

’.+w
am#K:E(IX_.(”K):‘-/ ]x—a]KdF(JJ).

Quels que soient K >0et h >0, on a:
®D  Pr(X—a>n<®k

(inégalités de Bienaymé-Tschebischev).

Extensions :

a) Variables aléatoires complexes : Si ¥, au lieu d’étre 'espace R
des nombres réels, est 'espace C des nombres complexes, X est une
variable aléatoire complexe.

b) Variables aléatoires réelles a plusieurs dimensions : Si 2} est
un espace E, affine proprement euclidien, X est une variable aléatoire
réelle 4 n dimensions ; si on rapporte E, &4 un repére cartésien, si
X1, X2, ..., X, sont les coordonnées de X par rapport a ce repére, il appa-
rait qu’une variable 4 n dimensions n’est autre qu'un systeme de n va-
riables aléatoires (en général non indépendantes). Une variable complexe
peut éire considérée comme une variable réelle & deux dimensions.

Si X=Xy, Xs,...,,X,) est une variable réelle 4 n dimensions,
F(xi, a2, ..., x,) = Pr(Xs < &1, Xo < &2, ..., X, < &,) est sa fonction de
répartition ; c’est une fonction de n variables.

Fonction caractéristique : Revenons au cas d’une variable réelle X
A une dimension. Sa fonction caractéristique o(ir) est la fonclion de u
réel définie par :

1+w
‘?(ll) e EEeiua‘J :/ eiuzx F(.’E),'

autrement dit, g(u) est la transformée de Fourier de F(x). ¢(0) =1,
o(u) est uniformément continue sur (— o, 4 «) et est définie positive ;
toute fonction o(u) continue et définie positive avec ¢(0) =1 est la
transformée de Fourier d’'une fonction de répartition et d’une seule ; la
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correspondance biunivoque entre F(x) et o(u) est bicontinue (avec des
topologies convenables).

Avec des adaptations convenables, les notions d’espérance mathé-
matique, de moments, de fonction caractéristique s’étendent aux varia-
bles complexes, ou aux variables &4 plusieurs dimensions.

Si X et Y sont deux variables réelles (4 1 seule dimension chacune),
on a toujours :

(6,1) EX +Y) = EX) + EX).

Si on pose :

x = E(X—EX)|®)
o% = E(Y — E(Y)|?)
ox oy = E|{[X—EX)][Y —EX)]{,
on a: 0 <|rl << 1 d’aprés I'inégalité de Schwarz; |[rj=1 si, et seule-
ment si, il v a entre X et Y une relation linéaire a coefficients non aléa-
toires : r s’appelle le coefficient de corrélation de X et Y.

X et Y sont indépendants si, quels que soient les ensembles e1, ex de
nombres réels, les deux événements X £e;, Y£ e sont indépendants. Si
X et Y sont indépendants, on a :

(6,2) E(XY) = E(X) X E(Y),
el par suite le coefficient de corrélation de X et de Y est nul.

7° Addition des variables aléatoires indépendantes : Si X et Y sont
indépendantes, et si S=X | Y est leur somme, on a:

(7,1) E(S) = E(X) 4+ E(Y)
d’;ll)l'C‘S (6,2) ; si EX) = E(Y) = E(S) = 0, on voit avec 6,2) que :
(7,2) E(S2) = E(X%) + E(Y?) ;

d’une facon générale, il n’est pas difficile de calculer un moment algé-
brique quelconque E(SX) de S, en fonction des moments, d’ordre < K,
de X et de Y ; les formules obtenues sont de plus en plus compliquées
quand K augmente.

Si F(xz), G(y), H(s) sont les fonctions de répartition de X, Y, S res-
pectivement, on a :

- o
7,3)  H(s) = / G(s—) d F(x)—= / F(s— ) d G(y)s

autrement dit, H est le plodmt de convolution de F et G ; ; par suite, si
o1 (1), v2(11), o3(u) sont les caractéristiques de X, Y, S, on a :
(7,4) as(i) = o1(u) X ga(u).
8° Convergence en probabilité, presque-sire, en moyenne : Les
convergences en mesure, presque-partout, en moyenne d’ordre «, usuelles
dans la théorie de la mesure et des fonctions mesurables, sc transfor-
ment immédiatement en calcul des probabilités, on elles prennent les
noms, respectivement, de convergence en probabilité, presque-siire, en
moyenne d’ordre o« ; par exemple, une variable aléatoire Xy (K=1,2,3)
tend, lorsque K — - =, vers une variable aléatoire limite X en moyeunne
d’m dre 2 (en moyenne quadratique) si E[{(Xiz—X)?] — 0 alors,
d’aprés (6,1), X tend vers X en probabilité. $i Xi tend vers X en pro-
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babilité, cela ne signifie pas que la différence Xz — X est petite, mais
seulement qu’il y a, pour K assez grand, une probabilité arbitrairement
voisine de 1 pour que Xy — X soit arbitrairement petite.

9° Lois asymptomaliques de Paddition des variables aléatoires indé-
pendantes : Le chapitre le plus anciennement développé du calcul des
probabilités consiste 4 étudier la somme. S, d’'un grand nombre n de va-
riables aléatoires indépendantes X;, Xo, ..., X, :

S,=X1 4+ Xe 4+ ... + X5
on dégage ainsi des lois asymptotiques (pour n— - ) qui appar-
tiennent 4 deux types principaux :

1° Lois des grands nombres : Les lois des grands nombres propre-
ment dites sont des théorémes établissant, sous des conditions convena-
bles, que lorsque n-— - «© la moyenne arithmétique S,/n tend (par
exemple en probabilité) vers une limite L.

Exemple : Soient une succession de parties indépendantes de pile
ou face, numérotées 1, 2, ..., n ; a chaque partie, les probabilités de pile
et face ont les mémes valeurs respectivement p et ¢ =1—p (on sup-
pose 0 < p < 1. Si X; vaut 1 ou 0 suivant que la partie N° j donne pile
ou face, S,/n est la fréquence relative de pile sur les n parties ; on
prouve facilement que S,/n tend en moyenne quadratique (donc en pro-
babilité), et aussi presque-sfirement vers p ; car

O E(S./n—pl) ~
ce qui rejoint Pidée intuitive que la fréquence empirique, sur un grand
nombre n d’expériences, de I'événement pile doit étre en un certain sens
une valeur approchée de sa probabilité p.

2° Lois de probabilités limites : Reprenons ’exemple de pile ou face ;
pour n grand, S, est probablement grand ; sa fonction de répartition
F,(x) tend donc vers 0 pour tout x fini ; mais cette constatation n’ap-
porte rien de nouveau ; mais normons S, convenablement, aprés I'avoir
rapporté a une origine également convenable ; en fait, considérons, au
lieu de S,

U, = (S, _np)/\/ ran,

qui pour tout n a une espérance nulle et un moment d’ordre 2 constam-
ment égal 4 1. On démontre que la fonction de répartition G,(u) de U,
tend pour tout u vers :

o(u) = /4 3 d'c

fonction de répartition connue sous le nom de loi de Laplace (ou de
Gauss).

De telles lois-limites peuvent étre mises en évidence dans des cas
beaucoup plus généraux que celui de pile ou face ; 'usage des caracté-
ristiques et de (7,4) est fondamental pour cette étude, aujourd’hui a peu
prés terminée ; elle a mis en évidence les notions de lois stables, quasi-
stables, indéfiniment divisibles (la loi de Laplace est stable, et par suite
indéfiniment divisible) ; les efforts les plus récents ont visé a préciser
la rapidité des convergences [de G,(u) vers ®(u), par exemple], ou a



savoir si la convergence des fonctions de répartition s’accompagne de la
convergence des densités de probabilités (en supposant que celles-ci
existent).

C. — LESs GRANDS CHAPITRES DU CALCUL DES PROBABILITES

10° Les processus stochastiques : En dehors de I’addition des varia-
bles aléatoires indépendantes, le calcul des probabilités, dans son état
actuel, est principalement consacré a 1’étude des processus stochastiques,
ou évolutions aléatoires au cours du temps d’'un systéme quelconque. On
peut concevoir une infinie variété de processus stochastiques ; pour des
raisons théoriques et, plus souvent, pratiques, on a étudié principa-
lement :

a) les processus a accroissements indépendants, dont la théorie se
fonde sur ’addition des variables aléatoires indépendantes ;

b) les processus de Markov, dont I’étude peut étre envisagée comme
une application de la théorie des semi-groupes d’opérations linéaires
dans un espace de Banach ; les processus de Wiener-Lévy, qui sont 4 la
fois de Markov et & accroissements indépendants, présentent d’intéres-
santes connexions avec la théorie du potentiel ;

¢) les processus stationnaires du second ordre, dont I’analyse har-
monique est un chapitre de I’analyse harmonique générale.

Je ne donne pas d’autres indications sur ces questions qui seront
reprises dans des conférences suivantes.

Je note seulement que les processus stochastiques sont des éléments
aléatoires d’un certain type, évidemment beaucoup plus complexes que
les variables aléatoires, et qu’une fagon indirecte de les étudier est de
développer la théorie des éléments aléatoires les plus généraux possibles
[c’est-a-dire celle des applications a(u) dans des espaces 2¥ aussi géné-
raux que possible] ; cette théorie, encore a4 son début, comporte déja
des résultats prometteurs.

D. — LES APPLICATIONS DU CALCUL DES PROBABILITES

11° Les applications du calcul des probabilités : Les premicres appli-
cations, historiquement, du calcul des probabilités concernérent Ila
démographie, les assurances, divers phénoménes économiques et sociaux.
Ce domaine reste important avec une branche nouvelle : la psychomé-
trie ; toutefois, I'introduction des processus stochastiques en économé-
trie, bien qu'apparemment souhaitable, reste trés timide.

Mais le calcul des probabilités a trouvé, plus récemment, un im-
mense champ d’application en physique ou dans des techniques dérivées
de la physique, dans tous les cas ol intervient un ensemble considérable
de particules : diffusion et mouvement brownien, mécanique statistique
(classique ou quantique), phénoménes d’émission (bruit de fond dans
les tubes électroniques), semi-conducteurs... ; je citerai aussi, d'un type
différent et également trés importantes, la théorie de la transmission de
Vinformation et celle de la détection. En retour, ces applications ont



notablement influé sur le cours du développement moderne du calcul
des probabilités.

Je ne puis donner aucun détail sur ces applications ; d’ailleurs, leur
existence au moins est bien connue ; je préfére m’arréter sur une autre
application, trés curieuse, qui peut éventuellement éfre utilisée dans
n’importe quel domaine, et qui est généralement ignorée en dehors des
spécialistes : les méthodes de Monte-Carlo.

12° Les méthodes de Monte-Carlo : Je veux d’ailleurs simplement
faire comprendre le principe de ces méthodes, sans entrer dans la tech-
nique de leur utilisation.

Pour obtenir la valeur numérique 6), supposée inconnue a priori,
d’'un parameétre 6 dont dépend la fonction de répartition d’une variable
aléatoire X, il n’y a pas d’autre moyen que le procédé empirique : on
procédera a n déterminations, par exemple indépendantes, de X ct on
déduira de leurs résultats une estimation de 6, qui sera adoptée comme
valeur approchée de 6, généralement en application d’une loi des grands
nombres [comme, d’apres (9,1), S,/n peut étre adopté comme estimation
de p] ; sous le nom de « théorie de l'estimation des paramétres », les
statisticiens ont de longue date développé des méthodes perfectionnées
(notion de résumé exhaustif, analyse séquentielle, etc...) pour réduire
I’erreur e 4 craindre, et le temps nécessaire (¢’est-a-dire n) ; le calcul des
probabilités montre [ef. (9,1)] que e est ordinairement de Pordre
de n % :

(12,1) e—n—j3 .

Soit 6, un nombre ; supposons que ’on posséde de 6y, non sa valeur,
mais une définition mathématique qui le détermine entiérement : par
exemple, 6, est la plus petite racine d’une équation algébrique donnée
4 racines toutes positives ; de la définition mathématique de 9,, on peut
déduire en général une méthode de calcul au moins approchée de sa
valeur : de felles méthodes reposent souvent sur l'itération d’une opé-
ration plus ou moins complexe, de sorte que 'erreur e a en général un
ordre de grandeur du type :

(12,2) e~ av  {a<l,

o1 n est le nombre de fois qu’on a répété I'opération.

Mais soit une famille de variables aléatoires !X,| dont la fonction
de répartition I'(6; x) dépend d’'un parameétre 6; et supposons qu’on
sache procéder 4 des déterminations empiriques de X, ; comme Ila
valeur de 6, n’est pas connue, il faudra que la définition mathématique
de 8, suffise 4 permetire de telles déterminations empiriques ; s’il en est
ainsi, on voit qu'on pourra évaluer 8, par une méthode d’estimation de
paraméire : on dira alors qu’on évalue 6, par une méthode de Monte-
Carlo.

Exemple 1 : Soit 6, =« ; = posséde des propriétés mathématiques
qui le définissent absolument et dont on a depuis longtemps déduit sa
yaleur numérique avec une précision considérable ; mais imaginons qu’on
n’ait pas encore effectué ce calcul ; on pourrait obtenir la valeur de =
par une méthode de Monte-Carlo, par exemple de la facon suivante :



— On connait le « jeu de laiguille » de Buffon ; soit X le nombre
des intersections de I'aiguille et des paralltles tracées sur le plan; si la
longueur de laigiille est la moitié de I'écart des paralléles (de sorte
que X ne peut valoir que 0 ou 1), on a:

PriX=1= ; :

: 1 ,
c’est pile ou face, avec p= - ; la fréquence S,/n correspondante

(cf. §9) sera donc une estimation de =.
Exemple 2 : u variant de 0 a 1, soit f(u) une fonction continue
donnée, avec : 0 < fan < 1; et soit :

0 =fl f(uw)du.
0

Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes de loi uni-
forme (densité constante) sur (0,1), et soit X la variable aléatoire qui
vaut 1 si V< f(U) et 0 si V> f(U); on a:

EX) = 0,.
On peut procéder i des déterminations empiriques de U et de V, donc
de X; pour n déterminations indépendantes 1,2, ..., T, de X,

4 E x; tend en moyenne quadratique vers E(X) = 8, (loi des grands

n 3
. 1 V¥ , . .
nombres) ; on peut donc estimer 6, par - ~ x; et I'erreur & craindre

n
est de lordre de : -
1 i}
SE(mZ:rj—GOP)(‘-‘:\/??(l ).,
/ F { n

On a recouru (von Neumann, Ulam) aux méthodes de Monte-Carlo
en 1942 pour des problémes de diffusion de neutrons, difficiles a étudier
par les procédés mathématiques ordinaires et se rattachant & la fabri-
cation de la bombe atomique ; dans ce domaine, ce recours est demeuré
usuel.

Naturellement, pour pouvoir évaluer un nombre 6, dont on posséde
une définition mathématique par une méthode de Monte-Carlo, il faut
trouver un schéma stochastique auquel rattacher 6, et réalisable sur la
base de la définition mathématique possédée de 6, ; cela peut étre diffi-
cile ; mais, souvent aussi, un tel schéma est en évidence parce que 8,
est précisément apparu & propos d'un phénomeéne aléatoire (cas de la
difftusion des neutrons, du fonctionnement des centraux téléphoniques,
ete...) ; il suffit alors de reproduire ce phénomeéne, naturellement, ou
artificiellement avec une machine électronique.

L’usage de méthodes statistiques pour évaluer des quantités rele-
vant normalement d’un calcul strictement mathématique semble cepen-
dant paradoxal ; la comparaison de (12,1) avec (12,2) met en évidence
(ue, pour le méme nombre n d’opérations, l'erreur est ordinairement
beaucoup plus forte pour une méthode de Monte-Carlo que pour une
méthode mathématique ; 4 vrai dire, les opérations a faire ne sont pas



les mémes dans les deux cas, et peuvent étre beaucoup plus simples et
rapides pour la méthode de Monte-Carlo.

Il reste qu’avec une méthode statistique, n devra généralement étre
pris trés grand, ce qui pose le probléme pratique de fabriquer du hasard,
en quelque sorte, en grande quantité ; plus correctement &4 opérer (assez
rapidement), un grand nombre n de tirages au sort. On peut toujours
se ramener i des tirages au sort (imutuellement indépendants) d’un nom-
bre ou variable aléatoire compris entre 0 et 1, selon une loi uniforme
sur {0,1) [densité de probabilité de la variable aléatoire constante et
égale a 1, sur (0,1)]. On a eu Pidée d’observer empiriquement de fels
nombres produits par un phénomeéne naturel aléatoire (bruit de fond
dans un tube électronique), et on a dressé et publié une table de
1, 2.10¢ tels nombres, Cette table est difficile & utiliser si on emploie par
ailleurs une machine & calculer électronique, et on préfére généralement
faire fabriquer les nombres aléatoires par la machine elle-méme, selon
un procédé arithmétique qui, naturellement, fournit des nombres qui
sont en réalité des nombres déterminés, qu’on ne peut considérer comme
aléatoires que par approximation.

N.D.L.R. — Nous croyons utile de signaler l’'ouvrage récent de
M. FORTET : « Some Aspects of Analysis and Probability », John Wiley
and Sons, New-York (en collaboration avec I. KarLaNsKY, E. HEWITT et
MaRsHALL HALL), ainsi que les suivants, en préparation :

Collection universitaire de Mathématiques (Dunod) :
VIII. R. FORTET : « Matrices ».
X. R. ForTET : « Processus stochastiques ».




Il. ESSAI

THEOREME DE BACHET

I. CongrueENcESs. THEOREMES DE FERMAT ET DE WILSON

(En réponse o une demande formulée par un collégue, A. BuqueT nous donie ici
une désmonstration difficilement accessible dans les ouvrages courants, et wutilisc que
les éléments darithmmétique de la classe de Mathématigues Elémentaires. Nous hen-
sons que cetiz élude pourra intéresser d’autres collegues que Uauteur de la gucstion
relative an <« théoréme de Bachet »).

Pour exprimer que deux nombres entiers a et b ont le méme reste de division par
un méme troisiene c, il est éyuivalent d’affirmer que @ est un multiple de ¢ augmenté
de b ou que a et & sont congrus suivant le module ¢, ce qui est noté de facon courante
respectivement par ¢ = M ¢ 4+ & ou a="5 (mod. ¢).

Un des chapitres fondamentaux de la théorie des nombres est Uétude des
congruences & inconnues lorsque le module est donné. Si la notation des congruences
est employée ici, il n'est fait aucun appel a des résultats, méme classiques, non mon-
trés directement a l'aide des éléments d’arithmétique du programme de Mathémati-
ques Elémentaires.

Résoudre la congruence f(a) = O (mod. P) ot f(x) est un polynéme de dearé 72
a coefficients entiers positifs, négatifs ou nuls : @4 4+ ... + a1xr 4 as, clest
trouver toutes les valeurs entiéres qu’il faut attribuer & # pour que le polynome
prenne une valeur numérique multiple du module entier P.

Si une valeur x convient, il en est de méme pour tous les termes de la progres-
sion arithmétique de raison P de terme général iy, = xvo -+ KP. illimitée dans les
deux sens, car f (o -~ KP) — f(x0) est manifestement multiple de P quel que soit
I'entier K. On dit que les termes de cette progression forment unc classe de solutions.
On peut se borner, pour résoudre une telle congruence, i essayer les termes de la
suite (0, I, 2. .., P-—1). Les propriétés de telles congruences sont les plus simples.
lorsque le module P est premier absolu ; c’est ce qui sera toujours supposé par la
suite.

TusoriME 1. — Tounl polyndme de degré u a coefficicnts cutiers
fx) =au"+ ... +a1x 4 av
avultiple d'un nombre premier P pour n valeurs distinctes xy. ra, .., X, prises dans

la suite (0, 1, 2, .., P— 1) peut étre mis sous le forme
f(:b‘) — angn(:"‘) + b, gn—1 (x)+bﬂ——2 gn-2 (r) + oo + b2 gl('f) —'r by
ot b1, ba, .., b, sont nuls ou muliiples de P et g,(x) désigne le produit
(¥ —x1) (v —2a) ... (x— 1),

Divisons f(x) par (#—a1) ; on a (%) = (¥ — 1) Q1(+) + b1. Qu1(r) est un
polyndme A coefficients entiers et by, égal a f(x1), est multiple de P ou occasionnelle-
ment nul. Si I'on remplace & par x2 dans cette identité, il vient

fla2) = (v2— 1) Q1 (#2) + b1 :

f(x2) et by étant multiples de P, il en est de méme du produit (v2 —a1) Qu(r2).

Comme le facteur x2— 21, qui est en valeur absolue au plus égal & P—1 ne peut
étre multiple de P, c’est Vautre facteur Qi(we2) qui est égal a un multiple b» de P.
Pour une raison analogue, Q1(x) est aussi multiple de P pour » = x3, x4, .. ¥,

Divisons Qi(r) par x— a2, il vient Q1(#) = (& —x2) Qulw) 4 b2, le quotient
Qo(x) étant aussi A termes entiers. ]
Qa(x:) et b étant multiples de P, il en est de méme de (i3 —.a2) Qalwy) ;



xa - 1y ne pouvant 'étre, c’est le facteur Qo(az) qui est égal & un multiple b3 de P
{s'il n’est pas nul). Q4(x) est également multiple de P pour x = &4, &5, .., %,
Par divisions successives on définit des quotients Qi(x), Qa(x), .., Q.(2) de

degrés #— 1, n—2, ..., 0 et des multiples de P : by, b2, ..., b, liés par la relation
de récurrence Qi—1(x) = (r— ;) Qux) - b,

Le dernier quotient Q,(x), de degré nul, est égal & A,. L’élimination de Qi(#),
Q2(x), .., Qn_1(x) conduit i la relation de I’énoncé.

THEOREME 2. —- St un polyndme & coefficients entiers de degré n est multiple

d'uin nwombre premier P pour plus de n valeurs distinctes de x prises dans la suite
{0, 1,2, .., P—1) ses coefficients sont nuls ou multiples de P.
Dans Pidentité du théoréme précédent remplacons » par une valeur supplé-
mentaire vpyq rendant aussi f(#) multiple de P. Le produit
anlXn+1— x1) (Xn41— %) . (Xnt1—%n)
doit étre multiple de P. Ce ne peut étre aucun des facteurs (wpr1-#;). cest donc a,
et le théoréme s’ensuit.

THEOREME 3. — La congruence f(x) = o (mod. P) o1t P est un nombre premier
et f(x) un polynéme de degré n dont les termes sont des nombres entiers non tous
multiples de P ou nuls, ne peut admettre plus de n classes distinctes de solutions.

Les P classes distinctes possibles comprennent les P termes de la suite (o, 1, 2, . .,
P —1). §'1l existait plus de n classes distinctes de solutions, on se trouverait dans
les conditions du théoréme précédent et tous les coefficients de f(:r) seraient, en
contradiction avec lhvpothese tous multiples de P ou nuls.

Ainsi, on peut dire qu’en général une congruence de degle n 4 module premier
adimet au plu;. i classes de solutions distinctes. Si ce maximum est atteint de facon
banale avec la congruence g(1) = (mod. P) avec g(x)=(x—1) (v —2) ... (x — 1),
il est aussi atteint dans le cas du polyndéme +P—1 —1, comme cela résulte du

THECREME 4 (DE FERMAT). — Ftani donné un nombre premicr P et un nombre
a non mutiiple de P. Uexpression aP=1—1 est multiple de P.

Divisons par a les P—-1 produits a, 2¢, 3¢, .., (P—1)e, ce qui introduit des
quotients et des restes définis par les relations
(1 ka = Pg;. + ;. (k=12 .., P—1).

Deux restes quelconques, r; et r; sont différents, car leur égalité entrainerait
ia-—Pg;=jo-—Pq; et (—))a=P(g—q).
P devrait alors diviser ¢ ou (i— /) ce qui est impossible, i—7 étant en valeur
absolue inférieur 4 P. Les restes r, en nombre P— 1 sont donc dans leur ensemble
les nombres 1, 2. ... P-—1. En multipliant membre & membre les égalités (1) on
obtient P—n) ! qP-1= P+ (P—1)! et (P—1)! (eP-1—1)=_# P,
ce gqui entraine  alP—!'— 1= J P.

TratorEnE 5 (nE WitsoxN)., — St P est un nombre premier, Uexpression
{P—1) ! 1 est 1ultiple de P.

Les deus congruences f(a) = rP=1_1=0 (mod. P) et

glxy=(r—71) (*+—2) ... (#—P -+ 1) =0 (mod. P)
admettent T'une et Tautre les P— 1 classes de solutions distinctes
KPL 1, KP+42 ..., KP4+ P—1
et i en est de méme de la congruence de degré P—z
Ii(x) = g(x) — f(x) =0 (mod. P).

Draprés le théoréme 2. tous les coefficients du polynoéme fi(x), suppose ordonné,
sent multiples de P ou nuls. St P est impair, il s’ensuit que la somme des termes de
Ia suite (r. 2, 3. ... '—1) est multiple de P, ainsi que les sommes de leurs produits
2] 7l Ze &AL EL P—2a P-—2 1l en est de méme du terme constant (P—) ! -1,
ey demmme 1 | proposition, qui est aussi vérifiée pour P = 2, puisque 1 !4 1=2.
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IT. RESTES ET RESIDUS QUADRATIQUES

Une congruence du second degré de la forme particuliére 32 — =0 suivant
un module premier impair P = 2N + 1 admet au plus deux classes de solutions. La
discussion de sa possibilité suivant les valeurs de @ conduit 3 une notion trés impor-
tante en théorie des nombres. On appelle reste quadratique du nombre prewmier
impair P = 2N -+ 1 tout nombre R de la suite (1, 2, .., 2N —1, 2N) pour lequel
22 -—R =_MP, c'est-a-dire pour lequel la congruence ¥2 = R cst possible. On appelle
résidu quadretique tout terme de la progression R - KP, progression nommée classe
résiduelle. On appelle non reste tout nombre S de la méme suite (1, 2, .., 2N) pour
lequel la congruence #2=S est impossible. La congruence est également impossible
pour tous les termes de la progression s = S -+ KP. Tout terme s est nommé non
résidu, leur ensemble forme wne classe non résiduelle.

Pour P==3 on a une classe résiduelle 3K + 1 et une classe non résiduelle
3K -2 (ou 3K-—1) ; pour P=17 on a trois classes résiduelles 7K - 1, 7K +4- 2,
7K 4 4 et trois classes non résiduelles 7K -+ 3, 7K + 5. 7K - 6. Pour P= 13
on a six restes 1, 3, 4, 9, T0, 12 et six non restes 2, 3. 6. 7. 8, 11.

TuforiME 6. —— Les restes de division par un nombre premicr impair
P==2N - 1 des carrés des nombres de 1 & N sout distincts ef sont dans Uordre
inverse les restes de division par P des carrés des nombres de N - 1 a4 2N. Lc nom-
bre P admet N classes résiduelles et N classes non résiduclles.

It suffit d*étudier les restes R; de division par P des carrés consécutifs de 12 2
(2N)2, car (n -+ KP)? donne le méme reste que 72 Soient Rq, Ra, ..., R, les restes
de division relatifs 4 la premiére moitié de ces carrés. Ils sont tous distincts, car
R;—R;=(1—) (i 4 j) ne peut étre multiple de P, ¢ 4 j et |{ — j| étant au plus
égaux a 2N -—1 sont inférieurs & P. Chacun 'eux est égal & un seul des restes.
RN+1, . ... Ray provenant de la seconde moitié des carrés. car de

N+ 1—9)2—2=(0ENt1) N+ 1—2)= M P
suit R;= Ranj1—i. Il y a donc exactement N restes ct par suite N non restes et
autant de classes résiduelles et non résiduelles.

THEOREME 7. — Pour qu'un nombre r soit résidu quadratiqie d'un nombre pre-
mier impair P == 2N -+ 1, i faut et il suffit quec 1N— 1 soit wultiple de P ; powr
qu'un wowbre s soit wir non résidu, il faut et il suffit que s¥ -+ 1 soit multiple de P.

Il suifit de faire la démonstration pour un reste et un non reste puisque

(i +KPWx1= _MP+nN =1

Pour la totalité des restes et des non restes, c’est-a-dire pour nombre a de la suite
(1, 2. ..., 2N), et d’aprés le théoréme 4 de FErMaT a2N— 1 = P ou encore
(aN—1) (aNA- 1) = _gP. L'un des facteurs aN —1 et a¥+4 1 est donc multiple
de P et jamais les deux puisque leur différence 2 ne peut étre multiple de P.

Sia est un reste K;, on a 2:=_#gP 1L R;entrainant R;N—=_# P }- 2N et
Ri¥—1= (P | i®N.— 1 D'aprés le théoréme de Frrarat, i2N— 1 est multiple
de P et il en est donc de méme de R;N—1. La congruence +N—1=0 (mod. P)
admet donc pour solutions les N classes résiduelles distinctes KP - R;-et ne peut
admettre d’aprés le théoréme 3 d’autres solutions. Lorsque « est égal & un non reste S
le produit (SN—1) (SN |- 1) est multiple de P sans que SN — 1 le soit. C'est le fac-
teur SN+ 1 qui est multiple de P et la totalité des classes de solutions de la
congruence aN - 1 =0 (mod. P) est fournie par les N classes non résiduelles.

TrtorEme & — Le produit de deux résidus on de denv non résidus est i
résidu ; le produit d’un vésidu par un non résidu est un non résidu.
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Soient # et #’ deux résidus et s et s’ deux non résidus ; on a
N=_ M P41, ¥'N=_gP+1, sN=_#P—1, sN=_#/P—1
d’ott 'on déduit par multiplication :
(rr'We=_fP+1, (ss')N=_#P+1, (rs)N=_#P—1

<e qui, d’aprés le théoréme 7 démontre la proposition.

IIT. DECOMPOSITION EN SOMME DE CARRES

TrEOREME 9. — Un produit de somwmes de denx carrés est une somme de deus
carrés ; un produit de sommes de quatre carrés est wne somme de quaire carrés.

Cela résulte des identités
(@® 1+ b2 (@2 4 b2) = (ad’ 1+ bb")2 -} (ab” — @'D)2,

(@ 0% -2 d?) (@2 0242+ d2) = (ad’ - bb -+ cc’ -+ dd’)2
+ (@b’ —ba’ — cd’ 4 de’)2 + (ac’ - bd’ — ca’ — db)2 | (ad’ — b’ - b’ —da’)2.

TrEOREME 10. — S% le produit d'un nombre premier P par un nombre n infé-
vieur @ P ost égal a une somme de deux carrés, il existe un nombre w inférieur ¢ n
tel que le produit P’ soit égal a une somme de dewx carrés.

Soit Prn=a? 4 b2 ; en divisant a et b par u et en prenant les restes minima en
valeur absolue on obtient des nombres @', &', a”. b” vérifiant les conditions

2
n n \ _n

" =a—nd, b"=b—nb’, || < -, p"|< =, dott "2+ B2 — < 2
2 2 2

Alors 2”2 L p"2 =024 b2 —2(aa’ -+ bb)n 1+ (@2 + b2)n2 est égal 2 un
multiple %’ de 1 si # =P —2 (aa’ + b&’) 4 (2 + b"2)n < n. Le produit Pr’ est
bien une somme de deux carrés,

Pw =P2% —2 (ea’ + 00" )P+ (a2 4 82) (a2 1 b'2) = (P—ad'—b)")2 + (ab’—a’b)?

Il s’agit bien de deux carrés et non d’un seul (cas ot la démonstration serait
illusoire), car si 'un des deux carrés était nul, I'autre serait un multiple KP de P,
ce qui entrainerait #”’=K2P =P et n > n’ 2 P en contradiction avec I’hypothése.

TaEOREME 17. Si un nombre premier P divise une somme de deuxr carrés
inférieure & son carré P2, il est lui-méme égal & une somme de deux carrés.

Il existe alors un nombre 1 < P, tel que Pn = a2 - b2 et par suite on est assuré
de l'existence d'un nombre n1 < # et d’une décomposition Prny — @21 -+ 521. Le théo-
réme est vérifié si n; == 1, sinon on peut trouver g tel gue n2 < n1 < # < P et une
décomposition Pu 2 == a?2 |- 22 avec une conclusion analogue. On peut ainsi for-

mer une suite décroissante #1, #i2, ... qui se termine par un terme égal i 1, ce qui
vérifie la proposition.
THEOREME 12. -— S% le produit d'un nombre premier P par un nombre entier n

infériewr 3 ¥ est égal & une somme de 2, 3 ou 4 carrés, il existe un nombre entier v
inférieur & n, tel que le produit Fn' soit égal & une somme de 2, 3 ou 4 carrés.

Soit Pn==qa2 - b2 4 c2-} 42 ; en divisant a, b, ¢, d par # et en prenant les
restes minima en valeur absolue, on obtient quatre quotients o', ', ¢’, d' et quatre
restes @”, b”, ¢”, d” vérifiant les conditions
" —=a—na, b =b—unb', " =c—unc’, d" =d

nd’ o |a”], |8”], lc"|, |2”]
T . , B I3
sont inférieurs ou égaux i ~ . La somme 3a"% = Xa? — 21 Zaa’ + #° Za'? est égale
: 2

A un multiple #nn' de #' = P -—250d’ 4 n Za2 < .
Si n' << n, il vient
P = (p —Zae")2 -+ (ab’ — ba’ — cd’ 4~ dc’)2 + (ac® + bd> — ca’ — db’)?
+ (ad’ — b’ + b’ —da’)2.
Si %' = n, cette décomposition ne peut convenir. Dans ce cas # est un nombre
pair 2n” et les nombres @, b, ¢, d se répartissent en deux couples de méme parité. Si

3.
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a et b sont de méme parité, il en est de méme de ¢ et d. A la place de #' on prendra

”

b3 o 0aD
# — — < 1, avec la décomposition
2

] a+b\* a—b)\? c+d\?  [c—d)?
Pn=(2)+ z)+(2)+(°)'
Les carrés sont au nombre de 2, 3 ou 4 ; ¢'il n’y avait qu'un seul carré (cas oir

la démonstration serait illusoire), ce carré serait un multiple KP de P. On aurait #”
ou n” = K2P = P et # ne serait pas inférieur 3 P.

THEORRME 13. — ST un nombre premier P divise une somme de 2, 3 ou 4 carrés.
inférieure d son carré P2, il est lui-méme égal & une somme de 2, 3 ou 4 carrés.

On peut déterminer une suite de décompositions Pn; = 3a2;, o1 les nombres 73,
nz, ... vont en décroissant, le dernier étant égal 3 1.

TrtoriEME 14. — Tout nombre premier de la forme 4m - 1 est égal & une som-
we de dewx carrés.

Pour un tel nombre premier P = 2N 4+ 1=4n-41, N est pair et puisque
(—D)N=(-—1)2r=1, d’aprés le théoréme 7 le nombre — 1 est un résidu quadra-
tique. Le nombre P-—1 est donc un reste et il existe un nombre ¢ (théoréme 6) au
plus égal & N tel que 2—(P — 1)=_/# P, ou encore 2 - 1 ==_#/P. Le nombre P
qui divise 2--1<N2-L 1 < P2 se trouve dans les conditions d’application du
théoréme 11, il est somme de deux carrés.

TakorEME 15. — Tout nowmbre premier de la forme 4n - 3 est égal & une som-
me de 3 ou 4 carrés.

Pour un tel nombre premier P—=2N 4+ 1=—=4n -} 3, N==2n-} 1 est impair

et (—1) =-—1. D’aprés le théoréme 7, le nomhre — 1 est un non résidu et, par
suite, P— 1 est un non reste.
Dans la suite (1, 2, 3, .., 2N) le premier terme est un reste et le dernier

2N'=TP -—— 1 est un non reste. Il existe donc deux termes consécutifs % et & -+ 1 dont
le premier est un reste et le second un non reste, le produit des deux non résidus
hi4-1 et —1 soit -—h— 1 est, d’aprds le théoréme 8, un résidu. Il existe donc,
d’aprés le théoréme 6, deux nombres ¢ et § au plus égaux i N, tels que

Z—h= _YP, 2+ht+1= _HYP, ot 2+2 1= _#P

Avec P==7 on pourra prendre h—=2,1=—3, j=—=2, # -} 2+ 1=7X 2.

Comme 2 |- 72 - 1 < N2+ N2+ 1 < P2 le théoréme 15 est applicable et P
est somme de 2, 3 ou 4 carrés. Mais il ne peut étre la somme de deux carrés seule-
ment ; ces carrés de parités différentes conduiraient i

P— (2p + 1) + (2q)2 = 4k + 1 5% 4n - 3.

TrkorEME 16 (DB BACHET). — Tout nombre entier est égal 4 une somme de
quatre carrés, dont certains peuvent étre nuls.

Tout nombre entier N peut étre décomposé en un produit de facteurs premiers
qui sont, soit 2, soit de la forme 4n - 1, soit de la forme 4n -}~ 3, tous décomposables.
en sommes de 2, 3 ou 4 carrés. D’aprés le théoréme 9, N peut étre décomposé en
somme de 2, 3 ou 4 carrés. Le plus petit nombre demandant 4 carrés est

7=2%4 12+ 12 | 12
A. Buquer, professeur auw Lycée, St-Quentin (Aisne).

A. Buourr nous donne en outre les références suivantes :

1° Démonstration élémentaire du théoréme de Bachet, par A. Marror (Vuibert et
Nony).

2° Exercices d’analyse numérique, par V.-A. Lesrscur, 1859 (Leiberck-Faraguet, 11,

rue de Seine, Paris).

3° Théorie des nombres ordinaires et algébriques, par H. Laurent (Naud, Paris).

D'autre part, notre collégue MARTY (Nay, Basses-Pyrénées) nous indigue celles-ci :

4° Traité d’arithmétique, par HumserT, 1893 (Nony et C').

5° Les nombres premiers, par E. Borgr, collection « Que sais-je ? », n° 571, P.U.F.
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Ill. PROBLEMES PEDAGOGIQUES

LA PENSEE DE L'ENFANT ET LA GEOMETRIE

par P.-H. vaxn Higre

La didactique est une rencontre de trois éléments : le professeur, 'éléve et la
matiére a enseigner. Puisqu’il est trés difficile d’embrasser d’un coup d’ceil ces: trois
compesantes de la situation didactique, on a tendance i en négliger une, ce qui
donne une image incorrecte de la situation. Car si ’on néglige la matiére, on ne voit
que les rapports entre le professeur et I’éléve, si Pon perd de vue ’éléve, on ne voit
que la structure de la matiére. Parfois on ne réalise pas suffisamment qu’il y a le
professeur pour diriger les études de U'enfant.

Admettons cependant que l'on tienne compte des trois aspects mentionnés plus
haut sans en omettre un seul pour les besoins de la cause. Il reste tout de méme
un grand danger et il me parait qu'on ne 1’a pas suffisamment reconnu. La difficulté
qui se présente, c'est que les matiéres, telles que I’éléve les rencontre, sont d’'une
toute autre structure que celles qui sont connues par le professeur.

Si nous admettons comme un but de notre enseignement que 'éléve sache prou-
ver des théorémes, il est hautement improbable que la pensée de 1’éléve vise directe-
ment vers ce hut. Improbahle parce que 1'éléve ne pourra saisir dans son sens intrin-
séque la notion de prouwer un théoréme. En effet, s’il avait cette notion, il n’aurait
pas besoin de I'apprendre. Comprendre les Mathématiques revient A ceci : connaitre
les rapports entre les théorémes gu’on étudie. Dés qu'on comprend le sens de ces
théorémes, on connait en méme temps leurs rapports.

Tout cela est trés simple et nous montre clairement pourquoi les Mathématiques
sont tellement difficiles pour les éléves. Le professeur connait les relations entre les
théorémes, mais il les connait autrement que Péléve. Son exposé de ces relations ne
suffit pas 4 les rendre intelligibles & 'éléve. Ce que I'éléve doit comprendre en pre-
ier lieu, c’est qu'il y a quelque chose comme des théorémes. Clest tout ce qu’on est
en droit d’attendre de 'éléve débutant. L'exemple suivant pourra illustrer ce que
je veux dire.

Un professeur veiit enseigner la planimétrie aux éléves débutants. Il se sert de
la symétrie par rapport & une droite pour les informer des relations entre I'égalité de
segments ou d’angles, la perpendicularité, etc... 11 leur apprend que les points de
I'axe de symétrie sont invariants, que les segments symétriques ont méme longueur,
que les droites symétriques se coupent sur 'axe de symétrie. Pour savoir si les éléves
ont bien compris ce qu’il a enseigné, il leur donne le probléme suivant : « soit un
triangle ABC dont les prolongements des cotés rencontrent la droite L. Il faut cons-
truire le triangle symétrique par rapport i la droite L. » Le professeur imagine la
solution suivante : « les droites AB et AC rencontrent 'axe L en deux points que
nous nommerons P et Q. Ces points sont invariants pour la symétrie. Puis les dis-

M. P-M. van HieLg, professeur au Lycée de Bilthoven (Pays-Bas), est lauteur
d'une thése sur le probléme de Pintuition (en particulier sur le rdle de lintuition dans
I'enseignement de la géométrie). Cette thése a été soutenue devant 1'Université d’Utrecht
le 4 juillet 1957.

M. van HELE a prononcé la conférence, que I'on va lire ci-dessous, devant le « cours
pilote sur Uenseignement des Mathématiques », organisé par I'O.E.C.E. & Sévres, du 17

au 27 novembre 1057. Nous le remercions vivement de nous ‘avoir autorisés d publier cette
remarquable étude sur les problémes de Pinitiation.
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tances AP et AQ) sont invariantes, de sorte qu'on peut construire le point symétrique
A’. De pareille fagon on trouve les points B’ et C'. »

Tout ce raisonnement, toute cette fagon de concevoir la matiére, c’est le raison-
nement du professeur qui connait tous les rapports. L éléve, lui, est tout a fait inca-
pable de développer un pateil cheminement de la pensée sans l'aide du professeur.
Le professeur a pris pour base de son raisonnement que les longueurs de segments
symétriques sont invariants. Une telle thése est stérile pour les éléves, parce qu'ils
n’ont pas encore rencontré le contraire : ils n’ont pas encore vu des transformations
qui font changer la longueur des segments.

Mais il y a une raison plus importante pour nous opposer a la méthode d’ensei-
gnement dont nous avons donné un exemple : on exige que les éléves raisonnent a
Paide d'un réseau de relations entre des notions dont ils ignorent le sens méme. Il
est question de « points », « axe de symétrie », « segments » « rencontrer «, « inva-
riant », « changer de longueur », « triangle », « prolongement ». Evidemment, le
professeur a expliqué ces expressions, il a montré les points et les segments. Il a
démontré au tableau noir ce que signifie le prolongement d’un segment. Il se peut
qu’il ait demandé aux éléves de formuler la définition d’angles opposés par le som-
met. Il se peut méme que la définition n’ait pas été trouvée tout a fait correcte et
que, par conséquent, il ait montré cela au moyen d’un contre-exemple. Ii faut réaliser
pourtant que c’est le professeur qui donne le contre-exemple. Les éléves échoueraient
puisque pour étre en état de donner un contre-exemple, il faut disposer du réseau
de relations, et ils n’en disposent pas.

Jespére que les considérations que je viens de vous donner auront montré claire-
ment que le professeur raisonne au moven d’un réseau de relations que lui seul
posséde. En partant de ce réseau, il fait voir des relations mathématiques que les
éléves finissent par manipuler par habitude. Ou bien I’éléve apprend, par habitude,
a opérer avec des relations, dont il ignore, dont il n’a jamais vu, la naissance.

En apparence, la chosé est tout 3 fait en regle : les éléves finiront par disposer
du méme réseaun que le professeur. La possession d’'un réseau de relations, identique
pour tous ceux qui s’en servent, propre a exprimer les raisonnements, un réseau
dans lequel les relations sont liées d’'une facon logique et déductive, n’est-elle pas le
but propre de lenseignement des Mathématiques ?

Ne soyons pas trop optimiste. D’abord un réseau de relations ainsi constitué
n'est pas fondé sur les expériences sensorielles de P'étudiant. Quoiqu’il soit possible
que le réseau de relations lui-méme a inspiré des expériences chez I’éléve, les expé-
riences mathématiques que Péléve a bien pu avoir se basent justement sur ce réseau
imposé par le professeur. Ce résean imposé, et non pas compris, forme la base de
ses raisonnements. Un réseau de relations, qui n’est pas fondé sur des expériences
précédentes, risque, on le sait, d’étre oublié en peu de temps.

Ensuite, le réseau de relations est une construction autonome, il n’a pas de rap-
ports avec les autres expériences de l'enfant. Cela signifie que, précisément, 1’éléve
ne sait que ce qu'on lui a enseigné et ce qui y est lié déductivement. Il n’a pas
appris & établir les rapports entre le réseau de relations et le monde sensible. 11 ne
saura pas appliquer ce qu’il a appris dans des situations nouvelles.

Enfin, 'enfant a appris a appliquer un réseau de relations qu'on lui a offert
tout prét, il a appris & Pappliquer dans certaines situations spcécialement désignées
pour lui. Mais il n’a pas appris 3 se construire un tel réseau lui-méme dans un
domaine encore inexploité. Si, au contraire, nous réussissions 4 obtenir comme résul-
tat de notre enseignement que les éléves soient capables de se construire un réseair
relationnel déductif dans un domaine nouveau, nous aurions obtenu une formation
mathématique optimale.

- En général, le professeur et 1’éléve parlent un langage fort différent. Nous
pouvons exprimer ceci en disant : ils pensent sur un niveau différent. L’analyse de
la géométrie rend visibles & peu prés cing de ses niveaux.
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Au nivear de base (niveau zéro) de la géométrie, les figures sont jugées d’apres
leur apparence. Un enfant reconnait un rectangle i sa forme et un rectangle lui
semble différent d’un carré. Quand on a montré 3 un enfant de six ans ce qu'est un
losange, un rectangle, un carré, un parallélogramme, il est capable de reproduire
ces figures sans erreur sur un géoplan de Gattégno, méme dans des dispositions
difficiles. Nous avons employé le géoplan de Gattégno dans nos recherches pour que
Penfant ne soit pas géné par les difficultés résultant du dessin des figures. Au niveau
de base, un enfant ne reconnait pas un paraliélogramme en un losange. A ce niveau
le losange 1'est pas un parallélogramme : le losange lui apparait comme quelque
chose de bien différent.

Aun premier niveau de la géométrie, les figures sont porteuses de leurs propriétés.
Qu'une figure est un rectangle, signifie qu'elle a quatre angles droits, que les diago-
nales sont égales et que les cotés opposés sont égaux. Les figures se reconnaissent
3 leurs propriétés. Si lon nous dit que la figure tracée au tableau posséde quatre
angles droits, c’est un rectangle, méme si la figure n’est pas tracée avec soin. Mais,
A ce niveau, les propriétés ne sont pas encore ordonnées de sorte qu’un carré n'est
pas nécessairement identifié comme étant un rectangle.

Au deuxiéme niveau, les propriétés s’ordonnent. Elles se déduisent les unes des
autres : une propriété précéde ou suit une autre propriété. A ce niveau, la significa-
tion intrinséque de la déduction n’est pas comprise par les éléves. Le carré est
reconnu comme étant un rectangle, parce qu’d ce niveau les définitions des figures
entrent en jeu.

Au iroisiéme niveau, la pensée s’occupe de la signification de la déduction, de
la réciproque d’un théoréme, d’'un axiome, de la condition nécessaire et suffisante.

On peut probablement distinguer ainsi cing niveaux de pensée en géométrie. Ce
nombre est dailleurs de moindre importance pour la compréhension de ce qu’est un
niveau de pensée.

Ces niveaux — nous l’avons dit — sont inhérents a élaboration de la pensée ;
ils sont indépendants de la méthode d’enseignement suivie. Il se peut cependant que
certaines méthodes d’enseignement ne permettent pas d’atteindre des niveaux supé-
rieurs, de sorie que les facons de penser employées A ces niveaux restent inaccessibles
aux éléves. Les points suivants peuvent contribuer & préciser les niveaux de pensée :

a) A chaque niveau apparait de facon extrinséque ce.qui était intrinséque au
niveau précédent. Au niveau de base, les figures étaient en fait aussi déterminées
par leurs propriétés, mais celui qui pense A ce niveau ne prend pas conscience de
ces propriétés.

b) Chaque niveau a ses propres symboles lmfrulsthues et son propre réscau de
relations unissant ces signes. Une relation « exacte » i un niveau peut se révéler
inexacte 4 un autre. Qu’on songe, par exemple, 4 la relation entre le rectangle et le
carré. De nombreux symboles linguistiques appara1ssent deux niveaux successifs :
ils établissent d’ailleurs la liaison entre les divers niveaux et assument la continuité
de 1a pensée dans ce domaine discontinu. Mais leur signification est différente : elle
se manifeste par d’autres relations entre ces symboles.

¢) Deux personnes qui raisonnent & deux niveaux différents ne peuvent se
comprendre. Clest ce qui arrive souvent pour le professeur et I'éléve. Aucun d'eux
ne parvient a saisir le cheminement de la pensée de lautre et leur dialogue ne peut
se poursuivre que parce que le professeur essave de se faire une idée des pensées de
Péléve et s’y conforme. Certains professeurs font un exposé a leur propre niveau
tout en invitant les éléves 4 répondre A leurs questions. Il ne s’agit 13, en fait, que
d’un. monologue, car le professeur est amené 3 considérer toutes les réponses qui
n’appartiennent pas a son réseau de relations comme stupides ou déplacées. Le
véritable dialogue doit s’établir au niveau des éléves. Dans ce cas, le professeur devra
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souvent, aprés la classe, s’interroger sur les intentions de ses éléves et sefforcer de
les comprendre.

d) La maturation qui méne & un niveau supérieur se déroule d’une facon parti-
culiére. On peut y déceler plusieurs phases (cette maturation doit étre considérée
surtout comime un processus d’apprentissage et non comme un mirissement d’ordre
biologique). Il est donc possible et souhaitable que le professeur la favorise et
Paccélére. Clest précisément le but de la didactique de poser la question de savoir
comment ces phases sont parcourues et comment une aide effective peut étre fournie
a Péléve.

Examinons maintenant les phases qui, dans le processus d’apprentissage, ménent
¢ un wiveau supérieur de pensée.

YLa premiére phase est celle de Vinformation : 1'éléve apprend 3 connaitre le
champ d’investigation au moyen du matériel qui lui est présenté. Ce matériel lui fait
découvrir une certaine structure. On pourrait dire que la base de la connaissance
humaine consiste en ceci : ’homme parait en mesure de déceler une structure dans
tout matériel, aussi désordonné soit-il, et cette structure est ressentie de la méme
fagon par plusieurs personnes, ce qui résulte de la conversation qu'elles peuvent
engager a ce sujet.

Dans la deuxiéme phase, celle de P'orientation dirigée, 'éléve explore le champ
d’investigation au moyen du matériel. Il sait donc déja dans quelle direction Pétude
est dirigée, le matériel est choisi de telle sorte que les structures caractéristiques lui
apparaissent au fur et 4 mesure.

Au cours de la troisiéme phase Uexplication a lieu. Les expériences acquises sont
lides aux symboles linguistiques exacts et les éléves apprennent 3 se prononcer sur
les structures observées au cours d’échanges de vues qui ont lieu en classe. Le pro-
fesseur veille 3 ce que ces derniers aient lieu en employant les termes habituels. Clest
au cours de cette troisiéme phase que se forme partiellement le réseau de relations.

La quairicime phase est celle de Vorientation libre. Le champ d’investigation est
en grande partic connu, mais 1'éléve doit encore y trouver rapidement son chemin.
Cela se réalise en donnant des tiches qui peuvent étre exécutées de différentes facons.
Toutes sortes de signaux sont placés dans le champ d’investigation : ils montrent la
voie A suivre vers les symboles.

La cinquidme phase est celle de Vintégration : ’éléve s’est orienté, mais il doit
encore acquérir une vue d’ensemble des moyens qui sont 4 sa disposition. 11 essaye
done de condenser en un tout le domaine que sa pensée a exploré. A ce moment, le
professeur peut favoriser ce travail en fournissant des aperqus globaux. Il importe
que ces apercus n’apportent rien de nouveau a 1’éléve : ils doivent étre uniquement
un résumé de ce que I'éléve sait déja.

A Tissue de cette cinquiéme phase le nouveau niveau de pensée est atteint, L’éléve
dispose d’un résean de relations qui se rapportent i la totalité du domaine exploré. Ce
nouveau domaine de pensée, qui a acquis sa propre intuition, s’est substitué au
domaine de pensée antérieur qui possédait une toute autre intuition.

L’objectivité des Mathématiques repose sur le fait que les nouveaux réseaux de
relations se correspondent chez des personnes différentes. Les nouveaux symboles
sont liés par les mémes relations chez plusieurs personnes. Si 'on fixait comme but
de 1éducation I'unicité du résean relationnel, on pourrait se borner i faire appren-
dre celui-ci. Et Péléve alotrs semblerait comprendre parfaitement les raisonnements,
car il aboutirait 2 des conclusions exactes en se basant sur son réseau relationnel.
Mais cela ne voudrait pas dire qu’il v attache la méme signification que son inter-
locuteur. Cette signification ne peut étre dégagée uniquement du langage employé, elle
dépend aussi des expériences qui ont conduit & la formation du réseau relationnel,
c’est-a-dire qu’elle dépend de ce qui s’est déroulé au niveau de pensée inférieur.

Si Pon ne prend pas le contenu des symboles en considération, mais uniquement
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leurs relations, on peut dire que, du point de vue mathématique, tout est parfait.
L’éléve est capable de manier le réseau relationnel de la déduction sans se tromper.
Mais au noint de vue pédagogique et didactique, au point de vue social, on a 1ésé
Péléve | On a commis une faute pédagogique, car on a enlevé i I'éléve l'occasion de
prendre conscience de son pouvoir créateur. Au point de vue didactique, on a négligé
de laisser découvrir par 1'éléve comment s’explorent de mnouveaux domaines de
pensée. On a, enfin, 1ésé la société, parce qu'on a mis entre les mains de 1’éléve un
outil qu’il ne peut manier que dans les cas quil a étudiés.

La théorie des niveaux de pensée conduit aux importantes conclusions suivantes :

1° On a pu voir que les niveaux de pensée sont inhérents i la pensée elle-méme ;
ils n'intéressent donc pas seulement les personnes qui s'occupent de didactique. Les
niveaux de pensée ont, par exemple, une certaine importance pour les Mathématiques
elles-mémes. On ne pourra s’exprimer de fagon claire en Mathématiques que lorsqu’on
se sert de symboles appartenant au niveau auquel on se place. Si Pon manipule des
fonctions, il importe peu que celles-ci soient définies par l'expression f(x) ou par
Véquation y = f(¥). On apprend 3 connaitre la fonction en la maniant et de cette
activité découle le contenu de la notion de fonction. Si Pon se pose, 4 un niveau
supérieur, Ja question de savoir ce quwest une fonction, ce gue Fon a véellement fait,
on aboutira a la conclusion qu'il s’agit d’un appariement ’éléments x et d’éléments
f(x). La fonction n'est définie, ni par f(#), ni par y==f(+), mais par le symbole
d’appariement que 'on pourrait représenter — si on le désirait — par f. Llerreur
résulte de ce que Pon a essayé de donner une définition a un niveau de pensée infé-
rieur, d’exploiter une structure contenue implicitement dans une activité avant que
celle-ci ne soit devenue suffisamment familidre. Parce que cette tentative est vouée
Véchec, on se horne, ou hien & représenter le résultat de cette action — f(x) -— ou
bien I'action elle-méme — y == f(#). La faute n’est pas seulement d’ordre didactique,
mais aussi théorique. (Cet exemple est tiré d’une conversation avec M. le Professeur
Freudenthal).

'\ On commet une erreur analogue lorsqu’on essaye de construire un systéme
d’axiomes au moyen de symboles appartenant 3 un niveau de pensée trop bas. Les
systémes d’axiomes sont du ressort du quatriéme niveau ot ne se pose plus en fait la
question : que sont des points, des lignes, des surfaces, etc... A ce quatriéme niveau
les figures sont uniguement définies par des symboles liés par des relations. Pour
trouver leur contenu propre, il faudra retourner aux niveaux inférieurs ot le contenu
de ces symboles peut étre aperqu. Mais, avec ce contenu, ces symboles appartiennent
A un réseau relationnel qui ne peut étre axiomatisé parce qu’il ne peut avoir de
liaisons directes avec la logique.

2" De méme qu'un enfant n’apprend pas sa langue maternelle en appliquant des
régles grammaticales (celles-ci sont déduites de l'usage courant), il n’apprend les
Mathématiques qu’en appliquant des régles mathématiques. Ces régles ne prennent
consistance, c’est-i-dire ne deviennent explicitement discursives, que lorsqu’on s’in-
terroge sur les activités déployées du niveau inférieur. Clest ainsi que naissent toutes
les régles mathématiques, jusqu'aux régles de la logique formelle. L'application des
régles a son importance, mais le réle de Papplication réside avant tout dans Uexplo-
ration de domaines nouveaux, voisins de celui oti les régles et les lois ont été déve-
loppées.

3° Deux ou plusieurs personnes peuvent se comptrendre dans un domaine de
pensée déterminé quand elles disposent d’un langage dans lequel elles ressentent les
mémes relations entre les signes linguistiques. La certitude des Mathématiques
repose sur la facon infaillible avec laquelle le langage mathématique peut étre
employé. e « mathématicien & tout prix » peut s’en contenter : le LANGAGE est
tout . pour lui et il ne se soucie guére de ce qu'un symbole représente pour autrui.



(Qu'on songe A la dualité point-droite dans le plan projectif !). 1l n’y a pas de pro-
bléme du point de vue algorithmique. Mais si I'on se préoccupe aussi de savoir si la
concordance aura encore lieu lorsque le champ d’investigation sera étendu, il est
souhaitable d’examiner si les symboles employés par linterlocuteur sont issus d’un
méme fond. Il ne suffira plus alors d’apprendre les signes linguistiques et leurs liai-
sons, mais il faudra partir du méme matériel au niveau inférieur et examiner si 'on
parviendra d partir de 13, & développer les mémes domaines de symboles supérieurs.

L’élaboration Fun cours de géométrie.

La premiére partie d’un cours de géométrie doit permettre d’atteindre le premier
niveau de pensée, que nous intitulerons celui de Paspect de la géométrie. Le but de
Penseignement est le suivant : les figures géométriques telles que le cube, le carré, le
losange, le rectangle, le cercle. etc... doivent devenir des porteurs de leurs propriétés,
Un losange n'est plus reconnu i son apparence, mais, par exemple, au fait que les
cOtés sont égaux ou que les diagonales sont perpendiculaires et se coupent en leur
milieu, ou & ces deux propriétés réunies.

On emploie un ensemble de figures géométriques concrétes et des matériaux
grace auxquels les €léves réaliseront eux-mémes ces figures. Les manipulations que
les éléves effectueront avec ce matériel seront la base du nouveau réseau relationnel
en voie de formation. _

La deuxiéme partie du cours doit permettre d’atteindre le deuxiéme niveau de
pensée, que nous intitulerons Uessence de la géométrie ou Vaspect des Mathématiques.
Le but de V’enseignement est maintenant d’apprendre les relations qui lient les pro-
pri€tés des figures. Par exemple : la somme des angles d’'un triangle vaut 180° ; les
angles alternes-internes, formés par deux droites paralléles et une sécante, sont
égaux. De plus, on commence, durant cette période, & ordonner logiquement les
propriétés des figures. La premiére propriété citée plus haut devient antécédente de
la suivante : la somme des angles d’'un quadrilatére convexe vaut 360°.

Le matériel peut étre constitué d’une série de triangles ou de quadrilatéres égaux
an moyen desquels les éléves essayeront de construire un pavage. Ici encore, les
€léves apprennent & déceler une structure en manipulant le matériel. Ils voient appa-
raitre dans le pavage réalisé au moyen de triangles égaux des systémes de droites
paralléles, des parallélogrammes, des trapézes, des hexagones ayant des cenires de
symétrie, etc... Ce matériel fournit plus tard, de facon naturelle, la droite de cons-
truction qui permet de démontrer au moyen d'angles alternes-internes que la somme
des angles dun triangle vaut 180°.

La troisieme partie du cours doit permettre d’atteindre le troisiéne niveau, celui
du discernement en géoméirie, de Pessence des Mathématiques.

Le but de I'enseignement est maintenant de comprendre ce que signifie ordonner
logiquement (qu'entendons-nous par: Telle propriété « précéde » telle autre pro-
priété 7). i

Le matériel est constitué par les théorémes de géométrie eux-mémes. En ordon-
nant ces théorémes apparaitra le lien entre un théoréme et ses réciproques, pourquoi
des axiomes ct des définitions sont indispensables, quand une condition est nécessaire
et quand elle est suffisante. Les éléves pourront essayer maintenant d’ordonner logi-
quement de nouveaux domaines, par exemple, lorsqu’ils étudieront pour la premiére
fois le cylindre. L’analyse de ce qu’ils percoivent leur apprendra que la surface
cylindrique contient des droites et des circonférences. Aprés avoir énoncé une défi-
nition, ils pourront essayer de démontrer Pexistence de droites et de circonférences.

Si le cours pouvait étre. poursuivi plus avant (mais cela sera généralement
impossible dans l'enseignement moyen), il atteindrait le quatriéme niveau, celui du
discernement en Mathématiques. Le but de 'enseignement serait, 4 ce nivean, d’ana-
lyser en quoi consiste Pactivité du mathématicien et en quoi elle différe de 'activité
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déployée dans d’autres disciplines. Quelqu'un ne peut atteindre ce quatriéme niveau
que lorsqu’il est tellement familiarisé avec les démarches du mathématicien, qu'il
exécute celles-ci automatiquement. Il s’est formé chez lui des valences telles qu’une
démarche entraine les autres. Et ce n'est qu'alors qu’une intégration de ces démar-
ches est possible, permettant a homme d’embrasser la structure de Pactivité en
Mathématiques.

Mais une pareille intégration se produit déjad lors de la transition d’un niveau
de pensée & un niveau supérieur. Au cours du passage du niveau de base au premier
niveau, c’est la manipulation des figures qui fait naitre une structure. Celle-ci ali-
mente la pensée au premier niveau. Ainsi les figures deviennent de nouveaux sym-
boles définis par leurs relations avec d’autres symboles.

- Au premier niveau le contexte différe de celui du niveau de base. L’action déve-
loppée dans ce nouveau contexte fournit une intégration qui rend possible Paccés au
deuxiéme nivean et ainsi de suite.

Le professeur qui, délibérément, s’efforce d’amener ses éléves d’un niveau a lau-
tre, les met en mesure de développer eux-mémes un systéme déductif et de déceler
des fautes dans un raisonnement déductif. En agissant ainsi, le professeur n’impose
pas les domaines ot la pensée s’exercera, mais aide ses éléves i les préciser eux-
mémes. Cela ne signifie pas, comme il a été signalé déja plus haut, qu'il laissera 4
I'éleve le soin de tout découvrir, mais qu'il exigera de lui une activité particuliére
qui, dans chacune des cingq phrases, est autrement dirigée. Une application des prin-
cipes énoncés ici n'entraine sfirement pas un allégement de la tache du professeur.
Mais il aura la satisfaction de savoir ce qu'il fait et de mieux comprendre les réac-
tions des éléves.

L’enseignement d'un systeme déductif exige avant tout de la patience. Ce systéme
n'existe guwau troisiéme niveau de pensée, son essence n'est percue qu’au quatriéme
niveau. Il peut paraitre tentant d’édifier la géométrie A partir des transformations du
plan, mais alors on se fixe & nouveau comme but de construire un systéme déductif.
On ne peut confondre cette édification avec I'élaboration de la pensée géométrique.
Si I'on prend les transformations comme point de départ, on suppose déjd Pexistence
d’'un domaine de pensée préexistant. Quiconque est trop pressé, réduit son propre
domaine de symboles, chez les enfants, i des symboles intuitifs qui se situent i un
niveau bien inférieur et qui n’ont pas la signification qu’il leur confére. En loccur-
rence, on forme des types algorithmiques, c’est-d-dire des esprits capables d’appliquer
les algorithmes de facon satisfaisante sans que, pour autant, ils connaissent suffisam-
ment leur contenu. On enseigne dans ce cas de la matiére sans valeur formative
suffisante.

Quand on dirige trop vite enseignement vers le réseau relationnel mathématique,
parce quon dédaigne d’enseigner le réseau de relations géométriques, on risque de
manquer les Mathématiques pour jamais. Ce qu’on atteint, c’est un réseau de rela-
tions verbales dans lequel de nouvelles opérations sont impossibles. On trouve lexem-
ple d’une telle erreur dans ’enseignement des fractions en Hollande. Par cet ensei-
gnement, on constitue un réseau relationnel verbal. Pour la plupart des éléves, les
opérations avec les fractions sont tout 4 fait incompréhensibles. Que les professeurs
réalisent profondément que dans ’enseignement le réseau relationnel des éléves vaut
mieux que celui des professeurs !

L’essentiel de la notion de niveau de pensée réside dans la constatation que, dans
chaque discipline scientifique, il est possible de pemser et de raisonner i différents
niveaux et que ce raisonnement fait appel 3 des langages différents. Ces langages
usent parfois des mémes signes linguistiques, mais ceux-ci n’ont pas alors la méme’
signification et sont reliés de facon différente aux autres signes linguistiques. Cette
circonstance constitue une entrave i I’échange de vues qui s'établit entre le profes-
seur et I’éléve 3 propos de la matiére enseignée. Elle peut étre considérée comme le
probléme fondamental de la didactique.
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SUR LES PROBLEMES

EN GUISE DE PREAMBUIE.

« Un homme aimait 'horticulture. I1 soignait ses boutures avec amour, plus
d’amour peut-étre que de compétence. 11 voulait leur assurer les nieilleures conditions
de développement : terreau bien préparé, arrosage soigneusement dosé. Ses réussites
Yencourageaient. L’'une d’elles surtout : jamais personne n’avait obtenu en pot une
plante aussi magnifique, au feuillage si feuillu. Pour ce spécimen, notre ami des plan-
tes avait su créer « un paradis ». La plante n'étendait ses racines que pour le plaisir
de se ramifier dans un terreau aussi douillettement nourrissant. Jamais il ne lui serait
venu A Uesprit (car cette plante avait une petite téte) qu'une luite pour Pexistence
— « struggle for life », comme disent les sequoias américains —- piit étre nécessaire
et qu'elle se traduisit, 4 tous les niveaux de la matiére vivante, par le souci primordial
de la reproduction de 'espéce.

« Tant et si bien que cette belle plante, si forte, si vigoureuse, si prometteuse
enfin, neitt jamais la moindre fleur, la moindre promesse de fruit... »

Dn peut aussi se demander si les exercices et probiémes qui sont posés aux élé-
ves, et que des éléves expérimentés traitent fort bien, sont justement ce qu’il faut
offrir & Pesprit des éccliers et des étudiants pour que demain. ou aprés-demain, ces
jeunes gens soient aptes 4 se poser comme il faut les vrais problemes que la vie leur
propesera, sous une forme évidemment moins élaborée que dans les cours de Mathé-
matiques.

1. SUrR LES PROBLEMES QUI NE SONT QUE DES EXERCICES PLUS OU MOINS BIEN POSES.

On conéoit mal un enseignement des Mathématiques qui ne soit pas accompagné
Q’exercices. Cela ne se voit que dans les traités : « Les principes de géométrie ana-
Iytique » de Darboux ne contiennent aucun exercice (le livre se termine cependant
par I’énoncé d'un probléme : Trouver toutes les transformations de l'espace cayleven
qui consevvent les angles ; ce n’est pas un exercice, mais un vrai probléme).

Ta présence d’exercices dans un livre n'est pas, cependant, une preuve qu’il
sera plus facile A lire : pas d’exercices dans Darboux, des exercices dans Bourbaki.
Mais si un ouvrage contient des exercices, cela signifie que l'auteur a le souci d'étre
compris et d’entrainer ses lecteurs 4 sa suite : les « Eléments d’algébre moderne »,
de Lentin et Rivand, sont riches de bons exercices ; I’ « Introduction 3 I'algébre et
I'analyse moderne », de Zamansky, souffre de cette compléte absence d’exercices en
un domaine ot le lecteur moyen a justement besoin de beaucoup s’exercer.

Au niveau élémentaire, on ne congoit pas un enseignement des Mathématiques
sans exercices d'application et d’entrainement. On va méme parfois jusqu’a concevoir
un enseignement qui n’est qu'un entrainement aux problémes d’examens : faire des
problémes d'entrée en Sixiéme, faire des problémes de B.E.P.C., faire des problémes
de Dbaccalauréat. Combien d’entreprises, par cette caricature d’enseignement, ont
perverti la jeunesse de cette fagon gui plait aux familles (on fait des problémes pour
étre requ aux concours, on passe des concours pour avoir une situation, il faut avoir
une situation pour fonder une famille, il faut fonder une famille pour avoir des
enfants, il faut que les enfants fassent des problémes pour passer des examens et des
concours, ctc...).

La défense des droits de Penfant et de l'avenir de la science nous impose de
penser sérieusement 4 la réforme profonde des examens gui ont actuellement le pas



— 207 —

sur l'enseignement. Alors que les examens ne devraient pas avoir dans Penseigne-
ment plus de place que celle du thermométre médical dans 'ensemble de la science
médicale.

Il est facile de critiquer les problémes tels qu’ils sont généralement posés. La
preuve : lorsque, dans ’A.P.M., on entreprend de critiquer des problémes d’examen,
il y a plus de contributions que pour n’importe quel autre travail, y compris celui
de proposer des bons énoncés.

On hésite entre le « probléme de recherche », qui doit développer l'intuition, le
sens de la découverte, mais qui présente aussi de réelles difficultés, et le probléme-
type qui n’est que la vérification de Pacquisition de quelques bons trucs qui réussis-
sent dans les cas favorables (ceux qui ne se réalisent jamais !).

Pour aplanir certaines difficultés de la recherche, on peut suggérer un procédé :
A et A’ étant sur Ox, B et B’ sur Oy, Ox et Oy perpendiculaires, OA < OA’ et
OB > OB’, on demande de démontrer AB < A'B’ ; on suggére de construire une
longueur intermédiaire (mais c’est justement cette construction qui est le véritable
sujet de ce probleme des obliques).

De méme, pour le probléme du trajet AMB minimum, A et B étant d’un méme
coté de la droite D sur laquelle il faut placer M, on suggére de construire B’ symé-
trique de B par rapport 2 D, ce qui est le véritable probléme (1).

Les problémes-types n’ont plus 4 étre critiqués ; la relation o (bc + d) =e
fournit cing problémes : ayant quatre lettres, trouver la cinquiéme,

Citons quelques exemples précis, tirés d’un manuel de Sixiéme, qui n’est plus en
usage depuis de longues années (mais qui n’en est pas moins représentatif d'un mode
de présentation des problémes encore trés fréquent). Dans la préface, on peut lire :

3

« L’enseignement des Mathématiques doit contribuer & la culture de Pesprit
des enfants en leur donnant le golt du travail bien fait, le sentiment de l'ordre et
de Tharmonie, et en développant largement leur esprit critique sans lequel il n’est
pas de vraie culture. »

On notera que ces intentions, aussi excellentes qt’elles soient, ne mentionnent
pas le développement du gout de la recherche, non plus que le sens de la découverte.
Voyons comment 'esprit critique des éléves est invité i s’exercer.

Exemple 1. — Un propriétaire a acheté une propriété de 123 752 i. Il a du faire
des réparations pour 28 741 f ; il a revendu ensuite avec un gain net de 42 507 £. Quel
a été le prix de vente ?

Passons sur ce détail de rédaction : un propriétaire achetant une propriété gui
semble vouloir illustrer ceftaine thése sur I'accumulation du capital. Ou sur Pinvrai-
semblance des données au franc prés. Examinons le fond : il est invraisemblable
que le bénéfice ait été connu avant que le prix de vente ait été fixé ; une expérience
méme réduite des tractations immobiliéres en assurera les éléves. Si la rédaction est
différente, c’est que l'exercice figure & la fin d’un chapitre sur l'addition. 11 s’agit
donc d'un exemple caractérisé d’un faux concret, du pire concret, le concret abstrait.

Exemple 2. — Pour construire un mur, on a utilisé ¢g68 briques dont le volume
de chacun est 2 530 cm®. Quel est le volume du mur, le volume du mortier étant 1/50
du volume total du mur ?

Passons, 14 encore, sur la rédaction ; « dont le volume de chacun » est une

(1) A ce propos, signalons une anecdote vécue : il y a quelque temps, un éléve m'a
apporté, de la part de son pére (polytechnicien), le dit probléme, en ajoutant qu'il était
extrémement difficile, car il s’agissait de trouver, dans la famille d’ellipses de foyers A
et B, celle qui est tangente & D. C'est cette solution que G. PoLya présente comme naturelle
dans son ouvrage « Les Mathématiques et le raisonnement plausible » (p. o8), mais qu'il
écarte comme exigeant la connaissance des propriétés de Uellipse. (A. H).
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inadvertance. J1 est d’ailleurs bien curieux que ces briques soient connues par leur
volume et non leurs dimensions. Mais comment a-t-on pu savoir, avant de construire
le mur, que le mortier occuperait 1/50 de son volume ?

Exemple 3. -— Quel est le volume d’une sphére pleine en fonte de 1 m de dia-
métre et quelle est sa masse, la densité étant de 7,72 ?

L’éléve n'est-il pas en droit de répondre : Qu'on me la montre cette sphére, ie
n’y crois pas. D’ailleurs, si cette sphére existait, qu'en ferait-on ? (l1a est le pro-
bléme...).

Ces exemples suffisent 3 montrer qu’il est facile d’inventer des énoncés absurdes,
méme s'ils semblent bien adaptés i un programme. On a inventé des situations invrai-
semblables, on en a embrouillé Pexposé et on demande 3 I’éléve de déméler I'éche-
veau. Mais pour cela, il v a Scotland Yard et Agatha Christie.

11. DES NOMBREUSES CATEGGRIES DE PROBLEMES.

11 est facile et plus ou moins amusant de critiquer. Quel est le professeur qui a
toujours posé des problémes intelligents et bien adaptés ? Qui, d’ailleurs, a appris a
le faire, sinon par I'expérience de Penseignement ? Dans mon cas personnel, je suis
certain d'avoir proposé beaucoup plus de mauvais problémes que de bons, et je conti-
nue, avec seulement Pavantage de savoir que ce que je fais est insuffisant et qu'il
faut chercher & faire « autrement ». Je donne donc ici le compte rendu décevant de
mes essais.

Je suis persuadé qu'il faut d’abord bien distinguer les diverses catégories de pro-
blémes classés d’aprés les buts que se propose le professeur :

1) Exercices pour... s’exercer : selon I'adage : « Cest en forgeant qu'on devient
forgeron ; c’est en calculant... » On apprend ainsi (@ - ) (a— b) ; ces exercices ne
sont pas suffisants, car ils ne suppléent pas 4 une compréhension véritable des rela-
tions algébriques ; mais ils sont indispensables 4 un entrainement au calcul qui
rendra ultérieurement service (il est ridicule de voir des garcons de 17 ans qui butent
sur des obstacles de ce genre).

Drailleurs, il doit y avoir un moyen de trouver des exercices d’entrainement qui
prolongent 'acquisition des éléments et font entrevoir de plus vastes perspectives ;
alors les exercices d’entrainement conduisent 1’éléve i la mise au point de fiches on
un ensemble de connaissances se trouve résumé par 1'éléve lui-méme (parti pour
s'entrainer, il finit par acquérir une compréhension plus profonde).

2. Problémes de recherche. — Congus pour développer les dons d'intuition, le
sens de la découverte ; il est souvent nécessaire de doser Veffort d’invention afin de
ne décourager personne : idéal serait d’adapter 1’énoncé 3 l'éléve. On peut aussi
organiser une recherche collective ou par groupe de quelques unités. I’idéal est
d’atteindre le grand probléme, celui qui est ordonné autour d'une ou de plusieurs
idécs et de le terminer par des questions trés générales qui permettent i I’éléve qui a
vraiment bien compris de s’engager A sa facon dans une recherche personnelle.

J’ai essayé en classe de donner des énoncés sans question. Les résultats ont été
trés décevants, mais je ne les crois pas probants. Les éléves étaient trop surpris 3
Tidée que 5'il n’y avait pas de question, il fallait se poser les questions (éléves défor-
més par les traditions, réflexes conditionnés).

Ces meémes traditions sont encore un obstacle a la libre recherche ; on demande
gl faut résoudre par Parithmétique ou par P'algébre. Et des éléves ne comprennent
pas qu'on leur réponde qu'il faut trouver la solution, que c’est I'essentiel. Il est vrai
que jusqu’a 958, il y a eu un probléme de géométrie 3 I'agrégation ot il fallait ne
se servir que des connaissances d’un éléve de Mathématiques Elémentaires, méme si
cet effort empéchait de trouver la solution du probléme (il est vrai que cet exemple
ne prouve rien, puisqu’il est tiré d’un concours et que la formule du concours tourne



e dos & la pédagogie). En tout cas, rares sont les éléves qui avoueront franchement
le recours 4 un modéle pour trouver un probléme (alors que le recours & un modéle
est 1a régle de la découverte en physique théorique). Ces contraintes artificielles sont
le résidu d'une conception malheureusement non disparue de 1'éducation o1 la con-
trainte joue un role primordial.

Tl faut donc habituer les éléves A choisir librement leurs moyens de recherche.
Guider vers Ja liberté et non guider vers des habitudes.

Ce qui ne signifie pas qu’on omet le respect des grands principes. Au contraire
on y pense, et les éléves finissent par penser eux-mémes que cette découverte aven-
tureuse ne suifit pas ; qu'il faut organiser la victoire, c’est-3-dire mettre au point la
démonstration, puis rédiger, faire une belle figure ou plusieurs ; présenter un travail
qu’on puisse lire et comprendre.

Ainsi le probléme de recherche conduit & un travail trés complet et trés for-
mateur. Il est long, difficile 3 corriger (corriger la premicre version, en faire faire
une seconde et ne s'arréter que si le résuliat est bon) ; la notation d’un tel travail me
parait complétement inutile (c’est déji un premier moyen de faire perdre I’habitude
aux gens quil faut donner des notes ; comme si on pouvait noter des travaux intel-
Jectuels... Si vous mettez 20 3 la géométrie de Descartes, combien mettrez-vous &
Bourbaki ? Mais si vous ne mettez pas 20 a Descartes, comhien mettrez-vous au
premier de votre classe ?).

Toubliais : la démonstration, la rédaction, ne suffisent pas, aprés la découverte ;
il faut aussi vérifier la validité des résultats, si possible trouver des applications du
résultat théorique obtenu.

3) Ewercices de vérification. —— Congus pour que le professeur vérifie que ses
&éves ont compris, ont appris, savent se sortir de situations de plug en plus com-
plexes. Problémes de composition et d’examen. Ils doivent étre congus pour donner
une mesure facile et numérique des connaissances des éléves. Les épreuves de bacca-
lauréat actuelles ne répondent absolument pas 3 cela : trop grande place laissée au
hasard de la découverte et aux difficultés particuliéres de rédaction. Un drame

I 7: r (Y - - .
récent (un — drame) au baccalauréat deuxi¢éme partie montre, en toute évidence, que
2

certains examinateurs ne congoivent pas I’épreuve d’examen comme une épreuve de
mesure. Pour eux, c’est un concours et ii est souhaitable que les esprits brillants y
donnent leur mesure. Dans un examen, il est au contraire indispensable de n’éliminer
que les insuffisants : quant aux esprits brillants, il y aura d’autres occasions dans la
vie pour qu'ils fassent valoir leurs dons (ceci dans la mesure ot on l'estime utile).

II1. QUELS SONT LES BONS PROBLEMES ?

Reste 3 traiter la question essentielle : existe-t-il de bons problémes ? (bons,
Clest-a-dire pédagogiquement utiles et satisfaisants du point de vue de la formation
des étudiants).

Réponse positive assurée, car il y a de bons problémes scientifiques, ceux qui ont
fait progresser la découverte. )

Exemple « a contrario » : les ignorants posent souvent la question : Y a-t-il des
habitants sur Mars et Vénus ? Probléme mal posé, disent les astronomes avertis, car
il y a bien d’autres questions 3 résoudre avant celle-ci (cf. « Life in other worlds »,
par Spencer ones).

Exemple probant : les observations de Tycho Brahe, 4 une minute d’angle preés,
ont permis a Képler de découvrir le mouvement de Mars, alors qu'une plus grande
précision des mesures laurait mis en présence des perturbations et lui aurait peut-
&tre caché Uessentiel. Ayant les lois de Képler, on a pu trouver la loi de Newton, et

Clest celle-ci qui fait prévoir les perturbations (travail de Clairaut sur le retour de la.

cométe de Halley) ; on pourrait continuer...
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Dans la classe, il est bon que le probléme serve d'introduction 3 une théorie HEH
faut qu’il soit bien choisi.

1° Reprenons l'exemple du probléme du trajet minimum AMB, A et B situés
d’un méme coté de la droite D, M étant A placer sur D. En réalité, ce probléme pro-
pose Yintroduction de la symétrie, Autant partir de Pexpérience méme des deux
bougies qui irappe les éléves. La loi de Descartes motive étude de la symétrie. Sans
doute un éléve aura-t-il 'idée d’étudier le systéme de deux miroirs et Ion fera des
produits de symétries. Autre avantage : Pexpérience est dans Pespace et nous appre-
nons i nous ramener au probléme plan.

2° A un niveau plus élevé, on peut citer le probléme de Molyneux formulé par
Leibniz, comme introduction 3 I'esprit de Paxiomatique : « A cette occasion, je vous
proposerai un probléme que le savant M. Molyneux, qui emploie si utilement son
beau génie 4 I'avancement des sciences, a communiqué i Pillustre M. Locke. Voici
4 peu prés ses termes : Supposez un aveugle de naissance, qui soit présentement
homme fait, auquel on ait appris i distinguer par l'attouchement un cube d’un glohe
de méme métal et & peu prés de la méme grosseur. Supposez... que cet aveugle
vienne a jouir de la vue. On demande si, en les voyant sans les toucher, il pourrait
les discerner et dire quel est le cube et quel est le globe ? » (LEmsNiz, Nouveaur
essais, I1, .1).

Voici quelques exemples de problémes essayés avec des éléves et ayant conduit
3 des développements intéressants :

1° (Classe de Quatriéme, éléves de 13 ans) : Comment ranger le long du mur
plusieurs cartons & dessin de tailles diverses ? Mettra-t-on le plus prés de Pangle du
mur le plus grand carton ? On finit par se poser le probléme général de la variation
du segment qui joint A sur Ox et B sur Oy, cotés de I'angle droit (et I’énoncé déja
cité n’a plus besoin du coup de pouce indiqué plus haut).

2° Présentation d’un film de Nicolet ; essai de compte rendu ; formuler le pro-
bléme que I'on se pose sur ce film ; découvrir ét démontrer ; faire un compte rendu
complet, un « mémoire » sur la question.

Méme plan & partir de la construction d’un modéle : é&léves de 1 5 ans (Classe
de Seconde) : Comment tracer le développement des pyramides carrées 3 construire
pour obtenir avec six de ces pyramides le développement « en volume » d’un cube K
réaliser le modéle ; rédiger un mémoire sur tout ce qui a été fait.

Méme plan pour la réalisation d'un cadran solaire par des éléves de Mathémati-
ques Flémentaires ; discussion du projet ; réalisation ; compte rendu détaillé de la
réalisation (ces deux derniers exemples sont en cours de réalisation, travail de vacan-
ces ; si je peux généraliser, la classe devrait s’enrichir d’archives ofi ces projets
seront conservés).

3° Problémes motivés par une situation réelle : exemple d’un probléme de pro-
grammes linéaires proposé aux éléves de Seconde (énoncé qui m’a été directement
inspiré par un travail de M. Huisman). Pour &tre tout 3 fait complet, il aurait fallu
laisser. les éléves rechercher les données (entre les données réelles et celles qui sont
utilisables dans les calculs il y a une marge : travail d’élaboration des données).

Programme de fabrication. — Une usine fabrique deux types d’automobiles dési-
gnés par les lettres A et B. Fixer le programme de fabrication hebdomadaire de
l'usine, c’est calculer le nombre » et’y de chaque type de voiture 3 fabriquer durant
la semaine. Le but recherché est de réaliser la production maximum, celle-ci étant
évaluée en valeur marchande totale de la production (@ et b étant les prix de vente
unitaires des voitures A et B, la production totale en francs est donc ax -+ by).

Le prix de vente unitaire de chaque voiture est la somme de quatre éléments :
valeur des matiéres premiéres (o et &' resp.), valeur de la main-d’ceuvre (a” et "),
valeur des services de recherche et de vente (a”’ et b”’) et bénéfices éventuels,
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La production de Yusine est assujettie aux conditions suivantes :

1° Les possibilités d’approvisionnement en matiéres premiéres limitent le total
des dépenses hebdomadaires sur ce chapitre i la somme P ;

2° Les dépenses sur le chapitre main-d’ceuvre, compte tenu des clauses de la
convention collective de travail et du nombre d’ouvriers qualifiés disponibles, sont
limitées hebdomadairement i la somme M ;

3° Les dépenses hebdomadaires sur le chapitre recherche et vente sont égale-
ment limitées 4 la somme V.

Fixer effectivement le programme de fabrication hebdomadaire dans les quatre
cas déterminés par les données numériques suivantes :

1°" cas 2° cas 3° cas 4 cas
@ caooasocdss 850 oon 725 000 850 o000 700 000
b’ . . 700 000 825 ooo 700 000 700 000
@ oo 100 000
Basts it 60 000
@R 120 000
D i e s ey 120 000 s
@ S 70 000
P ° 40600 < 90 000
T 6 000 000 6 ooo 000 7 500 000 "6 000 000
Ml cos conouo O 000 000
A S 6 300 000

Dans chaque cas on évaluera le bénéfice sur chaque type de voiture et le bénéfice
hebdomadaire total.

N.-B. -- 1° Usage recommandé du papier millimétrique.

2° Rechercher si possible des données numériques réelles pouvant donner lieu a
des problémes semblables dits « de programmes linéaires ».

Ex GUISE »E CONCLUSION,

Sans doute possible, une place prédominante est attribuée 4 la solution des pro-
blémes. Une activité essentielle est ainsi escamotée, aux dépens d’une compréhension
profonde des problémes. En cette occasion, comme & propos de toute la pédagogie
des mathématiques on retrouve cette idée qu'il faut s’intéresser a toute Pactivité de
Pesprit et pas seulement X celle qui enchaine déductivement les théorémes.

Non pas contraindre Véléve, les éléves, i Pactivité mathématisante, nais les
mettre en présence de situations qui les conduiront presque nécessairement a cefte
activité. Sans que ceci doive nous conduire 4 une religion de Pactivité, et j'aimerais
assez donner 3 cette note, en conclusion discordante, cette réflexion d’André Gide :

« Vous voulez forcer les gens a agir parce que vous avez horreur du stagnant ;
les forcer i agir sans considérer que plus vous intervenez, avant leurs actes, moins
ces actes dépendent d’eux. Votre responsabilité s’en augmente ; la leur en est d’au-
tant diminuée. Or la responsabilité seule des actes fait pour chacun leur importance,
et leur apparence n'est rien. Vous n’apprendrez pas & vouloir : velle non discitur ;
simplement vous influencez ; la belle avance alors si vous pouvez 2 la fin procréer
quelques actions sans valeur ! » (Paludes, p. 103).

G. W.



— 212 —
EXEMPLE DE PROBLEME A MOTIF TECHNIQUE

LE PONT SUSPENDU

Cours : algébre de Seconde, troisiéme trimestre ; fonction y = a42 et problémes
graphiques.

Genre d’exercice : probléme d’application traité par le professeur, avec parti-
cipation de la classe (si possible en travaux pratiques). Durée : demi-heure.

Probléme. — Le tablier d’un pont est schématisé par une droite horizontale #'x
(fig- 1). Sur celle-ci on prend des points uniformément espacés, ou lon éléve les
verticales. Ces derniéres schématisent des fils se rattachant a un fil polygonal
A1AsAsz.,. Déterminer ce contour de facon que le poids du tablier soit uniformément
supporté par les fils verticaux.

yp

B %
1 =
R
x 0 X
Fig.I
Solution. — 1) Etude statique. Partons de deux points consécutifs A; et By

Y

méme hauteur. A; est soumis 3 une force To, ainsi qu’d une partie p du poids du
tablier. Les deux forces se composent selon R. Le fil AjAs doit avoir la direction R.
(il est donc déterminé). La force R se retrouve en Ag, ot Uon peut I'appeler Tj. Le
point Az est 4 son tour soumis & T1 et & un poids p. En composant ces deux forces,
on obtient la direction du fil A2As, ainsi que la force Ts agissant en Ag, etc...
Notons que les directions successives peuvent s’obtenir sur une méme construction

(fig. 2).
Te
Pl
i

F1G. 2



2) Etude algébrique. Le contour polygonal est déterminé ; cherchons plus pré-
cisément les coordonnées des points A1, Aa, As, etc... Prenons #'x pour axe des
abscisse, et la médiatrice de A1B1 pour axe des coordonnées y'Oy. Considérons alors
un point quelconque A, du contour.

1° Abscisse : Sojt 7 1a distance de deux verticales consécutives : on trouve immé-
diatement :

r1=l/2,
X2 — l,/2 + l,
xg=1/2 4 2l,
Ty =1/2 + (n—1)I,
ou encore : Xy, =(n———£ l.
2

2° Ordonnée : Par similitude :

SIS L5 P et P
—_— T — ==
] T, d'ou y2—y; T,
De méme :
2p 3P
S :_l, —_ 3:——-1, tc... fig. 2).
¥3— Yz T, Ye— T, etc... (fig. 2)
Posons 218 & ; on peut écrire :
0
y2—yi == kL,
V3 — Y2 _— 2kl,
y4—yz = 3k,

VYo — ¥n—1= (v — 1)kL
Par addition membre 4 membre, il vient, aprés simplification :
Yp—yp=[1424+34 ... + @—1)]k.

NN+
On comnait la somme 1+2—{—3—}-...—]—N=—(2ﬁ:

ici on a
N=n-—1, doit :
w{n—1I
yn=(—2——) Rl + y1.

3° Courbe : Il est intéressant d’éliminer le parameétre n entre x, et ¥, (question
classique) ; on trouvera une courbe contenant tous les points A.

On a aisément :

Xn I
n=—-4-
[ +2
d’ot1 en transportant dans 3, :

i ﬁuri) Sy S
2\ [ 2 I 2
1/xh 1
ko, kl
Aty
de la forme : y==ax? 4 b.

La courbe est donc une parabole.
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Compléments pratiques. — Les ponts suspendus sont des ouvrages trés répandus
de par leur Iégéreté (relative). Les éléves peuvent donc vérifier « dans la nature »
le résultat précédent (allure parabolique du contour).

En classe, on peut déjd montrer une vue.

Un exemple d’actualité : le pont de Tancarville, sur Pestnaire de la Seine, encore
en construction. Ce sera l'un des plus grands d'Europe.

Signaler d’ailleurs que le pont suspendu est une invention francaise, du sié-
cle dernier, répandue dans le monde entier.

C. DELAPIERRE,
Eccele militaire préparatoire, Les Andelys (Eure).

SUR L'UNICITE DE LA REDUCTION D'UN DEPLACEMENT
A UN DEPLACEMENT HELICOIDAL

Un déplacement I) est déterminé par trois points A, B, C, et par leurs homolo-
gues A’, B’, (7 formant un triangle A’B’C’ égal au triangle ABC.

On sait que si A et A" coincident, D est une rotation autour d’un axe contenant
A. Si A ct A" sont distincts, on peut remplacer D par le produit de la translation de

vecteur AA’ et d'une rotation dont I'axe contient A’. Un tel produit est facilement
réductible 3 une rotation ou A un déplacement hélicoidal.

Tour déplacement D est donc Pune des transformations suivantes : translation,
rotation, déplacement hélicoidal.

Bien entendu, cette réduction peut aussi se faire & partir du point B ou de tout
autre point M de I'espace. Pour cette raison, il convient de se demander si les divers
procédés possibles conduisent 4 la méme forme réduite.

Je conviens d’écrire T = T’ pour exprimer que les transformations ponctuelles
univoques T et T' réalisent la méme application de Pespace sur lui-méme.
De telles relations entre éléments de l'ensemble des transformations ponctuelles
sont évidemment des relations d’équivalence. En particulier, elles sont frausitives.
Les déplacements forment un groupe relativement i leur produit. Chaque é1é-
ment de cet ensemble est donc régulier. Par suite, d’une relation telle que
DD’ = DD”
on déduira
DI — D”-
Cela est d'ailleurs valable pour toute transformation biunivoque D.

=
Dans la démonstration qui suit, j’assimile la translation de vecteur V au dépla-
>~ F > el
cement hélicoidal H (A, O, V), (A) désignant le support de V. J’assimile également
- k ot
la rotation d’axe (A) et d’angle 9 au déplacement hélicoidal H (A, 6, O).
Considérons une relation telle que
ey &= 5o ap w0
H@ 0, V)=H(@&, 6§ V)
portant sur deux formes réduites d’'un méme déplacement D.



Soit (X) une droite perpendiculaire aux deux droites (A) et (A"). Les déplace-
> >
- . 6 8 V' .
ments hélicoidanx H K,—, Y) et H(Z’, -, K) transforment (X) respectivement en
2’ 2 27 2

(Y) et (Y). Je représente par X, Y, Y’ les symétries relatives aux droites (X),

(¥). (Y.

On sait que
e ot
XY =HC(A, 6, V),
*I 4 )F
XY ' =—=H @A, 0, V),
ce qui entraine, puisque la relation d'équivalence est transitive,

XY =XY"
Or, X est un élément régulier de Pensemble des déplacements. Il est donc permis
d’écrire W = Yo

Cette relation impose la coincidence des droites (Y) et (Y'). Elle rend ainsi évidente
I'identité des deux déplacements hélicoidaux H (K, 0, \*/'), H"(K', &, \7’)
Ainsi : tout déplacement admet une forme réduite et une seule.
E. Ancrape (Lycée Lakanal).

LE PREMIER CAS D'EGALITE MECONNU

On désigne souvent par le n° 1 le cas d’égalité de deux triangles ABC, A'B'C,
satisfaisant aux conditions suivantes :
cdté B’'C’ = coté BC angle B’ == angle B angle C'=angle C
(les angles égaux sont adjacents au coté égal).

La coutume est de passer sous silence le cas olt les données seraient :
coté B'C' = coté BC angle A’ =angle A angle B'=—angle B
(un des angles est opposé au coté égal).

On attend de connaitre, ou d’admettre A 4+ B - C = 2 droits, pour ramener au
cas n’ I.

Pourtant, il est possible de démontrer le cas méconnu, sans utiliser le postulat
d’Euclide.

Voici une démontration :

C C
A Z /m
A H D BA D H A

) B
@ @)

Le triangle A'B'C’ est placé de fagon que B/C’ soit sur BC, les angles B et
B’ étant superposés. Le point A’ est donc un point de la demi-droite BA. Menons la
hauteur CH. Soit D le symétrique de A’ par rapport & CH. Les fig. 1 et 2 sont a
rectifier au cours du raisonnement.

— Dans le cas de la fig. 1, les points A et A’ sont d’'un méme c6té de H, A et D
seront de pari et d’autre de H.
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Le triangle CA'D est isocéle par construction. Donc angle A’ == angle D.

Le triangle CAD est isocéle parce que ses angles 3 la base A et D sont égaux.

Les triangles CA'D et CAD possédent en commun la hauteur axc de symé-
trie CH.

On en déduit que HA' = HA (= HD), donc les points A et A’ sont confondus.

— Dans le cas de la fig. 2, les points A et A’ sont de part et dautre de H ; D
est donc du méme c6té que A.

Le triangle CA’D est isocéle par construction, donc ses angles a la base A’ et D
sont égaux.

Le triangle CAD est isocéle parce que ses angles i la base A et D, intérieurs ou
extérieurs, selon le cas de figure, sont égaux.

Les triangles CA'D et CAD possédent en commun la hauteur-axe de symétrie
CH. Par suite HD =HA (= HA").

m e

H A

Le point D est confondu avec A. Mais alors les angles en A’, supplémentaires, et
€gaux 4 A sont droits et cela impose que A, D et A’ soient confondus avec H. Autre-
ment dit, on trouve ici le cas des triangles rectangles, égaux lorsqu'ils ont I'hyvpo-
ténuse.égale et un angle aigu égal.

En récapitulant les résultats dans un énoncé traditionnel, mais contenant le cas
méconnu : )

Deux triangles sont égaux lorsqu’ils ont un cbté égal et deux angles respective-
ment égaux, pareillement placés. H. Mas (fanson).

Je remercie mon collégue et ami Mas d'avoir rédigé cette note sur l'enseignement élé-
mentaire de la géométrie, 11 est intéressant de savoir qu’un théoréme qui vient ordinaire-
ment aprés la théorie des paralléles est en réalité indépendant du postulat d’Euclide,

Il sera hon que Mas précise comment il démontre quun triangle qui a deux angles
€gaux est isocéle, car cette propriété est utilisée dans la démonstration ci-dessus.

Il v a une dizaine d’années, la question analogue, relative aux triangles rectangles, a
&té étudiée dans le Bulletin, Notre: collégue HEMERY avait proposé une démonstration repo-
sant sur ce théoreme : Tout angle extérieur 3 un triangle est supérieur 3 chacun des angles
intérieurs qui ne lui sont pas adjacents.

A cette occasion, un collégue avait écrit au Bureau pour exprimer sa conviction gue
c'était une honte nationale que de traiter dec telles questions dans le Bulletin, Aujourdhui
que le Bulletin passe pour trop savant, nous espérons que Pinitiative de Mas va susciter de
nombreux émules... (A. H.).
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QUELQUES REMARQUES SUR LA METHODE
DE SUBTITUTION APPLIQUEE A UN SYSTEME
DE M EQUATIONS A N INCONNUES

D’apres wne conférence faite, le 13 novenbre 1958, au Séminaire des Professeurs
de Mathémaviques de Lille, par G. Porrou, professeur & la Faculté des Sciences de
Lille.

Le but :de ces remarques est de montrer que la méthode de substitution ne permet
pas seulement de calculer la solution unique du systéme quand il a ume solution
unigue, mais quellé est aussi adaptée 4 la démonstration des théorémes concernant
Texistence de la solution unique.

Dans le cas d'une équation 3 une inconnue, g = b a une solution unique si, et
seulement si @ n'est pas nul ; cette condition ne dépend que de @, pas du second mem-
bre. 11 sagit de généraliser cette remarque au cas d’'un systéme quelconque.

Soit donc un systéme de s équations a 7 inconnues :

\ aria farere oo + a12, = b1
) ¥ Bidoocioasnckosacsa00eananannasa00000006a0aaha0s
( a1 x1 - agers o 4 Cpp¥y = 1 (1)
qui §'écrit en abrégé :
Li=1#b;
(&) 4 oocoocos
T = e

A condition que I'un au moins des coefficients des inconnues soit différent de o
(au besoin aprés un changement de notations, on supposera que c’est a11) I’'applica-
tion de la méthode de substitution remplace (S) par le systéme :

f 22} ] bi
e S R o +—
Ay an
/
i asay 1 a9y
Lg‘_'_‘L1——_bi_1'——b|
22T ag
U 250 0 0.q 5 600 = Ak G600 0c
ami ami
i ' Lm‘—'—‘Li-——:bm——bj
A ais ay

Toute solution de (S) est solution du second systéme ol la premiére équation
ne différe que par Vécriture de 'équation L, == b, et toute solution de ce second
systéme fournit en négligeant la valeur de 1 une solution de (S"). Réciproquement,
toute solution de (S"), portée dans la premiére équation du second systéme, fournit
1a valeur de x1 quit suffit d’adjoindre A cette solution pour en avoir une du second
systéme, douc de (S). En résumé : oux solutions de (S) correspondent binnivoque-
ment les solutions de (8') en « oubliant » x1 ; en particulier, c’est ensemble que (S)
et (S) ont ume solution unique (Phypothese que tous les ay; ne sont pas nuls étant
alors évideninent réaliséc).

Supposons alors que (S) ait une solution unique pour un choix déterminé des ay
et guels que soient ics seconds membres. Les seconds membres étant arbitraires, on
pourra en particulier faire b égal 3 o ct laisser les autres arbitraires. Les seconds

(1) Les a;; et les b; peuvent stre des nombres réels ou, au gré du lecteur, pris dans un
corps commutatif ; Uhypothése de commutativité pouvant étre levée facilement.
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membres de (S') sont alors réduits & ces b; arbitraires, et (8") a comme (S) une solu-~
tion unique quels que soient ses seconds membres. Le raisonnement peut recommencer
a partir de (S'), et ainsi de suite, jusqu’d ce qu'on parvienne, ou bien 3 une équation

a p inconnues : aixy fqore - ... L + a4, =B, ou bien un systéme
de g équations A une inconnue :
\ 21X = Bll

2 o, =y

ayant, comme (S), une solution unique. Tl est facile de s’assurer que, dans les deux
cas, l'existence d’une solution unique pour tout choix des B, nécessite, soit p =1,
soit g=1, ce qui implique m = . En résumé : un systéme d’équations linéaires ne
peut avoir une solution unique, quels que soient les seconds membres, que st C’est un
systéme carii.

Remarque : Substantiellement, ce théoréme est équivalent au théoréme de la
dimension pour les espaces vectoriels. En effet, on peut considérer les formules (S)
comme définissant une transformation linéaire qui fait passer d’un vecteur

(%1, x2, ...... &)
de R™ & un vecteur bien déterminé (b1, ba, ............ by) de R™. L’existence de la
solution pour des b; arbitraires signifie que tout R™ est obtenu ; Punicité de la solu~
tion signifie que tout vecteur (b1, ba2, .......... by) de R™ est le transformé d'un

vecteur unique de R” autrement dit, que la transformation est biunivoque. Le théo-
réme exprime alors qu'il ne peut y avoir de transformations linéaires biunivoques
d’un espage R” sur un espace R™ que si les deux espaces sont de méme dimension. On
peut alors dire qu'un espace vectoriel réel est de dimension # §'il admet une transfor-
mation linéaire biunivoque sur R™.

Montrons maintenant que pour tout systéme carré, lexistence de la solution
unique est indépendante des seconds membres.

Soit un systéme (S) qui pour un certain choix des b; a une solution unique. Le
procédé décrit plus haut améne i I'équation ex =& qui a, comme (S) une solution
unique, donc @ n'est pas nul. Mais un autre choix des seconds membres de (S) ne
modifie pas ¢ qui ne dépend que des a;;, done, @ demeurant différent de o ; "équation
ax =1 a encore une solution unique et (S) aussi. Si le choix des b; fait dans I’hypo-
thése est (0, 0, ........ 0) le résultat s'exprime sous la forme classique : pour
qu'un systcine lindaire carré ait une solution unique, il faut et il suffit que le systéme
homogéue associé ait une solution unigque.

Remarque : Le coefficient a, d’ont dépend l'unicité de la solution du systéme,
n'est autre, naturellement, que le déterminant du systéme divisé par certains coeffi-
cients. On pourrait, 4 partir de cette remarque, édifier la théorie des déterminants.

Mlle VErvarCkE (Lille).

Nous remercions Mlle VERVAECKE d’avoir bien voulu rédiger ce résumé d’un exposé
fait & Lille, dans le cadre des activités de la Régionale, 1a plus active avec celle de Nancy.
M. R. DescoMBEs nous &crivait, il y a quelque temps :

« Je suis tout 4 fait convaincu de la nécessité d'une Haison é&troite entre tous les ordres
d’enseignement. J’espére que le Séminaire organisé a Lille depuis deux ans ne décevra pas
cette année les collégues de I'Enseignement Secondaire qui nous fait I’honneur d'y venir
assidfirgent ; ces contacts sont en tout cas trés précieux aux professeurs de la Faculté. »

Ajoutous que le plus vif désir du Bureau est que de tels liens s'établissent dans toutes
les Académies, pour le plus grand profit de tous.
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LE BACCALAUREAT SCIENCES EXPERIMENTALES

Voici quelques remarques envoyées par des collégues pour 'épreuve de Mathé-
1natiques i V'écrit de Sciences Expérimentales.

A. — Critique des textes proposés.

1" Le n* 3 (page 68, Bulletin 194) : résoudre I'équation : sin# -+ \/2€0s # == 1
parait hors du programme ; il faudrait donc au moins mettre les éléves sur la voie.

2° Tes textes de la page 70 semblent en général un peu difficiles, et les notations
modernes inspirent quelque effroi.

3° 11 est suggéré par certains collégues de réserver pour Toral (mais ceci sup-
pose qu'il existe 1) les questions de cosmographie et d’arithmétique.

B. — Natuie de I'épreuve.

Les avis sont partagés. Plusieurs questions indépendantes semblent unanimement
souhaitées. Mais on fait remarquer que si le choix entre plusieurs questions est
laissé, quatre sur six, par exemple :

1) toute une partie du programme risquerait d’étre délibérément sacrifiée par
certains candidats ;

2) les éléves ne possédant pas, avant de traiter ces questions, les éléments du
choix, celui-ci reviendrait en fait pour eux a un tirage au sort.

La formule suggérée par plusieurs collégues serait : deux questions obligatoires,
deux facultatives choisies parmi quatre.

Les collégues demandent des précisions sur les points suivants :

— quelles sont les tables numériques permises ; les candidats doivent-ils se servir
de la table de logarithmes, des lignes trigonométriques, avec les quantités S et P, par
exemple .

—- le papier fourni aux candidats sera-t-il quadrillé ou millimétré ;

“— l'usage de la régle A calcul est-il au programme ?

3) un collégue fait remarquer les inconvénients de la suppression de Poral pour
des matiéres comme la cosmographie, qui risque d’étre encore plus défavorisée qu'elle
ne lest déia.

Tex7E prOPOSE pAR M, DEguarre (LycEe pu Parc, Liyox)

Le iexte comporte cing questions ; deux sont obligatoires, deux facultatives a
cheisir parmi trois autres.

1. (obligatoire). — Construire la courbe y == #* + 842 —9 ; calculer Vaire déli-
mitée par celte courbe et les tangentes aux points ot elle coupe Oa.
cos 20 -+ 1

2

2. (obligatoire). — On pose x == cos «. Démontrer que cos?a = et

que : y=a*+ 812 —9g=Acosqn} Beos2z ¢
en déterminant A, B, C constante.
Calculer y pour o = 23° (table des valeurs naturelles).

Questions facultatives :

a2 —(r—2)5— 2
L:ff = (*_u:x‘i -|—8x2-— 9.
20
4) Pour quelle valeur positive de & les trois nombres 44, 8242 et — g forment-ils
une progression arithmétique ? Calculer cette valeur en utilisant la table de loga-
rithme a 3 décimales.

3) Montrer que :
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5) Calculer 1a longueur du cone d’ombre portée par la lune L, éclairée par le
soleil S. On donne : distance lune-soleil : 23 400 R ; rayon de la lune : 0,27 R ; rayon
du soleil : 109 R, R rayon terrestre. Conclusion relative aux éclipses de soleil (dis-
tance TL == 6o R).

Rapport de Mlile Massox (Marie-Curie).

Nous ajoutons ci-dessous un texte d’examen allemand que nous devons 3 I'obli-
geance de notre collégue J, VAuTARD, professeur au Lycée francais de Sarrebriick
(Sarre).

SUJET DONNE AT’ « ABITUR », EN SARRE (janvier 1959)

I. — Un vase est engendré par la rotation autour de I'axe des # de la courbe
] 7\ : 70 ™ 57
y==2-}-sin ( # 4-= ), comprise entre les limites #— -— — et 4= 20 .
3 3 3

@) Tracer la méridienne et calculer son aire.

b) Evaluer par le calcul la plus grande et la plus petite section du vase.

) Calculer le volume du vase.

II. — Soit la famille de paraboles #y2 +x—t—1=0 (> 0).

a) Déterminer leurs sommets et leurs paramétres 2p (dessin ¢t = 1/2).

b) Calculer le volume engendré par la rotation autour de Ox de la partie # > o.

¢) Déterminer ¢ de maniére que ce volume soit minimum.

III. — On donne le cercle #2 }- 42— y==o0. Une droite issue de origine
recoupe le cercle en A. La droite y = 1 coupe la droite OA en B. La paralléle 3 Ox
menée par A coupe la paralléle 3 Oy menée par B en P.

a) Prouver que P décrit la courbe (1 -} #2)y — 1 =0 quand OA pivote autour
de O. Tracer le lieu.

b) Déterminer Iaire comprise entre la courbe, 'axe des x, et les droites
re=—1 et r =} 1.

¢) Calculer le volume engendré par la rotation de cette surface autour de Paxe
des .

Remargues : 1) Ce sujet a été donné 3 tous les candidats des établissements de
Sarre ; il est considéré comme étant « assez facile ».

2) La correction est faite par les professeurs mémes des candidats.

3) La proportion normale des recus a l’examen est de g9 %...
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IV. DOCUMENTATION
L'LP.E.S. DE LA FACULTE DES SCIENCES DE RENNES

Le trés grand nombre d’étudiants se présentant 3 Mathématiques Générales 3
Rennes, environ un millier 3 la session de juin, fait que le nombre de postes I.P.E.S.
de Mathématiques est élevé, et nots n’arrivons pas 3 les pourvoir tous. Toutefois, le
recrutement est important et posera le probléme de la réorganisation des C.P.R. dans
‘un avenir immédiat, la structure actuelle des C.P.R. ne permettant pas d’absorber les
licenciés que nous espérons former.

En 1958, alors que 'LP.E.S. ne fonctionnait que depuis un an, nous avons en
effet fourni vingt éléves-professeurs licenciés de Mathématiques.

L’obligation faite aux éléves-professeurs licenciés en juin de se présenter aux
&preuves orales théoriques du C.A.P.E.S., dés le mois de juillet, a eu des effets désas-
treux, et nous espérons bien que les éléves-professeurs obtiendront une année com-
pléte pour préparer, 3 la fois, un dipléme et les épreuves orales théoriques du C.A.
P.E.S. Clest d’ailleurs le veeu unanime de la Commission permanente de perfection-
nement des LP.E.S. et CP.R.

Pendant leur scolarité a PI.P.E.S., nos éléves-professeurs suivent, en plus des
cours normaux de licence, des séances de travail par groupes de 30 4 40, et 4 raison
d’une heure par semaine. Ces séances sont assurées par des chefs de travaux et des
assistants, et sont destinées, d’une part, a préparer la formation du futur professeur,
d’autre part, A parfaire les connaissances des éléves-professeurs en vue des certificats
de licence qu’ils préparent. Ces séances ne donnent lieu & aucun travail supplémen-
taire.

Si nous. en avions les moyens financiers, nous envisagerions volontiers d’ajouter
4 ces séances de travail quelques séances d’interrogations, comme cela a pu se faire
3 Rennes pour les éléves-professeurs préparant la licence de chimie, eu égard 3 leur
petit nombre.

Tnfin, nous aimerions que nos éléves-professeurs disposeni d'une part d'un
fover, d’antre part de salles de travail ; mais V'exiguité actuelle de nos bitiments ne
nous a pas permis encore de trouver une solution A ces problémes...

Grace 4 un effort soutenu, nous avons réussi i recruter, depuis le 1°° avril 1057,
et pour Pensemble des disciplines, un total de 410 éléves-professeurs, y compris le
concours de janvier 1959. .

Enfin, nous avons pu constituer dans chaque département (mathématiques, physi-
que, chimie, sciences biologiques, sciences de la Terre) ume bibliothéque ‘comportant
des livres du niveau du 2° et du 3° cvcle que les éléves-professeurs peuvent consulter
et emporter.

(Renseignements aimablement conuiumiqués por M. Y. MARTIN, directeur de
PIP.E.S. de la Faculté des Sciences de Renues et dont nous le remercions).

STATISTIQUES CONCERNART L'L.P.E.S, SCIENCES DE RENNES
Section : Mathématiques

NOMBRE DE xouBre | NPre DE PLACES
DATES DES CONCOURS . u N | DEFINTTIVEMENT
| POSTES OFEERTS} DE CANDIDATS | POURVUES
| |
; ‘;
Avril 1057 ..o | 45 ‘ 47 34
Juin 1957 ..... .. ..ol 128 90 34
Janvier 1958 ............. 100 35 33
Avril 1038 .. ... ... ... e 49 ‘ 50 49
Juin 1058 ....... 10 ojait tah 175 92 31
Janvier 1959 ............. ? ‘ 35 , ?
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V. LA VIE DE L[’ASSOCIATION

RAPPORT GENERAL SUR L'ACTIVITE DE L'A.P.M.

Développement de I'A.P.M. — Au moment ot ce rapport est écrit (5 février),
2 412 merbres ont payé leur cotisatfon ; 500 autres anciens ont négligé de le faire. Mais
comme ils continuent a recevoir et accepter le Bulletin, nous croyons fermement que
ce n’est qu'un oubli de leur part et, & contre-ceeur, nous nous résignons 3 leur envover
une lettre oti, délicatement, nous essayons de les rappeler 3 une prosaique réalité.

Si ces collégues réparent leur oubli, I’Association compte donc actuellement plus
de 2 goo membres, ce qui constitue un pas vers les 3000 que se fixait mon prédéces-
seur et ami WALUSINSKI, pour les deux prochains exercices.

L’Enseignement Technique et les Cours Complémentaires sont toujours, numé-
riquement, mal représentés dans nos rangs, et cela ne pourra guére changer sans
un sérieux effort de prospection, et surtout une plus grande diversité dans la compo-
sition du Builetin. Et ce dernier progrés sera assurément le plus difficile 4 atteindre...

Par contre, nous avons eu la satisfaction de recueillir 'adhésion de trente mem-
bres de I'Enseignement Supérieur ; eu égard aux effectifs de cet ordre d’enseigne-
ment, ce résultat est honorable, mais nous espérons bien 'améliorer encore, et réaliser
cette liaison étroite entre tous les ordres d’enseignement dont notre collégue Drs-
coMRES, de la Faculté des Sciences de Lille, signale ailleurs la nécessité.

Avec les I.P.E.S., nous avons maintenant une pépiniére de nouveaux membres.
Nous avons fait, dans celles de Rennes, Poitiers, Lille et Nancy, un essai de propa-
gande qui ne manquera pas d’étre fructueux.

Les Coniérences de la Société -Mathématique de France. — La liaison entre
I'Enseignement Supérieur et I’Association s’est traduite, comme les années précé-
dentes, par l'organisation des Conférences de la Société Mathématique de France.
Délaissant 1'algébre et la topologie (dont nous ne méconnaissons certes pas la beauté
ni I'importance), nous pénétrons cette fois dans le domaine moins familier encore des
probabilités et de la statistique qui, avec leurs applications i la théorie des jeux, a la
recherche opérationnelle et aux machines 3 calculer, nous donneront des « études »
fort précieuses pour le Bulleiin.

Ici, nous devons rendre hommage & nos vice-présidents MaeNIER et Reviz :
c’est 4 eux, 4 leur activité, que nous devons l'organisation des conférences. et les
démarches qu’elle implique ; c’est & eux qu'en revient tout le mérite.

Le baccalauréat Sciences Expérimentales. — La Commission chargée, dés juin 1958
par le Bureau de présenter un projet pour Uépreuve écrite de Mathématiques, a
recueilli P'opinion des collégues (ceux du moins qui ont bien voulu la manifester).
En général, la préférence est pour une épreuve formée de questions indépendantes,
les avis différant quant au nombre de ces questions et i leur caractére partiellement
facultatif. Nous avons dés lors donné dans le Bullettn des exemples de telles ques-
tions, dus pour une part A des collégues, pour une autre 3 des examens étrangers
similaires. Dans ce dernier cas, il s’agissait d’une simple documentation, telle qu'elle
a été souvent souhaitée, sur ce qui se passe ailleurs & un niveau comparable.

Certains se sont émus, oubliant que ’A.P.M ne joue, en tant que telle, auncun role
dans le choix des sujets effectivement proposés, pas plus qu'elle ne décide de la forme
définitive que prendra Pépreuve nouvelle. Nous nous excusons d’avoir négligé ce
principe élémentaire que ce qui va sans dire, va encore mieux en le disant, et préci-
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sons par exemple que les sujets sarrois reproduits dans ce Bulletin ne sont nullement
des modeéles que nous proposous aux rédacteurs de sujets de baccalauréat.

En définitive, seule P’Assemblée générale est qualifiée pour émettre un veen
autorisé en ce qui concerne I'épreuve écrite de Mathématiques de Sciences Expéri-
mentales.

Quant 2 la question de cours, certains plaident pour son maintien. Faisons-leur
remarquer que sa suppression (en Sciences Expérimentales) est décidée depuis long-
temps, exactement depuis la réunion du Conseil d’Enseignement du ¢ janvier 1958.
D’autres, au contraire, se réjouissent de cette disparition, et souhaitent qu'elle
s'étende & d’autres séries de la premiére partie. La question mérite examen (1).

La réforme du baccalauréat. — Ceci nous ameéne i Uirritante question du bac-
calauréat, qui a toujours tenu tant de place dans nos préoccupations (place abusive
diront certains). Le voici, malgré nous, ramené au premier plan de l'actualité.

En dehors du fait que la réforme récente peut avoir une incidence ficheuse sur
la durée de nos vacances, évaluée 3 tort 3 trois mois par 'opinion publique, on peut
estimer malheureuse la suppression de I'oral et béaclé tout le décret du 6 janvier. Ce
n'est pas une raison pour que nous improvisions, et le Comité, le 2g janvier, a désigné
une Commission chargée d’élaborer un projet de réforme du baccalauréat. Elle se
réunira pour la premiére fois le 19 février, et n'aura évidemment pas terminé ses
travaux le 22 mars. Peut-étre aura-t-elle néanmoins quelques éléments de discussion
3 présenter.

11 est en tout cas certain que l'accroissement prévu des effectifs des candidats
oblige A reconsidérer le probléme de l'examen dans son ensemble. Sinon, nous nous
verrons un jour imposer une autre réforme aussi improvisée que la derniére, voire
celle qu'écarte (momentanément ?) l'exposé des motifs du décret, et qui consisterait
A supprimer purement et simplement le baccalauréat (2).

Horaires et programmes. — Aprés nous avoir accordé une minime augmen-
tation d’horaire dans les classes du premier cycle, en 1957, I'administration a cru
devoir prendre une mesure compensatrice en conseillant (circulaire du 16 mai 1958)
d’écarter les mathématiciens de la répartition des heures de travail dirigé instituées
en Sixiéme et Cinquiéme.

A vrai dire, il arrive que ces heures ne soient guére disputées. Elles ne sont pas
intégrées dans Pemploi du temps régulier de la classe, et il est parfois difficile de
concilier les occupations des éléves et des professeurs pour leur trouver une place.-

Aussi proposerons-nous de reprendre un veeu déjd formulé : porter l'horaire
hebdomadaire du premier cycle a quatre heures, I'heure nouvelle étant consacrée au
travail dirigé, avec dédoublement des effectifs.

Cette imnesure devrait étre étendue aux classes du second cycle, méme aux sections
littéraires, auxquelles il nous faut accorder un soin particulier ; ce qui entraine a

(1) Dans une note qu'on lira plus loin, notre collégue VAUTARD avance gue nous som-
mes 4 peu prés seuls au monde A conserver la question de cours, Il y a 1a de quoi faire
réfléchir, en dépit de Descartes (« La pluralité des voix n'est pas une preuve qui vaille
rien pour les vérités wn peu malaisées a4 découvrir, & cause qu'il est plus vraisemblable qu'un
homme seul les ait rencontrées que tout un peuple »).

(2) « Pour de nombreuses raisons, il ne nous a paru, ni possible, ni désirable de suppri-
mer, comune on 'a souvent suggéré, le baccalauréat et de couronner les études secondaires
par un simple certificat de fin d’études, dont la valeur et la signification eussent été trop
inégales, trop contestables, et nombreux les dangers. »
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demander, pour ce second cycle, en entier, la méme augmentation d’une heure hebdo-
madaire.

Ceci nous améne 3 la question des programmes. Ceux des sections scientifiques
ont été présentés par la Commission dirigée par notre collégue Siros (voir Bulletin
180). Aucun projet n'a été rédigé pour les sections littéraires. Nous avons demandé
au groupe de travail de Sévres, dirigé par Mlle Dio~or, de s’en occuper. Ce qu'il a
fait, avec Ia participation active de M. Siros.

Il s’agit de fixer un programme qui ne soif pas un mauvais démarquage de celui
des sections scientifiques, qui soit adapté au caractére des classes de lettres, et qui
tienne compte des activités futures des éléves, lesquels, quelle que soit la carriére
qu'ils choisiront, auront besoin, de plus en plus, d’'un bagage scientifique certain.

Enfin, il est une autre raison pour donner i ces programmes une physionomie
5

originale : se garder d’offrir des prétextes & ceux qui, de temps 3 autre, proposent
de revenir 4 1’égalité scientifique de triste mémoire.

Sans doute, toutes ces conditions définissent un probléme assez délicat. Nous
avons jugé qu'il serait bon d’introduire, dés la Seconde, des notions de statistique, et
aussi de laisser au professeur, méme pour le fonds, une certaine liberté dans son
enseignement (3).

L’Assemblée générale aura & se prononcer sur cette importante question. Nous
donnons en annexe le projet de Sévres pour la Seconde (qui n’a d’autre prétention
que d’étre une base de départ), ainsi que le programme de Sciences Expérimentales
déja publié précédemment (Bulletin 185).

Les Journées de Pentecote. — Les journées d’études de Pentecote 1959, dont le
principe a éié adopté par le Comité & Ia suite du dépounillement des bulletins de vote
de I'Assemblée générale 1958, auront un programme assez difficile 3 définir bridve-
ment.

On parle beaucoup des sciences depuis quelque temps, et beaucoup des Mathéma-
tiques en particulier. On insiste sur l'urgence (incontestable) qu’il y a & former le
plus grand nombre possible- de scientifiques. Le Comité a pensé qu'il serait utile de
demander a des techniciens comment ils congoivent I’enseignement des Mathématiques.
Cela s’est déja fait en 1958, sur linitiative de la direction de I’Aéronautique, mais au
niveau des Spéciales seulement. Notre désir serait que cet examen se fasse 3 tous les
niveaux d’enseignement.

Bien entenduy, il ne s’agit nullement de nous transformer en instructeurs « basse-
ment utilitaires », ni de faire de nos éléves des techniciens prématurés. Les légitimes
défenseurs de la culture, dont nous sommes tous, n’ont aucune raison de s’alarmer.
Mais, eniin, la culture est une notion assez vague, assez pour ne pas s’opposer i la
vie, et rappelons-nous qu'autrefois des Grecs s’étaient vus accuser d’utilitarisme
sordide pour avoir étudié des courbes qui ont connu depuis une belle carriére dans
notre enseignement.

Il est banal de remarquer que certains esprits sont rebelles i l’abstraction, au
moins provisoirement, et qu’il serait bon d’avoir 4 leur proposer des problémes
concrets propres 4 les séduire et 4 les délivrer de leurs complexes. Parlant de Fatou,
Alain disait : « Selon mon opinion, il est mort de 'ennui mathématicien. »

Grace aux dieux, nos éléves n'en sont pas 13. Mais ceux des classes de lettres ont,
plus que d’autres sans doute, besoin d’'un bain de réalisme. Beaucoup d’entre eux seront
plus tard contraints d’utiliser des documents (statistiques, études de marché, recher-

(3) Voir le questionnaire joint au bulletin de vote,



che opérationnelle) pour la compréhension desquels il ne serait pas hon qu’ils doivent
s’en remettre aveuglément 4 des spécialistes.

D’une confrontation avec les techniciens, nous espérons qu'il pourra sortir des
thémes nouveaux que nous pourrions utiliser, prudemment cela va sans dire.

Dés & présent, nous pouvons compter sur le concours de M. Scawartz, directeur
de UEcole des Mines de Nancy ; de membres qualifiés de Penseignement commercial,
et, en principe, sur celui de M. KuNTzMANN, professeur 4 la Faculté des Sciences de
Grenoble.

Pour en terminer sur ce sujet, disons que nous avions songé un moment a choisir
Nancy comme sidge des Journées. Des difficultés administratives nous ayant fait
perdre du temps, nous avons dit finalement renoncer a ce projet. Sans doute esti-
mera-t-on que cet essai de décentralisation devra étre repris une autre année.

Couclusion. — Voild, dira-t-on, beaucoup de sujets d’étude, sans compter les
sujets de mécontentement. Encore en avons-nous négligé, ne serait-ce que les thémes
d’études proposés par les prochaines années par la Commission Internationale de
I'Enseignement mathématique :

1° quelles sont les questions de Mathématiques modernes et quelles sont les appli-

cations des Mathématiques modernes qui peuvent trouver place dans les programmes
de "Enseignement Secondaire ;

2° étude comparée des méthodes d’enseignement employées pour le passage de
Parithméticjue a Valgébre.

Que de difficultés en perspective ! Mais tout ce qui est beau, disait Spinoza, est
difficile autant que rare. It ne sommes-nous pas certains que les Mathématiques
sont belles ?

A H.
ANNEXE I
PROJET DE PROGRAMME DE SECONDE (LETTRES).
Alyébre. — Révision simultanée du calcul arithmétique et du calcul algébrigue

sous forme d’exercices.

Résolution de 'équation du second degré & coefficients numériques.
. 1 a . ) .
Fonctions v = &, y = ax, y=—, ¥ = -. Représentations graphiques.
x x
Trigonométrie. -—— Définition des fonctions sinx, cos#, tg, cotg ¥ pour un

angle aigu. Extension aux angles compris entre o et 27
Relations entre les fonctions trigonométriques d'un méme angle.
Usage des tables de sin x, cos #, tg #.

Géomdéirie. — Révision des programmes antérieurs, notamment :

Théoréme de Thalés ; similitude ; rapport de configuration et rapport de simi-
litude. Triangles semblables ; illustration des propriétés des rapports et des propor-
tions.

Relations métriques dans le triangle rectangle.

Géométrie dans Uespace : repérage d’une direction (azimut et hauteur, longitude
et latitude). Notions simples sur la sphére.

Notions de statistique. — En liaison avec le programme de géographie, notam-
ment de géographie humaine.

Série statistique de valeurs observées d’un caractére ; notion de fréquence, cons-
truction de tables de fréquence relatives 3 une série statistique.
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Diverses formes de graphiques utilisées dans la présentation des faits écono-
miques ou démographiques.
Etablissement et interprétation sommaire de ces graphiques.

REMARQUES.

Il pourra étre fait usage des notions d’ensemble, de réunion et d’intersection
d’ensembles, dont des exemples se présenteront fréquemment dans le programme et
les applications.

Tout le programme doit donner lieu 4 des applications et des problémes numéri-
ques empruntés au programme de physique de la classe, ou 3 des applications concré-
tes telles que des problémes simples de programme linéaire.

Une certaine liberté doit étre laissée au professeur dans le choix de ses thémes
d’étude. Notamment, il y aurait intérét i étudier le développement historique des
idées fondamentales. Des exemples devraient étre donnés, pour aider ceux qui ont
scrupule A sortir apparemment du programme.

ANNEXE II

PROGRAMME POUR LA CLASSE DE SCIENCES EXPERIMENTALES.

Commentaire

IL’ordre des questions inscrites au programme n’est pas impératii.

Ces questions, surtout en ce qui concerne les paragraphes IIT et IV, seront
établies en vue des applications, ainsi qu’il est explicitement dit au paragraphe IV.

Leur étude ne devra donc pas comporter les développements théoriques qui,
malgré leur beauté et leur rigueur, pourraient rebuter des éléves dont certains peu-
vent venir des sections non scientifiques. Il est conseillé alors, plutét que de donner
des démonstrations approximatives, de préciser clairement les résultats admis sans
démonstration.

Les Mathématiques enseignées dans cette classe doivent étre considérées comme
outil (une réserve étant faite cependant pour I'arithmétique).

Le libellé du paragraphe V est volontairement imprécis ; le professeur, tenant
compte du niveau de la classe, décidera de Pampleur et du nombre des exercices qu'il
peut faire éiudier.

Arithmétique

-I. — Notion du nombre naturel (ou entier) liée au dénombrement des collections.
Numération décimale. Autres systémes de numération, changement de base. Défini-
tion et propriétés des sommes, différence, produif, puissance, quotient entier des
nombres naturels. Théorie des opérations permettant de les trouver. ‘

Divisibilité. Recherche des caractéres de divisibilité usuels : 2, 4, 8, 25, 3, 9, 1.

Preuve des opérations.

Diviseurs communs de deux ou plusieurs nombres, P.G.C.D. Nombres premiers
entre eux. Nouveaux caractéres de divisibilité. Multiples communs 3 deux ou plu-
sieurs nombres. P.P.C. M.

Nombres premiers. Décomposition d’un nombre en produit de facteurs premiers.
Application aux diviseurs et multiples.

II. — Notion de fraction, liée 4 la notion de fraction de grandeur. Egalité et



inégalité des fractions. Simplification. Fractions irréductibles. Réduction au méme
dénominateur.

Définition et propriétés des somme, différence, produit, puissance et quotient
exact des fractions.

Fractions décimales et fractions convertibles en fractions décimales. Notion de
nombre décimal, Opérations sur ces nombres.

. 3 2 I s 2 5
Valeurs approchées d’un nombre i moins de — prés par défaut et par exces.
10

Application 2 la détermination d’un quotient & une approximation donnée. Erreur
absolue, erreur relative.

IIT. — Notion de rapport (ou quotient exact) de deux nombres naturels, frac-
tionnaires ou décimaux. Extension aux rapports des propriétés des fractions.

IV. — Définition des arrangements, permutations, combinaisons, en vue des
exercices de dénombrement.

Probabilités simples. Notions trés élémentaires de calcul statistique.

Bindome de Newton.

Trigonométrie

Rappel, contréle et mise en ordre des questions fondamentales des programmes
de Seconde et Premiére CM.

Variation et représentation graphique des fonctions du type :

x = acos (wt + o) -+ xo.

Formules de transformation en produit de la somme et de la différence de deux
cosinus, ou de deux sinus ou de deux tg.

Dérivées de sin x, cos'x, tg .

Usage des tables de valeurs naturelles, des tables de logarithmes 2 cing décimales
et des régles 4 calcul.

Variation de fonctions trigonométriques.

Calcul vectoriel

Révision du cours de Seconde ; vecteur libre, somme vectorielle ; produit d'un
vecteur par un scalaire, rapport de deux vecteurs de méme direction. Définition du
produit scalaire et du produit vectoriel.

Composantes d'un vecteur.

Barycentre.

Fonctions vectorielles d’une variable. Dérivation vectorielle.

Algeébre

Fonction d’une variable, fonction monotone, fonction inverse.

Fonction dérivée (révision du cours de Premiére). Dérivée seconde.

Dérivées d'une somme, d’un produit, d’une puissance, d’un quotient, d'une racine
carrée. Dérivée logarithmique.

Dérivée d’une fonction de fonction ; de la fonction inverse.

Variation et représentation graphique de fonctions polynomes, rationnelles et
irrationnelles simples.

Notion de - différentielle. interprétation graphique, différentielle logarithmique.

Application aux calculs d’erreurs.

Primitives :; interprétation graphique.



— 228 —

Fonction y = Log » ; formule Logab= Log ¢ -- Log b.

Logarithme décimal.

Suites arithmétique et géométrique. Questions de limites relatives & ces suites.
Fonction exponentielle y == exp #. Formule exp (& - b) = exp a X exp b.
Fonction y = e®. Dérivée.

Fonetion y = g7. Dérivée.

Usage d'exposants fractionnaires et négatifs. Dérivée de y = x" — enlogz
Usage du papier millimétrique et des graphiques.

Notions de géométrie analytigue

Définition des coordonnées d’'un point dans le plan et dans Pespace.
Application i I'étude de quelques courbes dont la connaissance sera utile dans
des questions d’astronomie, de physique, de chimie et de sciences naturelles.

ANNEXE III

A PROPOS DE LA « REFORME DU BACCALAUREAT ».

La presse et la radio nous ont appris que le Ministre et le Conseil des Ministres
avaient, par ordonnances, « réformé » notre vieux baccalauréat. Que, dans ce
domaine, tout fut pour le mieux, nul ne le soutiendra. Que certaines modifications de
détail aient vu le jour, cela me semble normal. Qu'une modification de la structure
de cet examen intervienne, comme s'il s’agissait d’une opération chirurgicale, voild
qui me semble plus-douteux, sinon peu justifiable. Enfin, les faits sont 13, la « Ré-
forme » est ordonnée, il ne nous reste plus qu'a « veiller au grain »...

Premiére inquiétude, les coefficients des diverses épreuves de Mathématiques,
seront-ils, comme 1’avaient recommandé les Conseils d’Enseignement, la somme des
coefficients anciens, écrit plus oral ? Ne risque-t-il pas plutét d’y avoir un « aména-
gement » des coefficients, noyant les épreuves scientifiques dans un ensemble « litté-
raire » ? Et cecl, aprés avoir obtenu la création d’une série 1™ CM, 3 tendance scien-
tifique renforcée.

Deuxiéme sujet d’inquiétudes, le « rachat » possible entre 7 et 10 sur 20. Suf-
fira-t-il désormais au candidat bachoteur d’apprendre quelques questions de cours
« fréquentes » pour se voir conférer la premiére partie ?

En cas d’'immersion de 1’épreuve de Mathématiques dans 'ensemble des autres
épreuves uon scientifiques (je ne parle évidemment pas des sciences physiques), les
professeur de Mathematxques pourraient proposer l'une des « réformes » suivantes
(c’est & Uordre du jour...) et ceci, dans le but de conserver une valeur scientifique 3
la premiére partie du baccalauréat dans les séries A”’CM :

1) Suppression pure et simple de la question de cours, le probléme débutant obli-
gatoirement par une question d’application directe du cours (résolution ‘d’une équa-
tion, construction d’un graphique, calcul d’une aire, d’'un volume, énoncé d’un théo-
réme de géométrie et son application directe i la figure du probléme, etc...).

2) Remplacement de 1’épreuve sous sa forme actuelle par une épreuve « 3 la
Suédoise ».

3) Addition obligatoire 3 chaque question de cours, comptant toujours pour la
moitié de Vépreuve, d'une application.

4) La yuestion de cours ne compte plus pour la moitié de épreuve, mais pour un
quart, on un tiers.

Sans vouloir méconnaitre la valeur mathématique (et méme littéraire) de la
question de cours, son existence (unique, ou presque, au monde dans les épreuves de



Mathématiques) me parait étre un des facteurs d’incertitude et d'injustice du bacca-
lauréat actuel :

Que e cancres regus avec une note de question de cours variant entre 7 et 10 !
(et évidemment 0 au probléme), et combien v en aura-t-il en plus dans le baccalauréat
« nouveau style » ?...

Et, 4 l'opposé, et ceci me semble plus grave, combien de 18 et de 19 en puissance
chez des candidats excellents, transformés en 13 ou 14 sur des négligences de détail
du candidat pressé de chercher son probléme ! (le cancre a trois heures pour traiter
sa question de cours...).

Je propose donc, et il me semble que ceci pourrait étre fait rapidement. que
A P.M. prenne position sur le probléme de la « réforme » de épreuve de Mathé-
matiques a In premiére partie, compte tenu de « 1'élément nouveau » que constitue la
« Réforme du baccalauréat ». 11 va sans dire que le probléme se pose aussi pour les
épreuves de la deuxiéme partie, et que les remédes seront également & étudier.

J. Vaurarp, Lycée francais de Sarrebriick.

Compte-rendu financier
du 12 mars 1958 au & février 1959

RECETTES
Fn caisse le 12 mars 1958 . .ovvvnnorarnaoeas s A ST ... 1 g7z 663
Cotisations et compléments ..... ....... e e e e e o o ... 2 395 130
Bulietins ............. B0 oA ol S0 060 0qie 0sle agE 6 00906 0 8B P 0100 o 100 576
Recettes brutes de publicité ............. e O S B O E <N b 394 000
Versement du Laboratoire d’Astronomie de Lille ... . ... ... .. I1.700
Total ar s sahf o n e e o R 4 874 089

DEPENSES
Trais d’impression des Bulletins n"* 189 a 195 ....... e S ) e I 997 140
Frais de secrétariat et de gestion .........cooiiiiii i i, 87 390
Abonnement a la Société Mathématique ........... LE . B0 TG 200
TR{E o 40 6686 ch o doganolod ooeXobliod S R e 2 083 330
Actif ai 4 février 1959 ... o.n 2z 788 739

I’actif comprend un fonds de réserve de 5930 IF concernant 33 rachats de coti-
sations.

Te Trésorier remercie son prédécesseur. M. LLEGRAND, de lui avoir laissé une
succession facile a assurer malgré le surcroit de travail causé par le controle des
entrées de nombreuses cotisations au montant insuffisant. Il remercie, en outre, les
collégues qui ont bien voulu se charger de collecter les cotisations dans leurs étahlis-
sements respectifs et qui lui ont ainsi facilité la tache.

Le Trésorier souhaite que tous les adhérents nous aident dans la réorganisation
de nos Gchiers. Pour cela, il leur suffira de compléter trés consciencieusement les
fiches qui seront encartées dans un prochain Budletin. Il souhaite aussi que le verse-
ment des cotisations se fasse en tenant compte des indications qui seront rappelées en

temps opportun.
Le Trésorier : NICOLAS.



RAPPORT SUR LES CONCOURS DES GRANDES ECOLES

Notre Président ayant insisté pour renouer une tradition de notre Association,
J’ai donc accepté de présenter & I’Assemblée générale un rapport sur les concours
d’admission aux Grandes Ecoles. Un veen, émis jadis, souhaitait que cette tradition
disparaisse par absence de toute critique. Si, ces années passées, il n'y a pas eu de
rapport, ne croyez pas cependant qu'il n’y a pas eu matiére a critique. La raison en
est, tout simplemient, que, n'ayant requ aucune remarque de mes collégues, je n'avais
pas cru utile de faire connaitre une opinion strictement personnelle. Je dois avouer
que, malgré un appel paru au Bulletin n°® 196, je n'ai recu qu'une seule communi-
cation. C'est dire que si ce rapport devait étre proportionné au nombre des textes
requs, il serait trés bref. Cependant, voici guelques remarques, résultats en général
de conversations avec des collegues.

Remarquons d’abord que I'année 1958 était la deuxiéme année scolaire d’applica-
tion des nouveaux programmes. En 1957, les énoncés portant sur les parties nouvelles
du programme avaient été rares : le premier probléme du concours de I'Ecole Nor-
male Supérieure proposait 1’étude des déplacements de I’espace 3 l'aide des matrices ;
le probléeme du concours commun des Mines comportait une question sur le mouve-
ment d’un point géné,

On pouvait donc penser qu'en 19:8 les tentatives seraient plus nombreuses.
Effectivement, en ouvrant en mai 1958 la série des concours, le concours commun
des Mines proposait, dans sa premiére épreuve, deux sujets inspirés par les nouveaux
programimnes. Le premier probléme exigeait des notions sur le calcul des intézrales
triples et dans la premiére question il fallait montrer que si, @, b, ¢ sont trois nom-
bres réels non négatifs, le polyndme a3 - 63 |- 8 — 3 abc, n'est pas négatif. Si on
connaissait 1'identité

= B -
ai o N e i [(b—)2 -+ (c — )2 + (@ — b)2]
2

la solution était immédiate ; sinon elle demandait un certain temps : il efit donc été
équitable, dans une premiére question, de guider les candidats.

Le deuxiéme probléme (rotation sur une sphére), tel qu'il était posé, exigeait
quelgues notions de calcul matriciel.

Le premier probléme du concours de 1'Ecole Normale Supérieure (garcons et
filles) proposait 1’étude des quaternions A l'aide des matrices. Les trois premiéres
parties ne prétent & aucune critique, l'auteur de 'énoncé avant pris la précaution de
définir les opérations 2 effectuer et ne figurant pas au programme (addition de deux
matrices). Par contre, la derniére partic semble beaucoup moins heureuse dans sa
rédaction, Il est question d'un espace vectoriel complexe & deux dimensions, muni
d'une multiplication interne non comumutative, mais distributive, la nature des é1é-
ments n'étant pas fixée. II s'identifie, en définitive, & l'espace vectoriel complexe
défini & partiv de la base (1, j) olt j est tel que j2=—1, if - ji = o. Cette identifi-
cation était difficile et les candidats sont peu habitués i ce genre d'identification.

11 aurait donc fallu guider davantage les éléves en faisant préciser au fur et a
mesure de Uétude les résultats relatifs aux différentes opérations, pemettant les
identifications qui conduisaient au résultat final,

Le probléme d’analyse du concours de I'Ecole Centrale fait également appel an
calcul matriciel. A partir d'une équation différentielle du second ordre, & coefficients
constants, on construit une matrice carrée d'ordre deux, M(u), dont les élémnets sont
des solutions de Véquation donnée, et telle que M(u).M(u) = M (« X u). La
deuxieme partie du probléme est I'étude de la réciproque.
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L’épreuve d’algébre et d’analyse du concours aux Ecoles d’Ingénieurs de (ireno-
ble et Poitiers, proposait le caleul des intégrales doubles de certaines fonctions dans
un domaine déterminé,

Le sujet de la deuxiéme composition du concours de '’Ecole Polytechnique com-
portait dewse parties. La premiére’ partie {aisait intervenir une partie nouvelle du
programme de cinématique en faisant étudier le’ mouvement d’un certain solide. La
deuxiéme partie, classique, étudiait analytiquement certaines propriétés généralisant
les résultats de la premiére partie.

Signalons enfin plusieurs études de mouvement de point géné (Ponts et Chaus-
sées, Air, Hcole Supérieure d’Electricité) et nous aurons épuisé les sujets faisant
appel aux nouveautés du programme,

Aberdons maintenant les critiques.

Le premier probléme soumis aux candidats 4 ’Ecole Polytechnique était 1’étude
élémentaire d'un type de fonction de Bessel. Si, comme le note le correcteur, « il
n'exigeait aucune €rudition et restait i la portée de tout éléve moyen de Spéciales
pourvu de qualités d’ordre et de soin dans les calculs », il n’en reste pas moins que
cette composition était difficile, et, ce qui est plus grave, comportait une faute de
texte. La formule

Fo(x)==

Te

/’m ucosdu

0 Vxi—u?

n’est valable que si # est positif. L'énoncé n’ayant pas mentionné cette hypothese, les
candidats se sont demandé s’ils n’avaient pas commis une erreur et ont ainsi perdu
un temps précieux.

Etait-ce bien utile pour faire étudier, au concours commtin des Mines, le mou-
vement d'un point sur une ellipse, de placer cette ellipse dans ’espace sous prétexte
que sa projection sur xov était un cercle ?

Mais tout ceci n'est que peu de chose. En vérité, il n'v a eu de véritables diffi-
cultés que pour deux problémes.

Le premier est le probléme de mécanique du concours de I'Ecole des Ponts et
Chaussées ; il comportait 'étude du mouvement d’un point sur une surface. Or, le
texte du programme est trés net : « mouvement d'un point sur une courbe fixe sans
frottement ». Il est toujours regrettahle que de pareils faits se produisent, car c’est
toujours au détriment des candidats.

Le deuxiéme est le probléme de mécanique du concours de 1'Ecole Supérieure
d’Electricité, a propos duquel M. T.EFEBVRE m’a envoyé ses remarques, ce dont je le
remercie vivement.

Le probléeme était un prohléme commun aux trois options, A. B et ancien
régime. Visiblement construit a partir du programme A, I’adaptation au programme
de 'ancien régime n'a pas été réussie.

Au début du probléme intervenait une composition d’accélérations avec un mou-
vement d’entrainement de rotation. question qui ne figurait pas dans l'ancien pro-
gramme ; sans doute le texte rappelait le théoréme a utiliser ; mais il eit mieux valu
rester dans les limites du programme.

A la fin du probléme figurait une question de mécanique du point géné, question
encore hors programme. D’ailletrs. 'énoncé ne donnait” aucune indication sur les
actions de contact.

Enfin, une imprécision dans le texte : un point est assujetti 4 rester dans un plan
mobile, sur quelle courbe doit-il se trouver pour étre en équilibre indifférent ?
S’agit-il d’une courbe géométrique ou d’une courbe matérielle ? L.’énoncé est muet.
Or, 'hypothése « courbe géométrique » conduisait & une contradiction avec I'énoncé.
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Les candidats ont cru avoir commis une faute et ont perdu du temps i rechercher
leur erreur.
En terminant, je me bornerai a rappeler un veeu déja émis :

~ « L’Association des Professeurs de Mathématiques demande que toutes les
Ecoles Tassent revoir les textes proposés par des mathématiciens an courant des
programmes en vigueur dans les classes de Mathématiques Spéciales. »

Je fais appel également i la bonne volonté de tous pour me faire parvenir des
critiques ou remarques qu’il v aurait intérét, d’ailleurs, 4 publier dés la fin de la
période des concours.

CuazaL (Lycée Charlemagice).

RAPPORT SUR LES DEFINITIONS DE MOTS
ET NOTATIONS MATHEMATIQUES

La révision des termes et symboles mathématiques est une tache permanente de
notre Association. Non seulement de nouvelles décisions peuvent eétre sollicitées,
mais encore il n’est pas toujours inutile de rappeler d’anciennes discussions, méme
si un vote est intervenu. L’opinion peut s’étre modifiée aprés expérience et les jeu-
nes collégues ne sont pas toujours avertis.

Un mot, un symbole, doit étre proposé & deux conditions ; nous satisfaire, et
3tre bien accueilli des éléves. Aprés un essai assez long, ’Assemblée générale décide
si la modification est heureuse. utile, donc recommandable. Méme si ’emploi du nou-
veau terme reste facultatif, il doit alors étre toléré dans les examens. Ajoutons
qu'un accord avec I'Enseignement Supérieur et les conventions internationales est
vivement souhaitable s’il est possible.

11 est inutile de revenir sur les termes, méme un peu anciens, dont la fortune a éte
particuliérement heureuse ; ainsi, le mot « médiatrice ». Je me souviens d'avoir étd
violemment prise & partie vers 1923 par le pére d'une ¢éléve qui me disait avoir treés
bien pu faire de la géométrie sans ce mot ridicule et inutile !

I. — TERMES DEJA CONSEILLES, DONT L'USAGE N'EST PAS ADOPTE PAR TOUS.

1" Factoriser, opération inverse de développer :
Ei=a(b+c¢). Ev=ab+H ac.

Passer de E1 a E«. c’est développer. Passer de E» a Ei. c'est factoriser, c'est-a-
dire meitre sous forme d’un produit de facteurs.

2" Radicande, expression qui subit Vopération indiquée par un radical :
E-= V/A, le radicande est A.
Remarquons que, pour une puissance A¥, A est la base et [k l'exposant. L'intro-
n
duction des exposants fractionnaires conduit, pour /A ou \/K a nommer A la
hase, 2 ou u étant Uindice é ou :—1 étant I'exposant.

3" Rapport de configuration ou rapport interne dans une figure qui doit subir
unie similitude ou une homothétie. Ce rapport est invariant dans la transformation. A
distinguer du rapport de similitiude ou rapport d’homothétie.



4" Rapport de section. — Ce terme, en usage en Belgique, remplace notre « rap-
port suivant lequel un point divise un segment ». On dira donc. « A, B étant donnés,

et A sur la droite AB, le rapport de section de M est

». Quelle convention

MB

' : MB MA

precice est la meillenre ? — ot ——

MA MB

origine, point remarquable. tandis que B, nommé le second, est supposé donné par
comparatson a A, par la distance & A par exemple.

? Peut-tre la premiére, car A est la véritable

5° Nombres relatifs. — Un nombre n est algébrique s'il existe un polynome P(x)
A coefficients entiers, tels que P(n) = o.

On propose d’appeler nombres relatifs les nombres obtenus par symétrisation
de nombres ahsolus:

Les enticrs naturels donnent ainsi naissance aux entiers relatifs, ensemble réu-
nien de Pensemble des entiers positifs, de ensemble des entiers négatifs et de zéro.

Les nowbres ratiomnels absolus donnent naissance aux rationnels relatifs.

Tensemble réunion de tous les ensembles de nombres relatifs constitue U'ensem-
ble des nombres réels, par opposition 3 ensemble des nombres imaginaires, c’est-a-
dire complexes i deux termes ai -+ b, ou hypercomplexes comme les quaternions.

Dans les applications, les nombres relatifs définissent ou sont définis par la
distinction d’'un sens positif et d'un sens négatif.

o” Terminologic concernant les transformations ponctuelles.

@) FE, E. On peut écrire I' = @(F), M'=@(M), la figure F' est I'image
de V. Le point M’ est le conséquent de M, lequel est Vantécédent de M'.

b) Dans un espace orienté, dont le nombre de dimensions est donné, les isomé-
tries sont les transformations qui conservent les distances ; elles se classent en dépla-
cemeitts (conservation du sens des angles) et antidéplacements (changement de sens
des angles). Une figure et son image par un déplacement sont égales : une figure et
son image par un antirdéplacement sont dites antiégales.

Question posée : Ne faudrait-il pas remplacer le mot « égales » au sens actuel
qui indique Ia possibilité de passer d'une figure a l'autre dans Pespace cousidéré par
une famille continue d’isométries. par le mot « congruentes » ? Le mot, pris dans
ce sens, est qualifié de vieilli par Littré ; il est utilisé en anglais et éviterait bien
des confusions dans le langage des jeunes éléves. Par I'antidéplacement. formerons-
nous adjecrif anticongruentes ?

¢) Symdtrie. — Le mot, employé absolument, signifie, pour les Belges et les
Anglais, suivant le sens étvmologique et l'usage courant, toute répartition des élé-
ments suivant une loi simple. En un sens non précisé. les diverses parties se présen-
tent de facrn analogue. Les symétries d'un cube ou d'un cristal comprennent les

v M
rotations autour d’axes de répétition d'angle — par exemple.
3

Si l'on adopte ceci, le mot svinétrigue n'évoque plus l'idée de réciprocité de la
transformation.

Rien n'empéche toutefois d'extraire de cet ensemble trés imprécis les cas les plus
importants : svmétrie centrale (par rapport a un point), axiale {orthogonale ou non,
par rapport 4 une droite et un plan directeur). planairc (orthogonale ou non, par
rapport & un plan et une direction directrice. Rappelons le tableau :
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SYMETRIE SYMETRIE | \’
Espace : 5YMETRIE CENTRALE | ORTHOGONALE ORTHOGONALE ||
AXTALE PLANAIRE 1
[|
| I
|

1 dimension Antidéplacement | Transformation
(1) identique ‘ !
2 dimensionis Déplacement (2) | Antidéplacement Transformation i‘
| (4) identique ‘
3 dimensions | Antidéplacemen Déplacement (5) | Antidéplacement ’
) | G !

Y a-t-il lieu d’attribuer un nom spécial A ces six transformations ? Le mot ren-
versement ou demi-lour convient bien a (5). Le mot retournement fait penser 3 un
changement de sens (retourner un gant). Est-il conseillé pour (3), (4) et (6) ?

Aucune difficulté pour similitude ou antisimilitude.

d) Exiger pole d'inversion éviterait des erreurs aux débutants ; un pole est un
point singulier : un centre est plutdt un point invariant.

1I. — QUELQUES TERMES ET SYMBOLES DE PLUS EN PLUS EMPLOYES.
Logigue :
== « cptraiie » ; déduction logique.

« équivaut a » ; équivalence logique.
¢ quel que soit » ou « pour tout » ; quantificatenr universel.

|
|.|.|<(\|/

« il existe au moins un... tel que » ; quantificateur existentiel.

Théorie des ensembles.
€ « appartient & ». « est un élément de » ; relation d’appartenance d’un élément
a un ensemble.
& « w'appartient pas a »,
<« cst inclus dans » : rclation d’inclusion d’un ensemble dans un autre.
c « cst strictement tuclus dans ».
U « uunion » ; opération de réunion de deux sous-ensembles.

intersection », opération d’intersection de deux sous-ensembles.

n «
D‘A - « complémentaire de A\ » : opération de complémentarité d'un sous-ensem-

ble par rapport au référentiel.
Référeniiel : Uensemble des éléments considérés que lon classera en sous-

ensembles.

é : « ensemble vide » : sous-ensemble ne contenant aucun élément.

Naturellement, tous ces signes, de méme que les signes habituels : 4, >
—, &, <, etc..., ne sont admis que dans les formules séparées du texte, les résumés,
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en particulier ceux que P'on écrit au tableau. Ils ne peuvent dispenser de la rédaction.
Ce sont des symboles dont 'emploi est strictement réglementé, et non des abrévia-
tions.

Nous prions les collégues de bien vouloir signaler toute autre question concer-
nant langage et symbole, et répondre aux questions soulevées dans ce qui précéde.

D’aprés les opinions que les membres de I’Association voudront bien exprimer,
un guestionnaire précis pourra étre préparé pour I"Assemblée générale de 1960.
Le Rapportenr : L. FELIX,
Lycée La Fontaine, Paris.

QUERELLE DE MOTS?

(Suite & Penquéte sur le wocabulaire et le symbolisme)

A la suite des remarques de nos collégues ScHAEFFER et Durin (Bulletin 166,
p. 160), je soumets A leur appréciation et a celle des Collégues les réflexions sui-
vantes.

Sl s’agit d'une querelle de mots, comme tout le monde sait qu'un cheval n'est
pas un dada, 'accord sera facile. Si l'accord est difficile, c’est qu'il y a, au-deld des
mots, une divergence plus importante.

je commence par la critique (c'est le plus facile !) des propositions de SCHAEF-
FER. 11 a hien raison de dénoncer Vincohérence qui consisterait 4 maintenir sesure
algébrique aprés avoir introduit #ombre relatif. DUPIN a raison, également, et il doit
s’agir d'un lapsus.

Nombres gualifiés, c’est inacceptable tout nombre doit I'étre, sans quoi on ne
saura pas de quel ensemble de base il est extrait ; exemple : entier naturel (vous avez
le droit de vous moquer de ce « naturel », comme celui des enfants, ou des valeurs
des fomctions circulaires...).

Nombres indiens, c'est amusant ; mais je pense a Buffalo Bill avant de penser
au Indes ; puis il y a le précédent facheux des chiffres arabes, qui ne le sont pas :
surtout la Mathématique est universelle, elle n’a pas de patrie.

Nombres orieutés, cela vaut certainement mienx ; compréhensible, c’est vrai,
mais peut-étre trop étroitement associée & introduction de ces nombres par le repé-
age d'un point sur un axe. Or, il est tout de méme permis de les introduire comme
ensemble de hase ou référentiel dans lequel toute soustraction est possible. Surtout,
SCHAEFFER note Pinconvénient de laisser ce nom, nombres orientés, subsister a coté
du synonyme, nombres réels.

1.3 est la solution, & mon sens : j'y reviendrai.

Terminons la critique. Notre Collégue DuPIN, aprés SCHAEFFER, dénonce juste-
ment les usages multiples du mot relatif. Et il n’a pas voulu aller jusqu’aux extrémes,
Yimbécile « fout est relatif ! » et le savant « La théorie de la Relativité générale ».
Dupix et SCHAEFFER ont raison de signaler les confusions possibles avec « erreur
relative » et avec Pheureuse formule « relative 4 » d’emploi si courant.

o
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Pour mu part, je crois résoudre ces difficultés en fixant terminologie et notations
de la facon suivante (valable pour toutes les classes, dans la mesure ou elles ont a
connaitre ces généralisations successives de la notion de nombre) :

1° Zéro (noté o) appartient a tous les ensembles suivants :

N désigne 'ensemble des entiers naturels.

Z désigne ensemble des enticrs relatifs.

Q désigne Uensemble des rationnels (@ Vensemble des rationnels positifs ou
nuls).

2° R désigne I'ensemble des nombres réels (R les réels positifs ou nuls).

3° € (ésigne 'ensemble des nombres complexes.

Enfin, msait NcZcQcRcC.

En pratique, on ne précise pas la définition des réels evant la classe de Troisieme
(et en Troisieme...) ; cela interdit-il d’employer le mot ? Est-il possible de w’em-
ployer que des mots complétement définis ? Dans une théorie parfaitement axioma-
tisée. oui ; dans un enseignement d’initiation, non.

L’expression nombre réel est claire, bréve ; elle est conforme & la terminologie
mathématique générale ; on la trouve dans Goursat et dans Bourbaki. Il n'y & plus
que dans les classes de Mathématiques qu’on ne ’'emploie pas !

2

La question des mesures se pose-t-elle ?

Pour un segment, il ne peut étre question que de mesure de sa longueur, nombre
g ! .
appartenant & R+. Pour un vecteur, il ne peut s’agir que d'un nombre réel. Dans les
deux cas, je proposerais de dire seulement mesure du segment (par abus de langage,
pour mesure de la longueur du segment) et mesure du vecteur ; on précisera. en cas
de besoin Vunité choisie.

Cela peut conduire aux notations suivantes :

dreite AB ou (AB) ou AB,

segment fermé AB ou [AB],

segment ouvert AB ou JABI,

longueur du segment AB ou ]AB!,

mesure cn meétres de la longueur du segment AB ou mes,, |AB].

—>

vecteur AB ou AB ou (A, B) ou AB,
— =
mesure du vecteur AB relativement au vecteur ¢ mes; AB ou AB.

Vous direz que c’est affreusement lourd. C’est vrai. Mais on ne donne toutes les
précisions rue lorsqu’elles sont utiles.

Emporté par Vélan, je profite de l'occasion pour dire un mot du symbalisme.
Son usage est controversé. Il est vrai qu’en aucun cas le symbolisme ne doit exclure
Pexpression compléte et correcte en ifrangais (oralement ou par écrit). Le symbolisme
codifié ¢t hien choisi a cependant ses avantages pendant la recherche ou pour résumer
celle-ci. Ses avantages seronit accrus par la codification.



A lexpérience, i1 me semble pratique d’utiliser :

v quantificateur universel (en francais « pour tout... »),

31 quantificateur existentiel (en frangais « il existe ») et sa variante ? 3
{« existe-t-il »),

£ appartient a el sa négation ¢

= « implique »,
<= > implication réciproque.

L'exercice de traduction, de « Existe-t-il un entier naturel x tel que son triple
soit égal 4 4 ? »,en « ? 3 & € R tel que 34 = 4 » et exercice inverse sont instruc-
tife. Le syvmholisme ne géne pas I'expression en francais, il 'aide.

Lzs symboles d’intersection n. de réunion y des ensembles, et de I'ensemble
vide & sont trés pratiques.

Enfin I'axe 2'x est I'image de R ; le plan euclidien est R? ; P'espace euclidien R3.

En géométrie plane (R2) le parallélisme strict et le parallélisme au sens large
de deux droites I et E se distinguent facilement :

parallélisme strict Dn E=d,

parallélisme au sens large Dy E.

Dernier symbole préconisé : == dans le sens « congruent & » (suivant le mo-
dule... .

Li'étant permis de répliquer & nos Collégues ScHAEFFER et DuPIN, je souhaite
quil< mie répliquent & leur tour et qu'ils ne soient pas les seuls.
(5. WALUSINSKI.
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POUR UN PROGRAMME D'ACTION DE L'A.P.M.

La tradition veut que les candidatures pour le renouvellement du Comité de
A.P.M. ne soient accompagnées d'aucune déclaration. La remarque ‘a été faite plu-
sieurs fois que les adhérents sont donc invités & voter dans l'ignorance presque
compléte des intentions des candidats. On sait bien d’ailleurs que jamais aucune
candidature n’a été écartée et que, le plus souvent, la vraie difficulté a été de trouver
des Collégues qui accepteraient éventuellement de consacrer une partie de: leurs
loisirs au travail administratif et pédagogigue de 1’Association.

Par la présente ncte, je f{ais acte de candidature pour Iélection du Comité et
jessaye de préciser dans quelles intentions je pose cette candidature. Je souhaite
que d’autres Collégues imitent ce procédé et que, §'il y a des tendances diverses, les
adhérents sauront choisir au mieux des intéréts de enseignement des Mathématiques.

Les titres T & V qui suivent constituent un plan d’action qui pourrait étre pré-
senté au Comité de I'A.P.M.

Je tiens a bien préciser que la présentation de ce plan ne constitue en aucune
facon une critique pour laction du Bureau pendant Vannée 1958-39, action que
J’approuve intégralement.

oy
¥

I. Principes.

Le développement de PAP.M. et de son activité sont indispensables ; il faut
faire face au besoin évident de développer enseignement scientifique. Cela veut
dire : trouver les moyens de former et de recruter des maitres pour tous les niveaux
de Tenseignement, accroitre I'importance des sciences dans les horaires et les pro-
grammes, améliorer et rénover les méthodes de l'enseignement des Mathématiques.

Si les aspects purement administratifs de ces problémes sont étudiés par les
organisations syndicales et, au moins en partie, par les administrations responsables,
il est indispensable que les pédagogues eux-mémes les étudient. L’A.PAL oftre
V'avantage de pouvoir réunir en une coopérative pédagogique tous ceww qui ensci-
guent les ilathématiques, quel que soit le niveau de cet enseignement.

La réaovation des méthades voit l'opposition de diverses tendances. Toutes
doivent pouvoir librement s’exprimer dans nos assemblées et dans nos publications.
Des synthéses sont toujours possibles et en tout cas acceptables griace au libéralisme
traditionnel qui laisse & chaque professeur le choix de sa pédagogie (libéralisme sans
lequel il r’v aurait pas de pédagogie).

Personnellement. je ne vois pas d'opposition entre, d'une part. la tendance a
rendre plus intuitif 'enseignement d’initiation (jusquw'da quinze ans), aucune limite
stricte n’étant alors imposée a cette sorte « d’exploration » des Mathématiques, et,
d’autre part, la recherche d'un exposé mieux axiomatisé dans 'enseignement suivant.
De multiples nuances devraient d’ailleurs corriger ce schéma ; il faut a tous les
niveaux faive une place aux Mathématiques appliquées ; il est évident qu'il n'y a
pas d’axiomatisation parfaite, mais des échelons d’axiomatisation, etc... je n'insiste
pas : je n'ai cité cet exemple que pour ne pas encourir le reproche d’avoir caché
mes opinions ; brutalement, j'aurais pu dire « partir du jeu de cubes et, si possible.
dépasser Bourbaki » (mais vous pensez bien que je n'irai jamais si loin !).

. Administration de 1’A.P-M.

Des principes, passons aux réalisations. L’outil d’abord, c’est-a-dire 1"\.P.M.
Bien qu’une association ce soit en premier lieu ses adhérents. je trouve commode
d’adopter Vordre suivant :
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1" Bureau. — Aucun ancien président ou trésorier ne me démentira quand je
dirai que les taches administratives doivent étre mieux réparties au sein du Burean.
Souvent les membres en sont choisis afin que tous les ordres d’enseignement soient
représentés ; c’est indispensable.

Il faut aussi que les fonctions, & Uintérieur du Bureau, soient définies et bien
remplies. i

La tradition du renouvellement périodique de la Présidence m’a paru bonne ;
elle devrait permettre 4 des représentants de tous les ordres d’enseignement d'y
gotliter

Mais, antour du Président, je verrais, non seulement quelques vice-présidents
pour le suppléer, mais en plus un secrétaire général, assumant la tiche essentielle du
Bulletin et des rapports a présenter aux assemblées ; il pourrait accompagner le
Président dans les démarches et celui-ci ne serait pas trop souvent seul, comme cela
a été pariois le cas. Deux ou trois secrétaires seraient chargés de la correspondance
administrative, de Uexpédition du Bulletin, des comptes rendus des réunions.

Le¢ Trésorier devrait avoir droit a un adjoint avec qui il pourrait s’entendre pour
diminuer sa fiche ingrate ; 'un d’eux enregistrant les cotisations, l'antre n’ayant
plus que la correspondance sur ce sujet.

Finsiste : le poste de secrétaire général pourrait avoir une relative permanence ;
rien ne <’y oppose, statutairement ; mais relative seulement. Il pourrait étre convenu

que prisident et secrétaire général ne sont pas renouvelés la méme année,

2" CoMmurf, — Son effectif statutaire a ¢té accru. Reste i rendre son travail
plus cificace. Je vois deux moyens :

— c¢nvoi, huit jours avant la véunion, de rapports préparatoires succincts, mis
au point par le Bureau (par les soins du secrétariat) ; en arrivant en séance, les
membres du Comité auraient une idée plus précise des décisions a prendre ;

— augmenter la durée des « sessions » (trois sont traditionnelles : en octobre,
janvier ¢t avril ou mai) ; elles pourraient avoir lieu un dimanche de g h. & 18 heures.

3 DEckerks nocavx. — Une tiche permanente du Bureau est de dresser un
fichier de dclcqucs a raison (’'un délégué par établissement ou, a défaut, d'un delegue
par lucalité. La liste de ces délégués devrait étre publiée par le Bulletin et révisée
périvdiquement. Par accord entre les intéressés, il deviendrait aisé de désigner un
délégue académique qui assurerait en particulier la liaison avec le Rectorat. La
tache des délégués, sans étre accablante, serait d’une grande efficacité : pour le
recrutement de nouveaux adhérents, pour le développement des activités mathéma-
tiques dans Pétablissement, pour la préparation de I’Assemblée générale de VA.P.M,

11I. Recrutement et propagande.

Aussi satisfaisante qu’ait pu paraitre la progression des effectifs de 'AP.AL
durant les derniéres années, il faut considérer que le nombre total des professeurs a
augninté et qu'en de nombreux secteurs, VA.P.M. est encore ignorée. Le principe
de la propagande devrait étre : il y a place dans PA.P.M., qui est une coopérative
pédagogique, pour tous ceux qui enseignent les Mathématiques : Cours complémen-
taires, (‘entres d’apprentissage. Second Degré classique. moderne et technique, Gran-
des Ecoles scientifiques, Facultés.

La Lontie et honnéte propagande c'est de se faire connaitre sans déguisement.
Commient ? Par des conférences-discussions (sur le plan local). par des publications
spéci;1]e< et nar le Bulletin (quelques services exceptionnels), par ’organisation de
journdes pédagogiques (voir TV).
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IV. Travail pédagogique.

Celui-ci peut se manifester par trois moyens :
1* LE « BuLLerin » : Ayvant jadis pris la responsabilité d’en modifier un pen la
présentation et le volume. je sais que de grands progrés restent 4 accomplir pour
qu’il soit la revue vivante de la recherche pédagogique en Mathématiques. On a
critiqué I'importance relative des conférences savantes ; la publication de ces textes
est utile. I1 faut aussi- alimenter la chronique plus ardue. — méme si cela ne le sem-
ble pas en apparence -—, des recherches sur 'enseignement plus élémentaire. Pour-
quoi ne pas proposer A la critique générale des sujets d’examen ? Des informutions
stir T'enseignement dans les autres pays nous font défaut. La bibliographie ne devrait
laisser échapper aucun ouvrage, francais ou non.

A ¢6té de ces rubriques presque traditionnelles, il pourrait étre ouvert une chro-
nique notvelle : présentation, en des articles simples (et par conséquent aussi courts
que possible), des idées principales des Mathématiques modernes ou des nouvelles
applications des Mathématiques. Ces articles, tirés a part, pourraient former des
brochures de propagande et en méme temps les premiers movens de travail des mai-
tres soucieux (Caccroitre leur culture personnelle ou leur formation pédagegique.
I’entreprise cst réalisable, ainsi que le montrent les publications de la « Comuission
on Mathematics of the College Entrance Examination Board » aux U.S.A.

Il faut aussi que chaque adhérent de PA.P.M. sache bien qu'il dépend de bzl que
le Bulletin soit plus vivant : que les articles soient critiqués. que chacun prenue la
plume et dise ce qu'il pense, ce qu’il fait.

2" LEs CONFERENCES, organisées en commun avec la Société Mathématicue de
France, sont devenues nne tradition. It faut s’eflorcer qu’elles soient bien ce qus nous
souhaitons : non des exposés super-condensés des cours de 3° cycle des Facultés mais
des invitations 4 comprendre et étudier les nouvelles méthodes des Mathématiques
qui se font ou qui s'utilisent.

A coté de ces conférences savantes, ol la parole doit étre donnée & des spécia-
listes. il v a place pour des séminaires de travail : pourquoi certains adhérents ne
prendraient-its pas I'initiative d’organiser de petits groupes qui consacreraient un
horaire régulier 4 une ¢tude collective d’un sujet choisi par le groupe. Personnelle-
ment. je serais trés désireux de m'insérer dans un groupe qui se consacrerait & I'étude
élémentaire des probabibilités et du calcul statistique.

Infin, les groupes de recherche pédagogique, comme celui qu'anime Mlle Dioxor
A Sévres, penvent aider tous les professeurs, anciens ou débutants, partout of il se
trouvera un Collégue dévoué pour en prendre linitiative.

3" ks JOURNEES PEDAGOCIQUES, sur un ou plusieurs thémes bien choisis.
devraient &tre organisées par ['A.P.M. (qu’il v ait ou non aide matérielle de lz part
de 1'"Administration). Ces réunions, — comme on le sait par expérience ——, n'ont pas
pour but duboutir & des conclusions définitives. Elles facilitent les relations cnire
Collégues onérant a divers miveaux, ou dans diverses villes. Elles “stimulent la
recherche pédagogique et le goiit de la culture permanente. condition d’un enseigne-
ment vivant. A loccasion de ces journées, 'AP.M. pourrait inviter les Collégues
d’Associations voisines, Union des Physiciens ou des Naturalistes. Professeurs de
Mathématiques de Belgique, d'Ttalie, etc... A condition d’en bien choisir la date, le
programmie attractii (thémes des discussions et visites), de telles journées peuvent
faire beaucoup pour la propagande de UA.P.M. et le renforcement de son action.

Dés maintenant, je propose que de telles journées soient otganisées pendant les
trois premiers jours des vacances de Piques 1960. 3 Marseille. Un des thémes serait
P'enseignement de Iastronomie ; une des visites, celle de PObservatoire de St-Michel
(Haute-Provence).
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V. Action générale.

Tout ce qui précéde concerne Vaction de A FP.AL pour elle-méme et pour ses
adhérents ; c'est-d-dire laction des professeurs de Mathématiques eux-mémes en
faveur de cet enseignement. Je ne néglige pas I'importance d’une action, si j'ose dire,
plus extérieure, ou plus générale.

1" Prax pE rEFORME : Clest 4 VA.P.M. d’élaborer un plan de réforme réelle des
horaires et des programmes de Mathématiques. Il est impossible de considérer les
modifications récentes des programmes comme significatifs d’une réforme véritable.
Sans doute n'est-il pas facile de proposer des réformes profondes sans une vaste étude
de toutes lenrs influences sur les domaines voisins. Raison de plus pour reprendre (on
I'a déja fait) ces études et les étendre.

2" Liarsox aviEC L'ADMINISTRATION : Un des roles de PA.P.M. est d’assurer une
liaison entre les professeurs de Mathématiques et leurs administrations responsables
{sur le plan pédagogique). Cette liaison. peut étre congue de hien des facons. [l est
évidemment souhaitable que PA.P.M. puisse examiner les projets dont ’Administra-
tion prend Vinitiative. Mais, inversement, c’est i, VA.P.M. de revenir souvent. pério-
digquement, a la charge. pour obtenir, ou la réalisation des veeux mis au point par le
Comité, ou I'amendement, dans le méme sens, des propositions administratives.

I[’A.P.M. avant des adhérents dans tous les ordres d’enseignement devrait avoir
un memhre de son Bureau spécialement chargé de la liaison avec chacune des direc-
tions d’enseignement.

3" Liarsons : LJA.P.M. doit multiplier ses liaisons avec les associations sem-
blables. Union des Physiciens. Union des Naturalistes, ainsi que tous groupements
intéressés par lenseignement des sciences, que ces groupements soient francais ou
non. La liste serait difficile & établir exactement et c’est 4 Pappréciation du Bureau
qu'il faut s’en remettre des contacts utiles.

REMARQUE, EN GUISE DE CONCLUSION : Ce programme n'a pas la prétention ('étre
complet. On peut imaginer ¢ue le Comité organise des commissions spécialisées ; par
exemple pour le matériel d’enseignement, ou pour le film mathématique, ou pour
I'action publique (articles dans les journaux, etc...). Ce que je souhaite avoir montré,
c’est qu'il ¥ a heaucoup de travail & faire et qu’il faudra une active coopération de
tous pour en réaliser... une partie.

G. WALUSINSKT.



REUNION DU BUREAU
- (18 décembre 1958)

Présents : Mlles MarcHaxD, MassoN ; MM. Cruzer, MacNIER, MoONJALLOX,
Nicoras, Srros, WALUSINSKI.

M. Hursman, empéché au dernier moment, a demandé 3 M. Warusinskr de le
remplacer. La séance se déroule sous la présidence de M. MAGNIER.

1. Questions administratives. — ILe trésorier, M. NIcoras, envisage une
réorganization du fichier, qui sera étudiée par une commission restreinte,

2. Les contractuels. M. Maox1gr lit une lettre de M. Moveenor (Nancy)
souhaitant 'affectation d’un conseiller pédagogique pour chaque contractuel ; lorga-
nisation, pour ces contractuels, de conférences le jeudi, exprimant le veen qu'on
enmploie, outre les contractuels, les étudiants du 3° cycle, avec emploi du temps limité.

Le Burcau n’estime pas souhaitables des mesures générales concernant les
contractuels ; pour les étudiants du 3° cycle, la question sera reprise en Comité.

3. Le baccalauréat Lettres modernes. Lors d’une précédente réunion, a
€té admis le principe d'une épreuve a option (Mathématiques ou Lettres) 4 Uécrit, et
d’'une épreuve de physique 3 Poral. Tl faudra tout d’abord préciser le programme de la
classe, qui devra étre tel que les insuffisances du passé ne génent pas les éléves.
M. Macxigr invite Mlle MassoN et M. WaLusiNski, dont les avis différent au sujet
de ces programmes, i élaborer, chacun de leur c6té, un programme qu'ils soumettront
a la prochaine réunion.

4. Journées d’études de Pentecéte. Le concours de I'’Administration
n'avant pas €té accordé, ces journées seront organisées par 'A.P.M. En raison des
retards dus a I'hésitation administrative, 'idée de décentraliser, en tenant les Journées
a Nancy, ne peut étre retenue cette année. Le Bureau remercie M. MovcEvor de
son active collaboration, qu’il se propose d'utiliser ultérieurement.

Les journées se dérouleront donc & Paris (trois matinées de travail, deux aprés-
midi de visites, une soirée de discussion. avec projection de films si possible).

5. Conférences. — M. MacxNIER informe le Bureau qu’aprés Paques, MAM. Ge-
~Uvs et Vioa feront, en principe, des conférences sur le calcul et les machines puis-
santes. -
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REUNION DU COMITE
(29 janvier 1959)

Présents - Mlle Biarp, Mme Domance, Mlles FfrLix, MAssox, RouLer, VER-
VAECKE ; MM. Bav, Casst, CruzerL, FavreLre, Huisman, KreiN, Le MENAGER,
Macnier, MonyarLon, Nicoras, Revuz, SENECAT, S1r0S, WALUSINSKI.

Excusés : Mlle MArcHAND ; MM. CrozES, MOUGENOT, SCHAEFFER, THOVERT.

Réorganisation du secrétariat. -— Le systéme de fiches actuel ne donne pas
tous les renseignements désirables sur les membres de PA.P.M. (notamment la caté-
gorie : lycée, technique, etc...). Bien quun certain scepticisme se soit manifesté, il
est décidé d’essayer un genre de fiches analogue A celui qui est en usage dans la
Société des Agrégés.

Journées de Pentecéte. —— Nous avons des réponses favorables de MAM.
Scuwartz (Ecole des Mines de Nancy), et Kuntzmany (Faculté des Sciences de
Grenoble). 11 est décidé de faire appel 4 MM. Bass (Ecole des Mines de Paris), et
VirLey (Faculté de Droit de Paris), et de chercher également du coté des Ecoles de
Commerce, pour ceux qui utilisent des Mathématiques. sans avoir beaucoup appris.

Pour le lieu des réunions, on suggére le local (’Astrophysique du boulevard
Arago, ou, a défaut, un lycée parisien. En ce qui concerne I'organisation matérielle,
les collégues auront toute liberté. Cependant, on pourra prévoir la possibilité de
prendre des repas dans un Lycée. Enfin, il faudra prévoir une visite intéressante {en
autocar éventuellement).

Agrégation féminine. — T.’accord est complet pour souhaiter Palignement sur
l'agrégation masculine, tant en ce qui concerne les programmes qu’en ce qui concerne
les épreuves. La différence actuelle entre les deux agrégations résulterait d’ailleurs,
selon certains, d’une erreur administrative.

M. Le MfENacer déplore qu’il n'y ait pas, 4 'Education Nationale, des concours
intérieurs comme il en existe dans d’autres- administrations. Ce concours n’est-il pas,
dans une certaine mesure, celui de 'agrégation, et M. Bay se demande si le nouveau
régime ne va pas défavoriser les candidats qui occupent déja un poste. On peut
contester d'ailleurs (M. WALUSINSKT) que l'agrégation soit encore un concours de
recrutement pour le Second Degré, role plutét détenu maintenant par le C.A.P.E.S.

Une fois de plus, on émet le veeu que les rapports d’agrégation soient publiés par
les soins, et aux frais de 'Administration, ou qu’a tout le moins une subvention nous
soit accordée pour cette publication. Ceci d’autant plus que les rapports, par suite
de Paugmentation du nombre des admissibles (donc des legons) prennent des propor-
tions inconnues jusqu’ici. Jusqu’d présent. une telle subvention n’a jamais pu étre
obtenue.

Le baccalauréat. — La réforme récente du baccalauréat (décret du 6 jan-
vier 1959) souléve partout de nombreuses critiques (notamment pour la suppression
de 'oral). La question est importante, car, remarque M. Bay, elle risque, avec l'ac-
croissement massif du nombre des candidats, d’avoir des conséquences ficheuses sur
In durée des vacances du personnel. Une commission est désignée pour préparer un
projet de réforme ; elle est formée de : Mlle MassoN ; MM. Bay, Crvzurn, Lk
MENACGER, Hrisman, Minois, WALUSINSKI,

Les contractuels. — 1 semble que le recrutement des contractuels ne souléve
plus autant de critiques, en grande partie parce que les déficients notoires ont été
éliminés spontanément par I’Administration, ou sur intervention des collégues (3
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Nancy en particulier). On signale des cas de contractuels qui rendent de réels servi-
ces. Au total, le nombre des contractuels est minime.

Une discussion s'engage a propos du recours aux étudiants de troisiéme cycle,
avec emploi du temps limité (9 heures hebdomadaires) et conseiller pédagogique.
Aprés intervention de M. Revuz, il est cependant estimé préférable de laisser a leurs
études normales ces étudiants.

Assemblée générale. — Elle aura lieu, comme d’ordinaire, a Vinstitut Péda-~
gogique National. Outre les rubriques traditionnelles (rapport d’activité, compte
rendu financier, rapport sur les concours, rapport sur les défnitions et notations).

seront inscrites 4 Pordre du jour les guestions suivantes :

Baccalauréat Sciences Expérimentales ;
Programmes dans les classes du second cycle.

Pour les candidatures au Comité. on décide de solliciter les candidatures de :

Mile Arrre (Fénelon) ; Mme Durors-Viorerte (Fénelon) ; Mlle Ozox (Victor-
Hugo) : Mlle Mi~nots (Le Havre) ; MM. BicuveNer, Cuazan, CHauviN, KEDDE,
GTrary, LEGRAND, WALUSINSKT, et Porrou (de la Faculté des Sciences de Lille).
Et, en outre, celles des candidats non élus 'an dernier : Mme BerscH, M. DEvIossE.

M. WaiusiNskr, pour créer un précédent et peut-étre une tradition, décide de
rédiger une profession de foi a4 appui de sa candidature, exemple que tous soubai-
tent voir imiter dorénavant par les candidats au Comité.

Le bloc-notes de I'A.P.M.

—> Nous remercions notre collégue P. Marcuanp (Laval) de nous avoir si vite
envoyé les numéros manquants 187 et 19o. Le Bulletin 194 est égalememt épuisé
depuis peu, et nous ne pouvons le fournir aux nouveanx membres. Si des collégues,
préts & tous les sacrifices pour le service de 'A.P.M., consentaient & s’en priver, quils
Tenvoient a M, Tourxang, Institut Pédagogique National, 29, rue d’Ulm. Paris, 5°.
Merei !

—> Aprés avoir envoyé d I'imprimeur larticle de M. BUQUET, nous recevons de
M. Saarven (Faculté de Clermont-Ferrand) les indications suivantes (théoréme de
Bachet) :

« Je pourrais donner une bonne dizaine de références a des ouvrages en anglais
ot en allemand, mais il nexiste pour ainsi dire pas d'ouvrages francais sur la théorie
des nombres (& part le vieux Cahen). Je signale :

1) le imémoire original de LacraNGE, datant de 1770. Il se trouve dans le tome TI1
de ses ceuvres. p. 191-2z01 (Paris, Gauthier-Villars, 1869) ;

2) Gauss, « Recherches arithmétiques ». traduction Pouillet-Delisle (Paris,
1807). ». 333. n" 293.

Cette situation est trés regrettable. Elle devrait inciter, soit i écrire un traité
{ou une Introduction) sur la théorie des Nombres, soit a traduire en francais l'excel-
lent : Harpv-\WricHT, An Infroduction to the theory of numbers ».

Nous ne pouvons (ue nous associer au veeu de notre collégue.
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— ¥En vue de procéder i une enquéte sur les classes de reconversion, les collégues
qui sont chargés de telles classes sont instamment priés de se mettre en rapport avec :
M. P. Rocher, professeur au Lycée de Talence (Gironde).

— Erratum : Bulletin 196, page 105, article de M. Revuz :

2° ligne de la remarque 2 : lire, « les fonctions continues » au lieu de « les
fonctions entiéres ».

—> Journées d’études. — Elles autont lieu les 7, 8, 9 mai 1959 3 Paris, & I'Institut
d’Astrophysique, boulevard Arago.

Sujets étudiés :
— Les Mathématiques utiles aux ingénieurs ;
— Linitiation aux Mathématiques.

Les collégues qui désirent participer 4 ces journées sont priés d’en aviser
A.P.M., Institut pédagogique national, 29, rue d'Ulm, Paris, 5°%

m"""mmm

2], rue de Montsouris
RAPHOPLEX Paris, XIVe
Tél. : Por. 38-10

REGLES A CALCULS

Longueurs : 12,5 - 25 - 50 cm.

Systemes : Rietz, Electric Log-Log (Darmstadt améliorée),
Rolinéa, Géomeétre, Géopolytechnique, Electro.

INSTRUMENTS DE DESSIN

Régles divisées, Echelles de réductions, Equerres, Rap-
porteurs, Pistolets.
RAPPORTEUR-RECTIFICATEUR permettant la division des

angles, le développement du céne, du cylindre, la cons-
truction des courbes cycloides, épicycloides, etc...

Notices et catalogue sur demande

Printed in France Le Gérant : G. WALUSINSKI.

Cahors, Imp. A. Coueslant. — 93.817. — Dépét 1égal : I-1959



POUR LES CLASSES DE 3¢

débutant I'étude de la géométrie dans I'espace

GEO-MONTAGE

49, Bd Diderot - Paris XII°
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Construction rapide
d’une figure a 3 dimensions

procédé recommandé par le Ministére de I'Education Nationale
sous le n° M 57.543

PRENEZ LA COMMANDE DE VOS ELEVES

%
|
%
i

et

NOM Professeur ou éléve (1)
ADRESSE
Nombre de GEO-MONTAGES désirés

Prix unitaire :
® Soit 650 F a la commande.

® Soit 750 F contre remboursement.
(Réduction de 10 % pour classe entiére : 15 unités minimum)
Mode de réglement choisi (1) :

® Virement postal au C.C.P. n° 14868.23
® Chéque bancaire & GEO-MONTAGE.
® Contre remboursement.

(1) Rayer les mentions inutiles.
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Une zévolalion
dans Uenseignement
des malhémaliques

MATERIEL COLLECTIF

d’enseignement des
Mathématiques

TRAVAUX PRATIQUES

par

J. MARVILLET, Ancien éléve de I'Ecole Normale Supérieure.

R. GIRARD, Agregé de Mathématiques, Professeur ou Lycée Janson-de-
Sailly.

A. ADAM, Inspecteur de |‘Enseignement Primaire de la Seine.

Un materiel en matiere plastique de grandes dimensions pour
I"enseignement collectif de la géométrie au Cours Moyen, s
la C.F.E.P. et en classe de Sixiéme des C.C.

Des modeéles préfabriqués. Des tableaux de démonstration.
Des sphéres noires et transparentes. Des plans mobiles. Des
appareils de mesure simples.

Les angles. Les surfaces planes. Le cercle et les arcs de
cercle: Les solides usuels et leurs développements. La sphére.
La lengitude et la latitude. Les masses spécifiques.

" EN VENTE, par série compléte,
par chapitre,
par article.

Envoi sur demande de la notice pédagogique (21 X 27), avec 90 photo-
graphies. Modeéles déposés.

en co-édition avec M. PIERRON, Sarreguemines.

Recommandé por Flnstitut Pédagogique National.

Rappel :

COURS DE MATHEMATIQUES J. MARVILLET

Initiation oux Mathématiques - 6° R. GIRARD - P.-M. FOURNIER




NOUVEAUTE : Sous presse :

EXERCICES
D'’ANALYSE |

*

TOME I
*

par

J. RIVAUD

Agrégé des Sciences mathématiques
Docteur és Sciences

Professeur de Mathématiques supérieures
au lycée Janson-de-Sailly

*

Ce volume, & l|‘usage des éléves des classes préparatoires aux
concours d‘entrée aux grandes Ecoles et des étudiants des Facultés,
compléte le tome 1. En voici le sommaire :

Fonctions de plusieurs variables. — Intégrales multiples. Intégrales
curvilignes. — Volumes. Aires gauches. — Centre de gravité,
Moment d‘inertie. Centre de pression. Attraction newtonienne. —
Equations différentielles & variables séparables. — Equations
linéaires. Systémes. — Champs scalaires et champs vectoriels, —
Séries numériques. Fonctions complexes de variable réelle.

*
Volume 16 X 24 cm, de 260 pages ... ............ 2.200 F—I

VUIBERT 63. Bd saint-GERMAIN, 63, PARIS v-




BORDAS

27 bis, rue du Moulin-Vert - PARIS

EN PREPARATION -

COLLECTION P. THERON ET E. COSSART

MATHEMATIQUES 6

352 pages - trés nombreux exercices pratiques
40 planches en noir et couleurs - cartes, ete.

par

L. KRUGER

Professeur agrégé au Lycée Chaptal

Dés parution, avril 1959, I'ouvrage intégral sera envoyé en spécimen
d tous les professeurs de Mathématiques

EEEEEEEER DELAGRAVE

COURS BRACHET-DUMARQUE-ROSTOLLAND
MATHEMATIQUES

classe de Sciences Expérimentales
Un vol. 14,5 X 20 Br......,.. 990 F Cart........ 1100 F

COSMOGRAPHIE

classe de Sciences Expérimentales
avec la collaboration de P. COUDERC
Unvol. 14,5 X920 Br........oooveieinineninnnnnn. 950 F

A. CHEVALIER - R. CLUZEL

Nm

Valeurs numériques des puissances des nombres 1 & 100 000
Un vol. 16 X 95 Br. .............. 7500F NCart® " S JumTy . 900 F
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Nouveauté:




GAUTHIER-VILLARS
55, Quai des Gds-Augustins
PARIS VI° = DANton 05-10

CAZIN (M.)

Professeur a I'Ecole Centrale des Arts et Manufactures

et DEQUOY (Mlle N.)
Agrégée de |'Université, Docteur és-sciences

COURS DE MECANIQUE

pour les Classes de Préparation aux Grandes Ecoles (Nouveau Pro-
gramme). (Collection Traité de Physique théorique et de Physique
mathématique, volume IX). 1n-8° (16-25), X1-200 pages, 45 figures,
1958, Broché v uvev it iii i iae e et esetonnaanaanocenmenns 170C F
C F

CArtONNE v v v e v e e ca e s s cetaesestnannanansessassas 2 00

DEQUOY (Mlle N.)
Agrégée de |'Université, Docteur és-sciences

MECANIQUE A L’USAGE DES CLASSES
DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES

(Collection Traité de Physique théorique et de Physique mathématique,
volume V). In-8° (16-25), XIV-200 pages, 1954 .............. 950 F

FLAVIEN (L))
Professeur honoraire de Mathématiques spéciales au Lycée Louis-le-Grand
NOUVELLES TABLES NUMERIQUES
POUR LES FONCTIONS USUELLES DE L’ANALYSE

rédigées conformément aux programmes du 27 juin 1956
pour les classes préparatoires aux grandes écoles scientifiques

in-8° (13-20,5), 63 pages, 1958 .................... Relié toile 400 F
SOUS PRESSE ;

CAZIN (M)
Professeur a I’Ecole Centrale des Arts et Manufactures

EXERCICES DE MECANIQUE

pour les Classes de Préparation aux Grandes Ecoles (Collection Traité
de Physique théorique et de Physique mathématique, volume X).




Chez les

Editions WESMAEL-CHARLIER

S.A.R. L.
30, rue de Gramont

PARIS - 2°
Téléph. : Richelieu 54-45
HINHA IR s

Vient de paraftre :

LE FIL D'ARIANE

VARIATIONS SUR DEUX THEMES :

La fonction linéaire = La fonction exponentielle

par

A. HUISMAN

Professeur au Lycée Montaigne

Vol. relié de 226 pp. - format 23 X 15 cm.
7 ill. hors-texte - 115 figures

Prix de Mathématiques
CONCOURS ANDRE VERA

Prix: 1950 F
EN VENTE :
Pour les libraires de Paris et de la Région Parisienne
chez
« LES HEURES CLAIRES »
SOCIETE ANONYME
25, rue Leverrier, PARIS (6°)
C.C.P. Paris 5318-28 Bangue B.N.C.I. Tél. Odéon 56-51

Magasins ouverts tous les jours de 10 h. & 19 h.




derniére nouveauté

COURS DE MATHEMATIQUES

PAR R. MAILLARD, INSPECTEUR GENERAL DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE

UN COURS NOUVEAU, CONFORME AUX DERNIERS
PROGRAMMES, ET QUI SE PROPOSE DE RENOUVE-
LER LA MATIERE TRADITIONNELLEMENT OFFERTE.

CHAQUE OUVRAGE SE RECOMMANDE PAR DES
SUJETS DE TRAVAUX PRATIQUES, DES PROBLEMES
INTERESSANT LES ELEVES PAR L'ACTUALITE DES
SUJETS, UNE BELLE TYPOGRAPHIE.

Déja paru :

Classe de 6°, rar R. CAHEN, PROFESSEUR AU LYCEE CHAPTAL.

Pour paraitre en 1959:

Classe de B¢, par R. cAHEN.

Classe de 4% rar B. MAILLARD ET E. CARALP, PROFESSEUR
AU LYCEE MONTAIGNE.

UN FAscicuLeE De géométrie dans I'espace coNFORME AU PRO-
GRAMME NOUVEAU DE LA CLASSE DE 3¢ SERA ADRESSE AUX
PROFESSEURS A LA RENTREE DE PAGUES 1959.

Classiques HAGHETTE ™ * fame’s™



Couverture page IIL

EDITIONS DIDIER & RICHARD

GRENOBLE (Isére)

COURS DE
MATHEMATIQUES

ROUX & MIELLOU

Professeurs au Lycée de Grenoble

PROGRAMMES DU 18 AVRIL 1947

TARIF JANVIER 1959
Taxe locale comprise

ARITHMETIQUE 6° ... .. i e b e el . 336 »
DESSIN GEOMETRIQUE 6° et 5° ... .viiiineir i inninnnaanns 188 »
GEOMETRIE 5° et 4° avec fascicule de mise a jour 1958 ............ 621 »
Fascicule de mise a jour 1958 pour la Géométrie 4° . .............. 76 »
ARITHMETIQUE 5% o ittt it e ettt iaea e eans 458 »
ARITHMETIQUE et ALGEBRE 4° avec fascicule de mise a jour 1958 .. 412 »
Fascicule de mise & jour 1958 pour l'Algébre de 4° .. ............. 76 »
Compléments de mise a jour 1958 pour I'Algébre et la Géométrie de 4° 152 »
ARITHMETIQUE et ALGEBRE 3° . ... .ttt in s 510 »
GEOMETRIE 3°. — Nouvelle édition. Programme 1958 ............ 650 »
GEOMETRIE 5% 4%, 3% cartonnée ... .....uvimennuuneennenennns 895 »
COMPLEMENTS d’ALGEBRE et de GEOMETRIE 3* MODERNE COURT. 102 »
ALGEBRE 2° AB.C.M. ottt ittt it et i eiiatatorannans 560 »
GEOMETRIE 2° AB.CM. .. ittt et e i iaan s 550 »
ALGEBREN HES ALBL. o o v oo el ohhoitoie o oheheh el oo o sl (o5 080 o) o 8] o Zols o Ca e fi BISIS o 295 »
ALGEBRE et TRIGONOMETRIE 17 C.M. . ...t 662 »
GEOMETRIE 17% A B.C.M. (eiaaiia - 50 e wiare i o 5765 st 6 « o1 ot ~ioVe s + bS50 509 »

POUR LES EXAMENS :

QUESTIONS DE COURS DE MATHEMATIQUES DU BACCALAUREAT,
BT, A CMY 080000006 a0000880 80 &eal ab 0o 60dBb00 427 »

LES MATHEMATIQUES AU B.E.P.C., 156 PAGES, NOMBREUX CLICHES 458 »




RAPHOPLEX

PRECISES-INVARIABLES
LISIBLES-INCASSABLES
INCOMBUSTIBLES

INSTRUMENTS
DE DESSIN

Pochettes de compas. Qualité supérieure

Equerres et Régles en plexiglas transparent

oW v

Tarifs spéciaux pour commandes groupées

Catalogue sur demande

S E R E B 148, rue de Noisy-le-Sec. Bagnolet
AVRon 11-83 - 18-65




