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THEORIE DE L'INTEGRATION (II)
par A. REvuz
Professeur a la Facullé des Sciences de Poitiers *

TROISIEME PARTIE

L’intégrale comme forme linéaire

Nous avons reconnu dans la 1™ et la 2° partie que Pintégrale appa-
raissait toujours comme une forme linéaire continue sur un espace vec-
toriel topologique.

La question que nous allons étudier est maintenant la suivante :
dans quelle mesure cette propriété est-elle caractéristique de l’intégrale,
et dans quelle mesure la théorie de I'intégration peut-elle étre présentée
comme une théorie de prolongement de formes linéaires ?

I. LE THEOREME DE RIESZ.

C’est, historiquement, la premiére réponse aux questions posées ci-
dessus, et elle semble bien étre restée théoriquement la plus importante.
Sur 'anneau _ des réunions finies de semi-segments J«, 8] et de
segments [0, z], la donnée d’une étendue m de signe quelconque, diffé-
rence de deux étendues positives, est équivalente a celle d’une fonction
4 variation bornée g lide &4 m par g(x) = m([0, z]). Les fonctions de

-

1 Ut
€ [0, 1] sont intégrables par rapport 4 m et I(f) =/ fdg =/ fdm est
0 Jo
une forme linéaire et continue sur ¢.

Le théoréme de Riesz énonce la réciproque. Plus précisément :

THEOREME : Il y a correspondance biunivoque entre les formes
linéaires continues I sur @ [0, 1] et les fonclions a variation bornée q
sur [0, 1] continues 2 droite (1).

1
On a: I(H :/' fdg.
J o

* Conférence prononcée le 27 mars 1958 & PInstitat H.-Poincaré, et organisée par
la Société Mathématique de France, en accord avec I’A.P.M., 4 Yintention spéciale des
professeurs.

(1) On vérifie aisément qu’en un point de discontinuité de g, W’intervient dans le
caleul de ./ fdg, on [ est continue, que g(x - 0) — gla — 0). I ¥ a une infinité de

fonctions g qui donnent la méme valeur /' fdg. Imposer la continuité &4 droite a done
pour but d’assurer la biunivocité de la correspondance enire g et I : elle est choisie,
d’autre part, de telle sorte que I’étendue déduite de g soit c-additive. (Cf. 2° partie).
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1° Nous démontrons d’abord que si I est continue, elle est la diffé-
rence de deux formes linéaires positives I(f) =0 si f=0.

a) Soit @+ Iensemble des fonctions positives de £.

Pour f< @+, posons J(f) =sup | I(h) ; 0<Sh<[|.

Comme [I(f)| <I||f], on a J(f) < + » et évidemment 0< J().
JOf) = () pour i > 0 est évident.

Montrons que si f, g € ¢+, on a J(f + ¢) = J() + J(g).

@) Soit h €2+ telle que OSAhS| et I(h) > J(f) —e

kce+ telle que 0<k<g et I(k) >J(g) —e.
Ona:0<h+t+k<f+g, dott JF+g > I 4 T(g) — 2, el ¢ étant
arbitraire: J(f - ¢) = J(f) + J(g).

8) Soit leegt et 0KISf+g.

Posons h=—=inf (I,f) et k=1—h.

On a dune part 0 < h < f, d’autre part, si (&) <f(x), on a
h(zx) = I(x), dou k(x) =0, et si (x) > f(x), k) = l(xr) — h(x), c’est-a-
dire k(z) < f(x) + g(x) — f(x) = g(x), donc 0 < k<g.

Or, Jf+g =sup |ID; 0<I<f+g| et 1O=Ih) 4 1K),
h et k sont des fonctions vérifiant 0<h<fet 0 <k<g; a fortiori
si on considére toutes les fonctions vérifiant ces conditions, aura-t-on :

sup I(1) < sup Ith) 4 sup I(k),
c’est-d-dire :  J(f + ¢) < I + J(g).
J est donc additive et positivement homogéne sur (C+.
b) Définissons alors J sur ¢, en posant :
I = J(f+) — I—f),
ou f+ =sup (f,0) <C+etf—=inf(f,0), dou —f~ 2€t.
De (Of)+ =i+, Of)—=x1— si 2 >0,
AN+ =x3—, OH)—=xM*1 si 2 <0,
et de JO) = AJ(f) pour [ <€+ et 2> 0, on déduit :
JOf) =x»J(f) pour [ € et quelconque.

D’autre part :

f+ g+ >f+getf+4gt >0, done f++g+> f + 9t
c’est-a-dire h=f+ + g+ —(f -+ g+ &t

En ouftre :

9=+ @+ + G+ =[t+gt+ [+ g7
dott —f~—g—+ G+ g =0

L’additivité de J sur €+ entraine :

JIGF + @+1=I(F+) + IgT) — I,
JI— G+ 91 =I—f) + I(—g) — Jh),

ce qui implique additivité de J sur €.

J étant une forme lindaire, K=J-—1 en est une autre; or, si
f =e+, J(f) 2 (), done K(f) = 0, K est aussi une forme linéaire positive,
et la décomposition annoncée de I est obtenue.

— 255 —



2° Nous montrons alors que si I est linéaire et positive, il existe
~1
g croissante continue a droite telle que I(f) = / fdg.
Jo

Posons g(x) =inf {I(f), f<¢€, f> Zz{, ol 7y est la fonection
caractéristique du segment [0, x].
La croissance de g est évidente.

La continuité 4 droite résulte de ce que :
N <TG+ ) SKf) + [
et qu’il existe par suite, v ¢« > 0, f telle que :
gx) < I(f) < glx) + ¢ avee f(t) > 1 pour t [0, x].

Il en résulte que sur un intervalle (x, x - ), on a encore f >1,
et par suite g(x) < g(B) < g(x) -+ «.

Ceci étant, ¢ > 0 étant donné, il existe pour une fonction f - € un
découpage A de [0,1], tel que :

! 1 n—1
1’ f fdg — ¥ fG) (g(xit1) —g(x)] | < -
A i=0 i

Ceci est vrai pour tout découpage plus fin que A.

On peut en particulier supposer que A est assez fin pour que Voscil-
lation de f sur les segments [x;, x;,, ] soit inférieur a4 . Pour chaque
valeur de i, on peut d’autre part choisir une fonction f; égale 4 1 sur
0, 2;] et décroissant linéairement de 1 & 0 sur [x,f] on
G Ceyyq et telle que, v E G [xy, 2]

i n—1 n—1 |
X [ igre)—gxn — X [G) (i)~ 1(fo | <
i=0 i=0

Considérons alors la fonetion ;

=0
s=f— X G ifrrr—fil
n—1

Pour x¢ [z, 1], elle vaut :

o V)= 0) = fGi—1) [fi(x)— fi-1(2)1 — fG) [firr(2) — fu()]

Or, Toscillation de f sur [a;_;,x;,, | est inférieure & & on en
déduit que ¢(x) différe de moins de ¢ de :

GO — [fix) —fia(x)] — [figa(x)— fi(2)] =) [1— [iga(x)] =0.
Pour - [#, 2, ], on a:
¢(@) = flx) — [(ED.

Done v 2<[0,1] |o(@)] < &,
et par suite : (e)| < |Te]l.

En rapprochant toutes les inégalités, on a :
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85 | |
| /0 fadg—1() ; <(L)+2-.

ce qui prouve I’égalité annoncée, « étant arbitraire.
Le résultat précédent est vrai dans des circonstances beaucoup plus
générales que nous indiguons ci-dessous :
X localement compact; # s-anneau sur X contenant tous les
compaects ; « : mesure positive sur _# telle que :
1° A2 Mo uA=0;Bc A= B~ /4, vB— 0 (mesure compléte),
2" v K ¢ X, K compact
wK=inf JuK; ; K« k] |
K, : compact, K. intérieur de K.
La différence de deux telles mesures est dite une mesure de Radon.
€ (X) : espace des fonctions continues sur X & supports compacts.
I: forme linéaire sur € (X), continue en ce sens que, pour ftout
compact K, sa restriction & € (X, K) (fonctions dont le support est
inclus en K) est continue pour la norme :
I = sup ; ifGo)], - K},
Dans ces conditions, on a le
THEOREME : I y a correspondance biunivoque entre les mesures de
Radon sur X, et les formes linéaires continues sur € (X) ; on a:

/' fdu = L(p),
"

et si [ est positive, p(K) = i;’lf SI) s g <[]

II. ESSAI DE PRESENTATION « PUREMENT FONCTIONNELLE » DE L'INTEGRALE
DE RIEMANN.

Nous avons trouvé que 4 étant un anneau sur X, et m une étendue
sur _#, 7 X, _#, m) était un espace vectoriel réticulé. Cette propriété
était déja possédée par Pensemble FZ( ) des combinaisons linéaires
finies des fonctions caractéristiques des ensembles de _/, I étant définie
pour ces fonctions par :

1272, 7a: ) = ¥ ;mA,.

On peut alors songer a refaire la théorie de I'intégrale de Riemann
de la maniére suivante :

Sont donnés au départ :

1° un espace vectoriel réticulé V d’applications de X dans R qui
ou bien contient des constantes (¢’esl le cas deGr( 40 si X 40, ou bien
avec f contient inf (1, ) ;

2° une application linéaire positive I de V dans R.

A partir de 14, on peut considérer Pespace V des fonctions f telles
que v&>0, 3g, heV, avee :

g<f<h et Ith—g) <.
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On vérifie immédiatement que V a les mémes propriétés algébrigques
que V et que I se prolonge en une forme linéaire sur V.

A-t-on I’équivalent exact de l'intégration de Riemann ? Autrement
dit, peut-on trouver un anneau et une étendue positive m sur 4

telle que V=7 (X, M, m) et I(f) = [ fdm ?

Si _/# existe, ¢’est 'anneaun des ensemibles dont les fonctions carac-
léristiques appartiennent 4 V : il est immédiat que ces ensembles cons-
tituent bien un anneau et que I (7a) est une étendue positive sur cet
anneau. Mais, on a en général linclusion stricte 7 (X, /4, nuc V, la
restriction de I & 7 (X, 4, m) étant Lien alors /fdm. Quant 4 Vety ,
ils peuvent ne pas étre comparables.

Exemple : V est 'ensemble des fonetions continues sur [0, 17 nulles
en 0 et dérivables en 0. On prend I(f) = f(0). On vérifie aisément que
./ est Panneau des complémentaires des voisinages de 0, que m est
nulle, que 7 (X, _#, m) est constitué des fonetions bornées nulles sur un
voisinage de 0. V est constitué des fonctions bornées nulles en 0, el
dérivable en 0.

On voit done que les hypothéses faites donnent une theouL « analo-
gue » a celle de lintégration de Riemann, mais ne s’y ramenant pas
completement

I1 est cependant intéressant d’étudier les relations entre les espa-
ces J et V.

Proposition 1. — Si >0, ]‘\i, on a f-1lt]k o)) o #, sauf pour
an ensemble au plus dénombrable de valeurs exceptionnelles de 3.

En effet, soit @i = f~1(]%, «1).

Posons [) = f—inf (f, %), on a Q 17‘ (10, =),
et pour ¢ > 0, k>0,

mfsf’ 1l<e, < mf§f’*‘ 1

Posons :

Z()'):Sl.lp I[inf? é)‘— , ng
KO)=in I lmf§/_i_’ if]

On a J() <K@, et I'égalité implique Q. <M
Ors A < W — K(!L) < Z ()\)s
car, si k < u—13,

fok < f; et mf{ fo—t

:~I?’

1§<1nf;
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Les intervalles ], K, [ sont donc deux a deux disjoints et par
suite Iensemble de ceux qui ne sont pas vides est au plus dénombrable.

Remarque : La proposition précédente donne immédiatement la
réciproque du théoréme sur lidentité entre les fonctions mesurables

bornées et 7 (X, _/#, ). (_J{ : c-anneau, y. : mesure).
Dans cette situation, en effet, V=G (_#{) ou _/ est un s-anneau.

Or, Q~A = n Q A et oill ¢, est une suite décroissante, tendant vers 0.
n n
Mais on peut choisir ¢, de maniére que Q, __ . €_#, il en sera alors
"
de méme de Q.

Appelons ici mesurables les fonctions telles que :

f—*(Je, 81 —} 0]) € _#, sauf pour un ensemble dénombrable D de
valeurs de « et 8. On a alors la

Proposition 2. — 7 est constitu¢ des fonctions f mesurables bor-
nées ; nulles hors d’un ensemble A ¢ _/ .
Condition nécessaire. — C’est évident pour f > 0, en vertu de la

proposition 1. Mais sup (f, 0) et —inf(f, 0) sont intégrables en méme
temps que f et sont positives.

Condition suffisante. — 11 suffit d’utiliser les sommes de Lebesgue,
en choisissant les I; hors de I’ensemble D.

III. PRESENTATION PUREMENT FONCTIONNELLE DE L’INTEGRALE DE
I.EBESGUE.

Adjoignons aux hypothéses faites dans le paragraphe précédent sur
Uespace V, et sur la forme linéaire I, la condition suivante :

1< 215 = DS 2 1fD.
ntN nEN

Le sens de cette hypothése est d’introduire une certaine continuité
pour I. On voit qu’elle est satisfaite si V est I'espace vectoriel sur R
engendré par les fonctions caractéristiques d’'un anneau et si I est défini
sur V 4 partir d’une étendue positive s-additive [et a fortiori si on part
Jd'un s-anneau et d’une mesure positive]. Elle l'est également si V est
Yespace € (X) des fonctions continues & support compact défini sur X
localement compact et si I est une forme linéaire positive sur € (X).

Cette fois, il est possible de reconstituer assez rapidement la théorie
de la mesure et de ’intégrale de Lebesgue et de mettre en lumiére celles
de ses propriétés qui 4 I'expérience se sont révélées les plus importantes.

Le premier point est la définition pour toute fonction f € G X, R)

[application de X dans R, valeurs 4 « et — o admises] de la quan-
tité :

N(H) = inf } S I(Ifa)s 111 S fals falV
1 1
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on a 0<N({) <+
: ( Xt ) < 2 N(f).
i c N i E N

On remarquera Panalogie (qui est profonde) avec la mesure exté-
rieure..

Soit G l'ensemble des f pour lesquelles N(f) < + . Il est clair
que G est un sous-espace vectoriel de &, qu’il contient V et que N est
une semi-norme pour G,

Le résultat fondamental est le suivant :

THEOREME : G est complet.

On dira qu’'une partie de X est de mesure nulle si, pour sa fonction
caractéristique 7, N(7) = 0.

Soit | f, | une suite de Cauchy dans G. De N(f,) < o, il résulte que
Pensemble des points oll f, n’est pas fini est de mesure nulle et qu'on
ne modifie pas N(f,) en supposant f, partout finie.

On peut, en prenant une sous-suite de | fal, supposer qu’on a:

N(fut1— )< 35,

Considérons alors :

=Ifil4+ X fat1—Fnl.
1

On a N(@ < N(f1) + ¥ N(fap1—fd=N(fi)+1.
1

Il en résulte que g ¢ G, que par suite g est finie presque partout (1)
et que la série |f,; —f,| converge presque partout, donc que la suite f,
converge presque partout.

Soit f=1Iim f,, on a donc en fait f(z) = lim f,(z) presque partout
et en tous cas [f| < g.

D’ott N(f) < N(g), c’est-a-dire f ¢ G,

D’autre part :

If—fil < Y |fott—fn|

=k

=

NC—f)= 3 Gesi= ey

n=k

Done, la suite f, (et par conséquent la suite de Cauchy initialement
donnée) converge vers f.

(1} C'est-a-dire sauf aux points d’un ensemble de mesure nulle.
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On peut définir I'application 7 de G dans R par la formule :
Z () =N(f+) —N({—) ;

sa restriction a V est I.

# n’est pas linéaire sur G en général, mais elle est continue. En
effet :

# (f) — 7 (g) = N(f+) — N(f—) — N(g+) 4+ N(g),

() — 7 (g) SIN(f+) —N(gH)|+|N({f—) —N(g—) < 2N — g
(conséquence de l'inégalité triangulaire).

Mais puisque I est linéaire sur V, la restriction de 7 4 'adhérence V
de V dans G sera une forme linéaire et continue sur V.

N n’étant en général qu’une semi-norme sur V, on passe au quo-
tient (relation d’équivalence N(f — g) = 0), pour obtenir un espace vee-
toriel normé complet Lt (qui contient un sous-espace isomorphe a V,
lorsque « N(f) = 0 pour f€ V », entraine f = 0, ce qui est souvent le cas
pratiquement).

Comme N(f—g) =0 implique 7 (f) = 7 (¢9), 7 prend la méme

valeur pour toutes les fonetions d’une méme classe et fournit sur V une
forme linéaire continue.

Nous n’allons pas étudier ici toutes les propriétés de V et 7, mais

uniquement établir que 7 est sur V. une intégrale de Lebesgue (au
sens de la 2° partie de cet exposé).

Désignons par V+ I'ensemble des fonctions positives de V.

THEOREME 1 : La somme f d’une série de fonctions f, ¢ V+ appar-

tient elle-méme & V-, si et seulement si la série 7 (f,) converge. On a
alors :

F(H= 3 Ff).

n—1
1) Condition nécessaire : Soit f€V et f= i fu [n €V
De f, > 0, on déduit 7 (f,) = N(f,). i
Mais  N( é fw) SN < 4 0.
La série "(;ie terme général 7 (f,) est donc convergente. D’autre part,
g: N(f,) < N(f), ce qui entraine I’égalité, en vertu de la sous-additivité
1
dénombrable de N, On a bien 7 (f) = i FA(fD

1
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2) Condition suffisante : De f= Y f,, et de 7 (f,) =N(f,), on
déduit :

N D N(f)= S Afa)<+w. Dot f¢G.
1 1

m

Mais N(f— E )< i N(fn)= i F(fr), donc E f, converge vers f,
1

m-1 m+-1 1
m

par suite f €V et Z(f) =lim ¥ Z(f,).
1

THEOREME 2 : Si f et g sont des fonctions de V+, il en est de méme
de inf fg.

Soient, en effet, des fonctions f, et g, de V+ qui convergent (sui-
vant N) vers f et g. On sait que inf f,g, € V+.

Or, inf fg — inf f,0,| <sup | |f —1al, |9 —gal |-
Par suite, N(inf fg— inf f,9,) < sup (N(f, — f,,), N(g — g.))»

ce qui prouve que inf fg € V.

Remarque : On démontrerait de méme que si x€¢ R+ et f¢ V+,
inf (f, ) ¢ V+.

Soit ¢ la famille des ensembles dont les fonctions caractéristiques
appartiennent 4 V. On a le

THEOREME 3 : La famille ¢ est un ¢-anneau.
C’est une conséquence immédiate des deux théorémes précédents.

THEOREME 4 : Si f¢ V, E, =f—1([} »[) € 6 —G>0).

En effet, ¢, =inf (f+, %) EV+, et si 7, est la fonction caractéris-
tique de E,, on a:

pe=int[ter, 1] <7
et ¢, tend en croissant vers 7; quand ¢ tend vers 0.

Or, A /3 < f+, par suite N( ¥ ) < -} «. Le théoréme 1 permet de
conclure.

Corollaire : Si 0 ¢ [\ u[, et si f€V, on a:
[—xel) €0, pour %, € R.

THEOREME b : Si on pose I( ¥g ) = wE pour E € ¢, 7 (f) est obtenu
comme somimes de Lebesgue relativement a y.
Soit, en effet, I,[— o« < i < -~ o], une suite croissante, vérifiant
l=0,et l;,—L=-.
Soit E, = f—1([l, li+1 D pour i 0 Ei =
-Eo = f—1(1lo, . D pEo =wo
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+ oo 2
Litgi<ft, dott X L wi<<XfT)
0

i=0

i—

— 3 lEi<f-, — X Lm<ZAf).
i=—1 i=—1
+ oo
La série E ly; est absolument convergent et vérifie

— o™

N <)< X i< 3 Lt %)

-

ce qui établit le théoréme.

CONCLUSION

Nous pensons avoir montré que les théories « modernes » de l'inté-
gration ne s’opposent pas aux théories antérieures : la Science Matheé-
matique ne se renie jamais, mais elle met l'accent sur ce qui n’éfait
qu'inconscient ou implicite dans la Mathématique antérieure : ici, la
linéarité et la continuité de Pintégrale. Il semble donc raisonnable de
souhaiter que tout exposé actuel de la question — fiit-ce au stade le plus
¢lémentaire — mette en lumiére ces propriétés fondamentales et, entre
les diverses voies possibles, choisisse celles qui font intervenir le plus
directement I’aspect linéaire du probléme.
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