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Les mesures dénombrablement additives et I'intégrale de Lebesgue

I. LES 6-ANNEAUX ET LES MESURES ¢-ADDITIVES

1) Idée initiale. Position du probléme.

Etant donné un anneau 4 et une étendue positive m sur g, nous
avons vu que le principe d’Eudoxe ne pouvait étre appliqué avec profit
qu’une seule fois, et qu’il pouvait exister des ensembles non quarrables.
Par exemple, sur le segment [0, 1], partant des intervalles et de leur
longucur, on trouve que I'ensemble des rationnels n’est pas quarrable.
It est cependant dénombrable, et chaque point, comme segment dont les
extrémités sont confondues, a une longueur nulle : la série de terme
général nul a une somme nulle. Tl est « naturel » alors d’attribuer zéro
comme « longueur » 4 Pensemble des rationnels, et également d’attribuer
comme < longueur » a tout ouvert O inclus dans [0, 1], la. somme s, infé-
rieure ou égale 4 1, de la série A termes positifs dont les termes sont les
longueurs des intervalles deux a deux disjoints dont Uouvert est réunion
et d’attribuer 1 — s comme longueur au fermé [0,1] — O.

Mais il ne peut étre question d’étendre la « longueur » a certains
ensembles particuliers seulement, s’il s’agit de créer une théorie utili-
sable.

L’idée a dégager des exemples précédents est la suivante : une
réunion dénombrable d’ensembles quarrables A; deux & deux disjoints
doit recevoir une mesure, somme de la série dont les termes sont les
étendues mA,.

Pour préciser, donnons deux définitions :

Un s-anneau sur un ensemble X est une partic _# de pX) telle
que, N étant 'ensemble des entiers positifs :

* Conférence prononcée le 20 mars 1938, & PInstitut Henri-Poincaré, et organisée
par la Soeiété Mathématique de France, en accord avec P’A.PM., 5 IPintention spé-
cinle des professeurs.
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Ai€ M, iEN, => U A€ M
iEN
A, B => A—-Be
Une mesure (ou pour préciser une mesure dénombrablement addi-
tive ou c-additive) est une application y de _4/ dans R telle que :

si AjnA; =4 quand = j

i
on ait y.< U A[>= “~ uAj,
iEN i€N
Nous nous limiterons d’abord 4 des mesures positives, mais nous.
accepterons la valeur 4 <« pour une mesure.

Avec ces définitions, nous pouvons poser les problémes :

«) Existe-t-il des s-anneaux ? -

g) Existe-t-il des mesures ?

v) Un anneau _/, et une étendue m sur _#, étant donnés, existe-t-il
un s-anneau _g contenant _g, et une mesure u. sur m dont la restriction
a _M, soit m ?

La réponse 4 la question «) est immédiate : p (X) est un c-anneau.
De plus, l'intersection d’une famille quelconque de s-anneaux est un
s-anneau ; étant donné une partie % -4 ¢ quelconque de p (X), il existe
donc un plus petit s-anneau non vide contenant % : ensemble non vide
(il contient <), intersection des s-anneaux contenant % .

Les réponses aux questions ) et y) que nous allons donner mainte-
nant sont nettement moins aisées.

2) Mesure extérieure. Ensembles mesurables.

Partons d’un anneau _j/, et d’une étendue positive m sur _#,. On
peut essayer de remédier aux insuffisances du principe d’Eudoxe en
substituant des réunions dénombrables aux réunions finies :

Nous considérerons donc les ensembles A inclus dans au moins une
réunion dénombrable d’ensembles «;€_#,, soit H(_#,) l'ensemble de
ces A.

Les ensembles U z; jouercnt pour A le rdle des » du principe
iCN
d’Eudoxe [cf. 17 partie].

Nous sommes donc conduits & définir une application :
m* de H(_#,) dans R, ([0, 4+ «]) par
m*A = inf 2 mziy Ac U CTR 'ziE_/[Z:
( i<N icN
m* sera dite une mesure extérieure.

[8}]

(1) A noter quon a toujours m¥ g =0.



— 175 —
Sa propriété fondamentale est sa sous-additivité ;

il est clair que A; CH(_Z,}, iEN ==> U Ai=H{ o)

iz N
Nl
et on a alors m*( U Ai>\< }- m* A,

TN iEN
EXEMPLE : La mesure extérieure de l’ensemble des rationnels de

conte-

€

[0, 1] est nulle (prendre pour z; un intervalle de longueur

2| o

nant le i’ des points rationnels rangés dans une suite).

Mais, on ne peut en général trouver d’ensembles jouant le role des
ensembles 8 du principe d’Eudoxe. [Par exemple, pour un fermé F
de [0,1] et louvert complémentaire O, on trouve m*0=s,
m*F = 1-—s; mais tandis qu’il existe en O des réunions finies d’in-
tervalles dont la borne supérieure des étendues est précisément s, le
seul ensemble de _#, contenu en IF est ¢ si I est totalement discontinu].

A Yorigine, étudiant des ensembles E contenus dans [0, 1], LEBES-
GUE remplaca le sup mf défaillant du principe d’Eudoxe, par ce qu’il
appela la mesure intérieure de E, m E=1-—m*E" (E' complémen-
taire de E par rapport 4 [0, 1]), et définit comme mesurables ceux pour
lesquels m_E = m*E, soit m*E + m*E’' = 1.

Dans la situation plus générale ol nous nous sommes placés, on
définira comme m*-mesurables les ensembles E¢& H(_#,) tels que
v A H( ), on ait (si E' est le complémentaire de E) :

m*A =m*(AnE) +m*(An E) (2).

On peut établic que la mesurabilité s’exprime aussi par (3) : Si
m*A < =,

Ves0 3 % % H{# avec AnEc 2 AnE c «
et m¥(ana) < =

Le résultat fondamental de la théorie est énoncé par le

THEOREME : La famille des ensembles m*-mesurables est un s-an-
neau. La restriction p. de m* & _/ est une mesure.

1* Supposons E et F mesurables.

Mesurabilité de E ; m*A =m*(An E) + m*(AnE) v AcH(_#,)

Nous écrivons la mesurabilité de F, en prenant pour ensemble A :

AnE et AnE ; cela donne :
m*(AnE)=m* AnEnF)+m*(AnEnF’)
m*AnE )j=m*(AnE nF)+m*AnEnF')

On en déduit : v A ZHI_#,).

(2) En vertu de la sous-additivité de m, on a toujours m* A < m¥@An E)
m*(A 0 E). 11 suffit donc de vérifier m* A >>... pour obtenir la mesurabilité de E.

Si X ¢ H({_#,) et m*¥X < oo, la mesurabilité peut étre définie par m¥E + m*E’ =
m*X. (La démonstration de cette équivalence utilise la deuxiéme définition de la
mesurabilité).

(3) Ce second énoncé est plus intuitif et plus proche des idées de Lebesgue. Le
premier, plus moderne (Caratheodory), conduit & des démonstrations plus simples.
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1) m*A=m*AnEnF)+m*AnEnF)+m*(AnE nF)+m*AnE nF)
On remarque que AnE' n F'=An (EyF) et que si I'on remplace
dans (1) A par :
An(EuF),
on obtient :
(2> m* [An(EyF)l=m*AnEnF)+m¥AnEnF )+ m*AnE nF).
D’on finalement :
m*A =m*[An(EyF)-+n*An(EyF)]
E y F est mesurable.
2° Remarquant que E—F =EnF’ et que (E——F)=E'y F, on
voit en remplacant dans (1) A par An(E' y F) que :
mH¥An(E-F))=m*AnEnF)4+m*(AnEnF)+m*AnE nF’)
d’oi :
m*FA=m* An(E—F; 4+ m*An/E—F)]
E —F est mesurable,
3° Si E; et E2 sont mesurables et disjoints :
m*(A nE; n Ez) = m*g =0, et (2) donne :
m*An(E iy E;)|=m*AnE,) +m*AnE,)
Soient alors E,, i ¢ N, mesurables avec E;n B;=4¢ si i54].

On a:
" n
m*An |J Ei)=- ¥, m*(AnE)
=1 =1
n
Posons : Fu= |JEi F, est mesurable et

i=1

m¥A =m*(AnF,) L m*(AnF ;)= 2 mH*AnE)+m*AnF',

=1
n
Si E = U Ei{i, EcF,etona: m*‘A}_\: m*AnE;)4|+m*(AnE’)
iEN i=1

d’oll : :

A .
m*A > = mYAnE)+m*(AaE) > m*AnE)+-m¥*(AnE)

TN )
la derniére conclusion éfant due & la sous-additivité de m*. Elle prouve
la mesurabilité de E et les égalités :

\! .
m¥A = « m*AnE) 4+ m¥HAnE)=m*AnE;+ m*AaE').
iEN
Remplacant A par E, on obtient :

=
m*(E) = Z m*(E,).
iEN
REMARQUE : On montre aisément que si E _/ et m*(E) = 0, alors
vFcE, on aF¢ et m*F—0. La mesure p. obtenue est alors dite
compléte (i.e. tout ensemble inclus dans un ensemble mesurable de
mesure nulle possede la méme propriété).
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L’existence d'une mesure s-additive ne résulte du théoréme précé-
dent que si on établit que _# est non vide, ce qui résulte du théoréme :
‘Mo M.

Soit, en effet, E<€_g,, A ¢ H(_#,) et o; € _J, tels que :

Ac Uozi et Emaigm*A—}—z
iEN i€N
on a: mie;n E) 4+ m(e;n E') = ma,
D’otr :
» e . . . o
m*A—+:> A m(ain E)4-mainE) > m¥AnE)-Fm¥*(AnE')
i€N
ce qui, ¢« étant arbitraire, établit la mesurabilité de E.
La réponse a la question y est fournie par le théoréme.

THEOREME : m  est la restriction de v & _/,, si et seulement si

PN, Ef Mo EnE—=gsiizj, JE=Ec
iEN

>
implique mE— < mE;.

iEN
La nécessité de la condition est évidente.
La réciproque résulte de la proposition précédente et du fait que si
la condition de I’énoncé est satisfaite, on a m*E = mE pour E< /.

Soit en effet : », € _#,, i¢N et Ec U ¥,

iCN
Posons : 8,=o;nE, on a 8, € _#, et E = U 5 et mB; < ma,.
HS
Posons E, = p;— U 8, on a E, ¢ #,, mE, < mg,

i<i
et E;n E;= ¢ si is=j. D’ol :
mE = EmEi<2m(5i<}:mz,-
ce qui implique mE < m*E. ;

L’¢égalité résulte de ce que E est a lui seul un recouvrement de lui-
méme.

Une étendue satisfaisant aux conditions de la proposition précé-
dente est dite s-additive.

Exemple d’étendue non c-additive :

Prenons pour X le semi-segment ]0,1] et pour _g#, l'anneau des
réunions finies de demi-segments J«,8]. On pose m(]0,2])=u -} 1,
ce qui permet de définir m sur _#,. On a en particulier :

m(la,B]) =8 —a si a7=0.
On a m]90, 1] = 2, mais on remarque que :

Al et
Or 'E; m(] n—j——l, %]):1;52
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La conclusion subsiste si X = [0,1] et si on adjoint & _# 6 I'en-
semble 10| avec la mesure 0.

On démontre aisément par contre que pour X = [0, 1] et I'anneau
précédent, si 'on pose m([0, xz]) = g(x), la condition nécessaire et suffi-
sante pour que m soit s-additive est que g soit continue a droite.

INTEGRALE DE LEBESGUE., FONCTIONS MESURABLES BORNEES.

Nous reprenons exactement la théorie faite dans le cas général pour
Pintégrale de Riemann, mais en supposant que _j[ est un s-anneau, et
en remplacant I’étendue m par une mesure sur # : soit 7 (X, #, u) (4)
I’ensemble des fonctions intégrables [au sens de Riemann par rapport
a (A4, »)]. 11 est possible de caractériser simplement ces fonctions.

DErFINITION : Une fonction réelle définie sur X est dite mesurable
(par rapport a ) si, quel que soit le semi-segment Ja, 8}, on a

—1

f (Qo, ] —j04) <_#. (Il est clair qu'on peut remplacer dans cette défi-
nition ]s, 8], par [a, B], [« B[, ]2, B[, et prendre «, (ou B) infini, car les
réunions dénombrables et les différences d’ensemble de _# sont
dans _A).

THEOREME : Il y a identité entre les fonctions mesurables bornées
et les fonctions de 7 (X, 7, u).

Nous établirons ci-dessous que toute fonction mesurable bornée est
intégrable. Soit [A, B] un segment & Pintérieur duquel f prend ses va-
leurs. Considérons avec LEBESGUE un découpage :

h=A<h<..l;<l;<..<l,=B de [A, B]
et les sommes (dites sommes de Lebesgue) :
n--1 n—1
—1 =1
6= E Lm(f 1, liv1]) ‘,\,:,:: E ligam!f ] i, lital)
i—0 i=0
‘en remplacant éventuellement un des ensembles par :

f 0, Ll —10)
si 0 - [A, B].

1
On remarque que les ensembles f (]l 1, ]) (avec la réserve que
Pon vient de faire) constituent une partition de I’ensemble A, sur lequel

{ prend des valeurs non nulles, et que si Pon désigne par o et 2 les
sommes de Riemann relatives a cette partition, on a :

°\°"<2 <2

4) F&X, A, m), dans le cas ot m ost une étendue, est un sous-espace de Ien-
semble des fonctions bornées f nulles hors d’un ensemble ApZ 4 et on avait mA, < oo,
comme pour tout ensemble de /.

Pour une mesure, la restriction yA < =, Vv A ¢ _# peut étre inopportune, aussi
est-ce Pensemble des fonctions considérées a priori que nous restreindrons : fonctions
bornées f nulles hors d’un ensemble A, £ _f et de mesure finie : yd, = co.
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Or, si ;4 —1I; < s pour i = 1,..,n—1, on a:
0 <Z——c< su (A),
ce qui établit I'intégrabilité de f.
La réciproque que nous établirons dans la 3° partie de cet exposé
fait intervenir la structure de cs-anneau de /.
L’intégrale définie sur 7 (X, _/, p) est dite intégrale de Lebesgue :

() = I;{fdu-

Le théoréme précédent a I'intérét de montrer que l'originalilé essen-
tielle de Pintégrale de Lebesgue est de s’appuyer sur un c-anneau et
une mesure s-additive et que la substitution d’'un découpage de I'espace
des valeurs de f &4 une partition de A; n’affecte que la présentation de
Pintégrale et n’a pas Pimportance qu’on semble lui avoir d’abord
attribuée.

11 est clair que toutes les propriétés démontrées pour 7 (X, A, m)
et pour 'intégrale de Riemann sont valables pour 7 (X, /, p) et Vinté-
grale de Lebesgue, ainsi que le fait que si (_#, w) est Textension de
(AMo> m), onafZ (X, _#,w) > FZX, M, m), et que Pintégrale de Riemann
est la restriction a 7 (X, #,, m) de lintégrale de Lebesgue, forme
lindaire sur 7 (X, 7, w).

Le fait que P’inclusion soit stricte, résulte d’une remarquable pro-
priété de 7 (X, #, u) et de Iintégrale de Lebesgue.

THEOREME : Si la suite f, est constituée de fonctions mesurables
bornées avee |f,(®)| < K, vneN; A(fn)c AC_/, avec A < o« et si la suite
converge simplement vers une fonction f, celle-ci est mesurable et bornée
et I(f) = lim I(f,).

n
‘La mesurabilité de f résulte de I’égalité :
o=1Ilim f, = inf sup f,
m n>m
=il -1
et de 3 (m=D=N U fuclx=).
m n>m

Pour établir la p>1'op1'iété relative 4 I, on peut, en remplacant f, par
fo— [, se ramener au cas ou f=0.

Soit alors F, = l|a; x€A, 3 m>n|fu(x)|>: 00 2 F,c M, F,> Fpy

et ﬂ F, = ¢, puisque la suite f, converge simplement.
Par suite, v : 3 n tel que nF,) <s.
Le théoréme de la moyenne permet alors d’écrire :
i](fn)l < KP'(FH) + EP'(A - Fn) < Ke + E’P'A'

Pour situer I'importance de ce résultat, remarquons que si X< A,
I'imtégrale de Riemann est continue si Z(X, 4, m) recoit la topologie
de la convergence uniforme, tandis que l'intégrale de Lebesgue Lest si
7 recoit la topologie de la convergence simple, topologies qui sont res-
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pectivement la plus fine et la moins fine des topologies naturclles que
Pon peut définir sur un espace de fonctions numériques.

FoNCTIONS SOMMABLES.

On peut plonger 7 (X, #, v) dans un espace plus grand auquel I
est prolongeable.

Soit 7 (X, _#, ») I'ensemble comprenant :

a) les fonctions f positives telles que :

I(f) =sup | 1(g) ; g7 (X, M, ), 0 < g<f| <o

b) les fonctions négatives telles que — [ salisfasse 4 a) avec

I+ =—1—p;

¢) les fonctions de signe quelconque telles que f+ = sup (f,0) et
inf (f, 0) = f— satisfassent & @) et b) pour lesquelles on pose :

TP = I+ + I, .

On vérifie aisément queij\ (X, _, w) (ensemble des fonctions somma-
bles) a toutes les propriétés algébriques de 7 (X, _#, u) qu’il contient.

Pour f 65 (X, M, w), il existe encore A;¢ 4 tel que f soit nulle hors
de A; mais on ne peut plus garantir que pA; < «. Mais, on peut définir
f(f) par des sommes de Lebesgue en faisant varier les nombres [; de
— o, & | 0, ¢ et E étant alors des sommes de séries absolument

convergentes. On peut de maniére équivalente définir ,I\(f) a partir de
sommes (généralisant les sommes de Riemann) définies 4 partir de par-
titions dénombrables de A; en ensembles A; telles que les séries
2 sup | f(x) ; €A {pA; et 2 inf | f(x) ; x<A;|pA; soient absolument
i i

convergentes.

Les propriétés de linéarité et de croissance de I (dont Ia restriction
a Z (X, _#,p) est I) sont conservées. Sa « continuité » est décrite par les
théorémes suivants, que nous énoncerons sans démonstration :

1. Si f,, gEiZ\(X, Msw), si|f,] < g, et si f, converge simplement

vers f, f{? X, M, p) et
T(f) = lim Kf,).

II. Si f, 65(}(, Ms w)s St fo=<<fryqetsi 1i111T(f.,,) existe, il existe une
fonction f E} (X, _#, w) telle limf,(x) = f(x), sauf peut-éire pour
& CAg Ag € M et uAy==0, et lim I(f,) = Kf).

III.’I\(|f|) est une semi-norme pour §(X, My w).

L’espace normé correspondant est complet : espace L, (X, _/#, u).
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CAS DES MESURES DE SIGNES QUELCONQUES,

On démontre que toute mesure u prenant les deux signes peut
s’éerire :
w==1—p2, ot 11 et uw» sont toutes deux positives. Pour toute

fonction telle que / fduy et | fdus existe, on pose :

Y
e

e ffdm . ffaw.

Les propriétés des fonctions intégrables et des intégrales s’étendent
sans difficulté.

[



