A

111. ESSAI

DEPLACEMENTS ET ORIENTATIONS
EN CLASSE DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES

Introduction. — La figure () est ma chaise, posée normalement sur ses quatre
pieds, la figure (') est une chaise égale empruntée 4 une salle voisine et couchée sur
la table qui me sert de pupitre. Les éléves savent trés bien dire olt se trouve dans
(F") Phomologue M’ d’un point M quelconque « appartenant » 3 la figure (F) : nous
avons une iransformation ponctuelle. Une troisiéme chaise permet de définir le
produit de deux déplacements (elle est seulement imaginée) ; le « passage » de (I) &
(F"), puis de (F’) a (F) nous donne la transformation identique comme produit des
deux transiormations inverses. Le point M de la salle, je peux comme ci-dessus
Pattribuer 4 (F), mais aussi & (F), il est alors I’'homologue d’un point N de (F).

Homologue d’une droite. — Une droite D quelconque de (F) a pour howo-
logue une droite D’ de (F'). Je dessine sur le tableau les droites D et D', je marque
un point A de D et je suppose que je connais son homologue A’ ; je marque ensuite
un autre point M de D et je me propose de construire M. Je connais la longueur
A’M = AM (je ne dis pas la mesure) ; c’est & partir du point A’ que je dois porter
ma longueur : les deux points A’ et M’ ne jouent pas le méme role. Je suis amené a
ordonner (ou A orienter) mion segment ; je représenterai le segment orienté par le
symbole A'M’ (pas question ici non plus de mesure algébrique). Reste a savoir de
quel coté il convient de porter mon segment orienté. La question serait résolue si je
savais comment se correspondent les demi-droites d’origine A et A’ ; mais cela ne me
satisferait pas entitrement, car M peut avoir 4 jouer le role actuellement donné A
Les éléves m’accordent volontiers que Iensemble des segments orientés de D peut
étre partagé en deux classes : la classe de ceux qui ont « méme sens » que la demi-

—_ ——
droite Afet celle de ceux qui ont le méme sens que la demi-droite opposée Aii : ils
m’accordent aussi que si deux segments de D ont (ou n'ont pas). le méme sens, il en
est de méme ddes segments orientés homologues. Nous allons orienter la droite D :
orienter la droite c’est ordonner cet ensemble composé de deux éléments : nous
dirons 1™ classe et 2° classe. La 1™ classe de D' sera constituée par les segments
orientés homologues des segments de la 1™ classe choisie sur D». Pratiquement,. pour
orienter une droite, il suffira de se donner un segment orienté et de décréter qu'il
appartient A la 1™ classe (ou a la 2.

Inversement, deux droites orientées D et D>', arbitraires, étant données, nous
admettrons qu'il existe au moins un déplacement P par lequel A et D donnent
A’ et D’ ; homologue M’ du point M de D est alors obtenu par la construction
indiquée.

Ce qui vient d’étre dit vaut que les droites D et T¥ soient distinctes ou qu'elles
soient confondues, Nous supposons maintenant qu'elles sont confondues. Deux cas
possibles :

—>
I°" cas ¢ La 1™ classe de D’ est aussi la 17 classe de D : les deux segments
orientés homologues AM et A'M’ ont méme longueur et méme sens, nous dirons

quiils sont égaux et nous écrirons AM =AM’ (définition de I’égalité de deux
segments orientés portés par une méme droite). Si deux segments orientés sont égaux
leurs extrémités sont homologues dans un déplacement déterminé par leurs origines.
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Nous appellerons déplacement direct sur la droite D la restriction 3 D du dépla-
cement-D.
2" cas : La 1™ classe de D’ coincide avec la 2° classe de D : les deux segments

orientés AM et M'A’ ont méme longueur et appartiennent i la méme classe ; nous
avons donc A'M' = MA.

Nous dirons que la restriction & D du déplacement 9 est un déplacement indi-
rect sur la droite D.

Etude du déplacement indirect sur une droite. — Soit un déplacement
indirect sur une droite D déterminé par les deux points homologues A et A’ L'ho-
mologue d'un point M est M’ tel que A'M’ = MA, I’homologue de N est N’ tel que
M'N'=NM et 'homologue de M/, M” tel que M'M” = MM : M” coincide donc
avec M. Le déplacement indirect sur la droite est une transformation ponctuelle
réciproque.

D’ailleurs. si T est milicu de AA’ (nous en admettons Pexistence), AT =1IA et I
est invariant, le déplacement peut étre déterminé par Je seul point I. Il était évident
(définition du déplacement indirect. sur la droite : cas on les points homologues
A et A’ sont confondus) qu'une symétrie sur la droite était un déplacement indirect
sur la droite ; nous venons de montrer que, inversement, un déplacement indirect sur
une droite est toujours une symétrie sur la droite.

Applications. — 1. Donnons-nous sur une droite deux segments orientés: égaux

AM =M'A". Tl existe un déplacement indirect unique déterminé par les points
homologues A et A’. Par ce déplacement, 'homologue de M est M’, le déplacement

étant réciproque, nous avons aussi AM = MA’.
Théoréme : Dans une égalité entre segments orientés on. peut permuter les
moyens (et aussi les extrémes).

I1. — Soit un déplacement direct sur une droite déterminée par les points homo-
logues A et A’. L’homologue d’un point M guelconque est un point M’ tel que

A'M’ == AM. Changeons l'ordre des extrémes dans cette égalité. 1 vient :
MM = AA’.
Théoréme : Dans un déplacement direct sur une droite, le segment orienté qui a
pour origine un point quelconque et pour extrémité son homologue, est égal i un

segment orienté fixe, et, inversement, une transformation ponctuelle définie ainsi sur
une droite est un déplacement direct sur la droite.

ITI. — Soient deux segments orientés IL et KIH partés par une droite D, nous

appelons sonmue des deux segments orientés. que nous notons IL 4+ KH, le segment
orienté construit de la fagon suivante : nous marquons un point A sur la droite et

nous construisons AM = IL, puis MA = KH : par définition I_L—'rﬁl =AA
) Utilisons le déplacement indirect sur D déterminé par A et A’ ; soit M’
I'hemologue de M : AM == MA’==KH : M'A’— AM = IL. donc :
KH 4 IL =1L - KH.
Notre semme ost commutative.

b) La méme constrnction, & partir d’un autre point Ai. donne un point A’ Le
déplacement direct sur D. déterminé par A et Ai, transforme A’ en A’y donc

A = AAN
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Rewarqgic. Lorsque les droites D et D’ seront distinctes, nous pourrons encore

convenir d*éerive AM = A'M’ en « complétant » I’égalité entre D et D’ avec l'éga-
lité sur D et I'égalité sur D’ des segments orientés.
‘Homologue d’un plan. — Un plan quelconque de (F) a pour homologue un
plan P’ de (F’). Je figure sur le tableau les plans P et P', une droite D de P orientée
- . .
par une demi-droite A}, la droite homologue D' de I’ orientée par la demi-droite
—_— — o .,
A’} homologue de AX. Je sais construire les homologues des points de D. Soit
L 2 B0 o 9 T e R Wy
maintenant un point M de P non situé sur D : je connais I'angle XA'w' = 2Au et
— —_— o
la longueur A'M' =— AM (A’y’ et Ap sont les demi-droites déterminées par AAL et
A'M’). Tei, ie reprends mot pour mot ce qui a été dit pour les droites, substituant
aux points les demi-droites. J'introduis les angles orientés que je représente par le

symbole (A): Ay.T et jadmets que, outre les deux classes singuliéres des angles nuls
et des angles plats, I'ensemble des angles orientés de P peut étre partagé en deux
classes...

Je conclus comme pour la droite : inversement, deux plans orientés P et P’ étant

e ;
donnés et deux demi-droites AX et A’A" appartenant a ces plans, nous admettons qu'il

; ———
existe un déplacement @ par lequel AX et P ont pour homologues A'N et P/, la
construction de homologue M’ d’un point M de P est alors celle qui a été indiquée.

Si les plans P et P’ sont confondus, la considération des deux classes de P per-
met de défnir le déplacement firect sur le plan et Pégalité de deux angles orientés
ainsi que le déplacement indirect du plan. Un déplacement direct (ou indirect) du

— ———
plan est Jéterminé par la donnée de deux demi-droites homologues Ax et A%, Nous
commencons par Pétude du déplacement indirect dans le cas particulier ot A =t A\
sont coniondus. :

Comme pour la droite, étant donné un déplacement indirect déterminé par les

] 3 A3 o OV =7 g =R
demi-droites homologues OX et OA". homologue Ou” de la demi-droite Oy.. homo-

5% —t r . . I
logue de Ou, est Ow : on en déduit aussitdt que la transfornation envisagee est
réciproque. Soit alors un point B de P, son homologue B’, 'homologue de BB est la
droite B'B, la droite BB’ est invariante et la restriction de D a cette droite est un
déplacement indirect sur cette droite ; le milieu T de BB’ est dong invariant et la
restriction de 2 a la droite OI est la transformation identique. La restriction de
D au plan P peut étre déterminée par la seule droite OI, ou, si I'on veut, par deux

h - —_— . e
demi-droites homologues confondues S#, Sz (S point quelconque de OI, Sx l'une

o —— ——
des deux demi-droites issues de S portées par OI). Nous avons (Ox, OX)=(Ox. O%),
—— — i
d’olt les deux hissectrices d’un angle quelconque (OX, O)'). On définira la perpendi-
culaire comme la_bissectrice de I'angle plat (on pourra montrer que c’est une relation
svmétrique). On identifiera facilement notre déplacement indirect et la symétrie par
rapport 4 une droite et on pourra retrouver les propriétés classiques du triangle
isocéle.

Applications. — 1. On montrera (comme pour les segments orientés d’une droite)
que l'on peut dans une égalité entre angles orientés permuter les extrémes et aussi
les moyens.

II. — Appliquant ce dernier résultat au déplacement direct déterminé par deux
demi-droites avant une origine commune O, on montrera que l'angle de deux (lemi-
droites homologues issues de O est constant. En d’autres termes, une demi-droite
de (F) étant donnée, on construit, a partir de cette demi-droite, un angle orienté égal
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a un angle orienté fixe donné, le deuxiéme coté de Uangle construit est la demi-droite
homologue, Cette construction (jointe a 'égalité OM = OM’) définit une transfor-

mation ponctuelle que nous appelons rotation de centre O et d’angle (OJ> O)T'). Tnver-
sement, une rotation quelconque étant donnée, on montre facilement gu'elle est iden-
tique au déplacement direct déterminé par deux demi-droites issues de O homologues
par la rotation. ’

IIT. -— IExactement comme pour la droite on définira la somme de deux angles
orientés quelconques, on montrera gu'elle est indépendante de l'ordre avec I'aide d’un
déplacement indirect 4 droite invariante et qu’elle est aussi indépendante (3 un dépla-
cement direct prés) du choix de la demi-droite initiale.

Exercice : Montrer que les bissectrices de deux angles adjacents et supplémen-
taires sont perpendiculaires (on remarquera que le produit de deux déplacements
indirects est un déplacement direct et on utilisera la définition de la perpendiculaire)

Le déplacement direct du plan. — Clest lui que nous appelons D jusqu’a
nouvel avis et nous commengons par deux cas particuliers oit D a une droite inva-
riante D. Nous choisissons comme demi-droites de base (les deux demi-droites honto-
logues) deux demi-droites portées par D.

1" cas. —- Les deux demi-droites sont de sens contraires, la restriction a D
de D est un déplacement indirect, il y a un point invariant O et les deux demi-droites

—_— —
de base sont deux demi-droites directement opposées Oi et OX’. L’homologue d'une
. . =iy ==t s T e i =, . ’
demi-droite On est Oy’ telle que : (O, Ou)= (ON. Oy). Changeons lordre des
T R N
moyens (O4, 0)) == (Op, Ou’). D’ott :

L == —= —> — » E .

1’ L'angle (Og, Ou’), comme (O}, O1') est un angle plat, notre déplacement 2

est une symétrie pat rapport au point O, c’est une transformation réciproque, c’est
une rotation d'un angle plat. .

2" Si on désigne par les lettres accentuées les demi-droites symétriques
T R o T
(O, O%) = (Ou, Ou")
a e FEr AT y 2 s 2 b g
entraine (0%, Ou) = (0%, Ou”). Clest le théoréme précisé, sur les angles opposés
par le sommet.

—

Homologue d'une demi-droite quelconque :-on donne une demi-droite Au dont
- — ——

le support ne passe pas par O ; son homologue est A'w’. Solent Awi et A'wy les

demi-droites opposées a Ap»et A';’ : les demi-droites A: et Az.' sont (symétrie) de
part et dautre de la droite AA’, elles ne se coupent donc pas et les demi-droites
A 5
Ay et AyfT sont du méme coté, La transformation étant réciprogue et étant un dépla-
cement, 'homologue de A'w't est Awi. Si Aw et Ap'y se coupent, leurs homologues
A'v’y et Ausg se coupent au point homologue et les droites u'tv Aw’ et wAw; ont deux
points communs. Si nous admettons que deux droites ont au plus un point commun
nous devons admettre que deux droites symétriques n'ont pas de point commun.
Admettons aussi le postulat d’Euclide : nous pourrons dire que la droite symétrique
de la droite Au est lo paralléle 3 Ay menée par A

Convenons maintenant de dire que deux demi-droites A} et AL’ portées par
deux droites paralléles sont de méme sens, ou de sens contraires suivant qu’elles sont
du méme coté. ou de part et d’autre de la droite AA” et nous pourrons préciser : deux
demi-droites symétriques sont deux demi-droites paralléles et de sens contraires ;

— ——
démontrer une réciproque : deux demi-droites A et A'L" paralléles et de sens
contraires sont symétriques par rapport au milieu O de A'A” et préciser les propriétés
angulaires classiques de la figure formée par deux droites paralléles coupées par une
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sécante. iSnfin, adjoignant A notre figure un deuxiéme point B et son homologue B,
nous définirons Pégalité de detx vecteurs et démontrerons les propriétés du parallé-
logramme (déj2 vues dans la 1™ partie lorsque le paraliélogramme est aplati). En
particulier, dJans une égalité entre vecteurs, on peut permuter les extrémes et aussi
les moyens.

—_— >
2° cas. — Les deux demi-droites AX et A2 sont de meme sens.
—_—
En vertu des propriétés angulaires démontrées dans le 1% cas, I'homologue AW

, e o . TR GG BO A, NS A :
d'une demi-droite Aup., déterminée par I’égalité (AA, A p) = (AX, Ay) est une demi-
droite paralléle et de méme sens. Soit un point M un point quelconque et M son

— — — — 5
homologue on a : A'M’ = AM, ce qui entraine MM'= AA". D’oit la transformation

ponctuelle du plan appelée translation. Le fait qu'un déplacement déterminé par deux
demi-droites paralléles et de méme sens soit une translation. le fait que la transfor-
mation ponctuelle plane translation soit un déplacement, se démontrent facilement.

Notons & ce propos que pour démontrer qu'une transformation ponctuelle et un
déplacement sont identiques, il convient de montrer qu'ils transforment de la méme
facon tous les points. Pour démontrer que deux déplacements directs (par exemple)
du plan sont identiques, il suffit de démontrer qu'ils transforment de la méme fagon
une demi-droite.

Ewercice. — Montrer que les diagonales d’un rectangle sont égales (on utilisera
une symétrie-droite et une translation).

Quelques précisions. — Nous avons toujours parlé, jusqu'ici, d’angles orientés
de demi-droites. Dorénavant nous pourrons remplacer, dans nos écritures les demi-
droites par des vecteurs ou des droites orientées : un vecteur détermine une demi-
droite, la demi-droite qui a méme origine et méme sens, une droite orientée, une
demi-droite qui a méme sens qu’un segment orienté appartenant a la 17 classe de la
droite orientée. Par définition, angle orienté de deux demi-droites qui ont deux
origines distinctes est Pangle orienté (défini 4 une translation prés) qui est obtenu
en menant par un point quelconque deux demi-droites paralléles et de méme sens.

Nous introduirons, comme on le fait maintenant. la différence de deux angles
N . — —— —— = ! = - A
orientés (Ox, Ov) — (Ox, Oz) = (Oz, O) et l'opposé d'un angle orienté
—— — —— ——
(Oy, Ox) =—-(Ox, Oy).
Nousg définirons le produit d'un angle orienté par un entier 1 comme la somme de n
angles orientés égaux. -
Excrcice : Montrer quon ne change pas la différence de deux angles orientés
en permutaut les extrémes ou les moyens. Application : on peut aussi permuter

extrémes et moyens dans 1’égalité n (—O—K SE) = (—(_)T(r 6]3)

Retour sur la rotation. — Nous avons vu que dans une rotation :

(0%, Ow) = (O, 0w,
= =5 =T Ao0
(Ou, Ou") = (0%, OX).
Ces deux égalités « concrétisent » le double aspect de l'angle orienté :

— —
@) angle orienté qui a pour premier coté (Yi, pour deuxiéme coté Ou. ;

— —,
b) angle « dont il faut faire tourner OX pour I'amener sur 0 ».

On pourrait maintenant raccorder a l'exposé traditionnel. en introduisant les
rotations concrotes et leurs mesures algébriques. On peut aussi s’en passer. Le dépla-

cament direct du plan le plus général est déterminé par deux demi-droites homolo-
——

eues. On examinera conunent est transformée par une rotation une demi-droite \i.
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—
1" cas : le support de AJ. passe par O ;

——
2° cas : le support de AL ne passe pas par O, mais la projection de O sur A\
est en A ;
3’ cas : aucune de ces circonstances ne se produit.

Le cas des demi-droites paralléles a déja été examiné.
En s’aidant d’une symétrie on montrera que le centre de la rotation est sur la

0 —
bissectrice de (Ih1, IN) I étant le point commun aux deux supports homologues et

g —_
1)1 la demi-droite opposée 3 T.

D’ott une position nécessaire pour le centre de la rotation et on démontrera
ainsi que tout déplacement direct du plan, qui n’est pas une translation, est une
rotation.

Remarque. — Analogue 2 celle qui termine 1'étude du déplacement sur la droite.

Angles de droites. —. Les angles orientés de demi-droites sont trop précis :
ce nest pas par l'intersection de deux demi-droites que I'on peut, le plus souvent,
déterminer un point. Nous dirons que deux angles orientés de droites non orientées
D et A d'une part, D’ et A’ d’autre part, sont égaux s'il existe un déplacement direct
du plan par lequel D a pour homologue D' et A, A’. Soit A et A’ les points communs
3 D et A d’une part, D" et A" d’autre part. En introduisant les demi-droites d’origine
A et A’ on peut voir : s

17 que siles angles sont égaux, ce que nous écrivons (D. A) = (D', A’), nous
avosns, soit 'une, soit I'autre égalité entre les angles de demi-droites et que, inverse-
ment, 'une des égalités entre angles de demi-droites entrasme Pégalité entre angles
de droites. Ceci permet d’étendre aux angles de droites les calculs sur les angles de
demi-droites ;

2% que si les angles sont égaux, ils se correspondent, non ‘par un déplacement.
mais par deux déplacements. Appelons T et J, respectivement, les points communs 3
D et D" d'une part, 3 A et A d’autre part : les centres des deux rotations o et o
sont les points communs a la médiatrice de AA’ et aux bissectrices des angles en 1
(et aussi en J). On montre assez facilement (déplacement, symétrie, définition de la
perpendiculaire) que les angles A et m’ sont droits ; d'ott la propriété du
cercle : les point I, J, A et A’ appartiennent au cercle de diamétre wew’.

La considération des bissectrices de (IX, iﬁ?) et des angles des deux rotations
permet de préciser et d’écrire les égalités d’angles de demi-droites :

—— —3 ——
(wA, oA) = (IA, TA')
par exemple.
Enfin, ou peut remarquer que Pégalité entre angles de droites (D, DI) = (A, A

o 1k A Oy o o S
est ¢quivalente 4 I'égalité entre angles de droites orientées 2 (D. D) =2 (A, A).

Déplacement dans I’espace. Dans les deux études antéricures : dépla-
cement sur une droite, déplacement sur un plan, nous avons postulé (implicitement)
qu'il existait des segments égaux, des angles égaux et que, si ces deux segments ou
ces deux angles étajent orientés, la « superposition » ne pouvait étre réalisée que
d'une seule fagcon. Dans Tespace, nous utiliserons les diédres orientés. Il sera
honnéte de souligner au départ que la superposition de deux diedres orientés égaux
peut étre réalisée d'une infinité de facons et d’admettre aussi, explicitement, que, le

. >3 - ’ - . . -~ - >
diedre (P, D, Q) étant donné, ainsi que le demi-plan P’ avec son aréte orientée D',
Pindétermination signalée n'empéche pas unicité du demi-plan Q' satisfaisant A

> >
Végalité (P, D, Q)= (P, D, Q
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Orienter I'espace sera, comme préé¢édemment : 1" distinguer deux classes de die-
dres orientés : 2° ordonner cet ensemble formé de deux classes. Par un déplacement
un diédre orienté ne change pas de classe. (On fera. sans rougir. appel a I'observateur,
4 sa droite et a sa gauche).
Les deux éléments homologues de hase seront chacun composés d’'un demi-plan P,

de son aréte 13 orientée par une demi-droite o On a proposé d’appeler le tout un
« volet ». Nous admettrons qu’étant donnés deux volets V et V', il existe un déplace-
ment par lequel V a pour homologue V' ; alors la construction de I'homologue M
d’un point M quelconque par ce déplacement est celle yue Pon conmnait et il en résulte
que le déplacement est unique.

La translation sera étudiée facilement : V et V' ne différent que par la position
du gond. On pourra, en exercice, en s’appuyant sur les résultats obtenus précédem-
ment retrouver les propriétés des droites et plans paralléles.

On pourrait ensuite définir a priori une transformation ponctuelle analogue au

déplacement et ot les dieédres homologues n’appaftiendraient pas 4 la méme classe.
On étudierait ce retournement dans le cas ot les deux volets de base auraient leur
aréte commune ; mais on ne peut pas dire que la figure (F') est la méme figure avec
ses droites et ses plans, qui est allée se « retourner » dans espace extérieur. Il sera,
je crois, sage de faire appei a la notion de perpendicularité acquise dans la classe
antérieure et de montrer ainsi Péquivalence du déplacement déterminé par les volets
— — —_— —
(A%, P) et (A%, P) et de celui qui est déterminé par (Aw, Q) et (Aw'. Q). Au et
Ay’ étant les perpendiculaires menées dans P et P’, respectivement, & A) et Q le plan
perpendiculaire en A & AX De cette équivalence on déduira toutes les propriétés de
la rotation dans l'espace

G. DeLrLa (Lycée H.-Poiucaré).



