198 —

Il. ESSAIS

DEFINITION AXIOMATIQUE DES DEPLACEMENTS
ET
LE PROBLEME FONDAMENTAL
DE LA GEOMETRIE METRIQUE DANS LE PLAN
par RORERT NEUMEISTER (Lycée Fustel-de-Coulanges, Strasbourg)

1. Introduction

‘Cette étude se base sur la connaissance de huit axiomes (1) :

(I) les quatre axiomes de la demi-droite ;
(IT) les trois axiomes des espaces linéaires ;
(IIT) Paxiome de Dedekind.

En plus, nous nous servons de notre définition de lorientation des espaces
linéaires.

Pour saisir le phénomeéne global des déplacements, nous introduisons le groupe
«des déplacements (positifs et négatifs) dans le plan. Ce groupe est défini par nos
deux premiers axiomes des déplacements (IV, 1 et 2). Un troisiéme axiome (IV, 3)
donne 'autonomie aux déplacements d’une droite sur une autre droite, ce qui permet-
‘tra de définir les déplacements dans les espaces linéaires & plus de deux dimensions,
:sans avoir recours a d’autres axiomes.

Notre facon de voir se rapproche partiellement du point de vue exposé par
R. Brisac (2), qui introduit le groupe des déplacements positifs dans l'espace a trois
-dimensions. Mais Brrsac étudie Lorientation en se servant des déplacements, tandis
-que nous avons déja résolu le probléme de 'orientation indépendamment de la notion
de déplacement.

Au début, nous définissons les éléments de position, comparables a nos éléments
d'orientation. FEnsuite. nous rappelons des généralités sur les groupes de transfor-
mations ponctuelles. Les transformations linéaires biunivoques font intervenir la
notion de demi-droite qui reste fondamentale dans tout notre systéme d’axiomes. Ies
déplacements s’introduisent comme cas particuliers de ces transformations linéaires.

Aprés avoir donné une définition axiomatique du groupe des déplacements posi-
tifs et négatifs dans le plan. nous étudions des cas particuliers de déplacements otlt
le role important des symétries se met en évidence. L’existence du milieu d'un seg-
ment de droite et de la bissectrice d'un angle est démontrée & J'aide de l'axiome de
Dedekind. Finalement, nous arrivons au probléme fondamental de la géométrie
métrique : I'étude du déplacement le plus général dans le plan.

Le systéme des onze axiomes (A savoir les huit axiomes dont nous avons parlé
au début et les trois axiomes-des déplacements), est polyvalent. Suivant le choix d'un
douziéme et dernier axiome sur les paralléles nous avons un systéme d'axiomes
complet de la géométrie euclidienne ou de la géoméirie de Lobatchevsky et Bolyai.

(1) Cf. Bulictin de 'A.P.M. n® 177 de mai 1936, notre étude : « Délinition axiomatique
des espaces linéaires et leur orientation », et n° 184 de mars 1937, notre étude : « L'axiome
de Dedekind et son application a 'étude des paralléles ».

(2) Ci. Robert Brisac : Exposé élémentaire des principes de la yéométrie ecuclidicnne,
Gauthier-Villars, Paris, 1055.



2. Définition d’un élément de position
Désignons par A; un point. Nous allons définir de proche en proche un élément
-, . -l .
de position P* ¢ u dimensions, ol # est un entier 2 o. Pour :
n=o0 PO est un point A, Te0 = Ay
—
n==1 P! est une demi-droite - Pr=AjA

n=2 P2 est Uensemble d'un P et d’un demi-plan limité par le support de ce
Pl ce demi-plan est alors déterminé par la donnée d'un point Aa. Notons :

X____
P2 = AgA1As .

Cas général : Pt est Vensemble d'un Pr—1 et d'un demi-E" limité par Pespace-
support de ce P Notons :

K—— X L ==
Pt = P"_IA” == ApA1Aa....... An

Nous appelons les éléments de positions P, P1, P2, ... Pr—1, qui interviennent
successivermnent dans la définition de P7, les éléments de positions partiels de P

Nous indiquons encore la notation :

AoA1==—AgA4
et d'une fagon analogue nous écrivons par exemple :
X X X 2
AcAA:  AjAlA: ABCDEF
en convenant chaque fois qu'une lettre (3 V'exception de la premiére) est surmontée
du signe -— de remplacer le demi-espace défini par le point correspondant par le

demi-espace opposé.

A chague 8lément de position Pt correspond Uélément d orientation O™ qui
s’obtient en remplacant dans P" son élément de position partie]l P! (demi-droite) par
la droite orientée définie par ce PL.

Si deux éléments de position ont la méme orientation, nous disons encore que
leur orientation relative est positive, dans le cas contraire leur orientation relative est
négative.

Régle de signe. — Deux éléments de positions, qui sont définis par les mémes
lettres placées dans le méme ordre, sont respectivement d’orientation relative positive
ot négative si la différence de leurs nombres de signe — est paire ou impaire.

3. Groupe de transformations ponctuelles

trinvrion @ Un groupe de transformations ponctuelles G est un ensemble de

telles transformations satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Le produit de deux travsfermations T1 et T2 du groupe est e transforma-
ton Ta appartenant qussi au groupe.

Ou encore : Si T1£G et To¢ G on a aussi T1.T= £ G (nous notons le produit
de gauche a droite). ' '

2" Le produit de plusieurs transformations du growpe est associatif

‘ (T1.T2). Tz =T1.(T2.Ts).

3° La transformation identique 1 fait partie du groupe. Ou : I¢ G.

4° Si T est une transformation du groupe, sa transformation inverse T— existe
d'une fagon unigue et fait aussi partic dw groupe : T=. T="T.,T= =1,

REMAROUES @ La condition 2° est vérifiée automatiquement dans le cas des trans-

formations ponctuelles.
Les conditions 1° et 4° entrainent la condition 3°.
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Si le produit de deux transformations du groupe est en plus commutatif, on dit
que le groupe est commutatif ou que c’est un groupe abélien.

4. Le groupe de transformations linéaires biunivoques

DEriNtTION : Une transformation linéaire biumivoque est une transformation
ponctuelle biunivoque conservant les demi-droites. )

La transformation identique satisfait en particulier a cette définition. L’exis-
tence d’autres transformations linéaires biunivoques dans un espace linéaire est liée
a la nature zlobale de cet espace. Sans poser de prime abord la question de cette
existence, nous allons tirer des conséquences de la définition précédente.

1) La transformation étant biunivoque, deux points distincts A et B se transfor-
wment toujowss en denx points distincts A’ et B

2) Le segment AB=AB n BA se transforme dans le segment
AB=AT  BA

3) La droite AB —'AB U BA se transforme dans la droite A’B’ =AB U BA%.

4) Trois points non alignés se transforment en trois points yon alignés. (Si non,
la transformation ne peut pas étre biunivoque).

Nous en concluons :

5) Linverse d'une transformation linéaire biunivoque existe et est aussi une telle
transformation.

6) Dans nn espace linéaire, Uensemble des transformations linéaires biunivoques
est up groupe.

De la conservation des demi-droites et des axiomes de la demi-droite, il résulte :

7) La transformation conserve U'ordre des points d'une droite.

8) Un angle saillant se transforme en un angle saillant.

En etfet, I'angle saillant f(ﬁs est défini par l'ensemble des demi-droites OM
ou M ¢ segment AB. Ces éléments génériques de langle donné se transforment
dans les éléments génériques de I'angle transformé.

9) Un angle plat se transforme en un angle plat.

En effet, il suifit de considérer l'angle plat comme la somme de deux angles
saillants supplémentaires.

10) Un demi-plan se transforme dans un demi-plan.

11) Un élément de position P? se transforme dans un élément de position P2 de
méme dimension.

On générolise de méme pour les demi-espaces E* et les éléments de position Pn.

‘12) Une transformation Unéaire biunivogue conserve Porientation relative de
deux élémenis de position.

13) Les deux classes d’éléments de position définissant les deux orientations
possibles d'un espace se transforment en deux classes analogues de Uespace trans-
formé.

14) Dans le cas particulier ot nous transformons linéairement un espace en lii-
méme, il y a deux possibilités :

a) il y a conservation de Vorientation, la trausformation est alors dite positive ;

b) il y a changement de Uorientation, la transformation est négative.

Alors les trausfermations linéaires biuntvoques positives forment un sous-groupc
du groupe des Ironsformations linéaires biunivogues.
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5. Les trois axiomes des déplacements

DirrniTIoN : Nous appelons déplacement dans le plam, ou dun plan dans un
autre plan, toute tramsformation linéaire biunivoque sotisfaisant aux trois axiomes
des déplacemenis (IV).

Axiome 1V, 1 : [l existe des déplacements dans le plan, ou d'un plan dans un
autre plan, wn tel déplacement étant entierement défini por lo correspondance de deux
8léments de position ¢ deux dimensions.

NoTaTioN : Le déplacement faisant correspondre les éléments de position P2
et P2, ainsi que Q2 et Q"2 se note :

Dépl (P2, P?) = Dépl (Q? Q).

DirFINITION : Le déplacement dans le plan est positif ou négatif selon lorienta-

tion relative de P2 et P2,

Axiome IV, 2 : [ ¢ produit de dewr déplacements est un déplacemeni.

Ces deux premiers axiomes des déplacements nous permettent d’écrire :
Dépl (P2, P'2). Dépl (P2, P"2) = Dépl (P2, P").

DEFINITION : Lo transformation par déplacement dune droite en elle-mémne, ‘ou
d'une droite en une aulre droite est par définition une restriction d'un déplacement
d'un plan.

Axiome 1V, 3 : La transformation d'une droite en une droite par déplacement
est entierement déterminée par la corvespondance de dewx éléments de position o une
dimension.

Autrement dit : le déplacement de droite en droite est indépendant des plans
passant par ces droites. servami & définir la transformation comme resiriction de
déplacement de plan en plan.

En géométrie plane, ce dernier axiome est inutile, il nous servira dans la géomeé-
irie des sspaces 3 # dimensions pour # 2= 3.

6. Le groupe des déplacements dans le plan

Comme conséquence des axiomes IV, I et 2, nous avons :
Dépl (P2, P'2).Dépl (P2, P'2) == Dépl (P2, P?) et
Dépl (P2, P2).Dépl (P2, P'2) = Dépl (P2, P'?),
donc :
Dépl (P2, P2) = Dépl (P2, P'?) =1 (== transf. identique), d'olt :
Tutordne I : La transformation identique est un déplacement. Considérons
maintenant le produit :
Dépl (P2, P2) . Dépl (P2, P?) = Dépl (P2, P*) = 1,
de méme : )
Dépl (P2, P2).Dépl (P2, Pr2) = Dépl (P2, P?) = I, d’ol
TutoriMe 11 : La transformation inverse d'un déplacement est toujours bien
déterminée et elle est ausst un déplacement.
D’aprés les axiomes TV, 1 et 2, et les théorémes I et 11, nous concluons :

TrEOREME : Les déplacements dans le plan forment un groupe. Les déplacements
positifs duns le plan en forment un sous-groupe.

SIGXE P'UN DEPLACEMENT. — Dans le plan, il y a deux déplacements qui font

correspondre 3 une demi-droite O'A une demi-droite OFA’, T'un positif et lautre
négatif. Nous attribuons a ces deux déplacements respectivement les signes -+ et —.
Si nous indiguons le signe du déplacement, la correspondance des éléments de posi-

3.
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tion partiels & une dimension est suf fisante pour caractériser ces déplacements qui se
notent alors :

Dépl (4, (OA, O'A")  ou  Dépl_, (OA, OA).

Nous appelons ces éléments de position partiels encore des repéres dans le plan.

REGLE dE s16NE. — 1) Le produit de deux déplacements de méme signe est positif.

2) Le produit de dewy déplacements de signes différents est nbgatif.

DiriNirion : Nous disons que deus figures planes sont égales si elles se corres-
pondent dans un déplacement. Dans le méme plan nous distinguons des figures direc~
tement égeles et inversement égales, suivant que le déplacement qui les fait corres-
pondre est positif ou négatif.

En particulier, deux figures peuvent é&tre directement et inversement &égales.
Citons comme exemple deux demi-droites.

Du fait que les déplacements dans le plan forment un groupe, il résulte :

THEOREME : Les figures égales & une figure donnée forment une classe d'équi-
valence.

Cette classe d’équivalence définit la forme de la figure.

En particulier la forme d’un segment de droite s’appelle la longuenr de ce seg-
ment.

7. Symétrie par rapport a une droite

Soit le déplacement négatif dans le plan, faisant correspondre une demi-droite
donnée a elle-méme : Dépl (=) (.O—A_, (.)-./T) Nous avons la relation :
Dépl _, (OA, OA).Dépl _,(OA, OA) — Dépl (. (OA, OA) =T
Le déplacement considéré est donc une iransformation réciproque. Etudions
maintenant la restriction de cette transformation 3 la droite invariante OA.
Soit A un point de OA et A’ son homologue (aussi sur OA) dans ce déplace-
ment réciproque. Les trois points O, A, A’ se transforment respectivement en

O, A" A. Les déplacements conservant I’ordre sur une droite, les points A et A’ sont
nécessairement confondus. Le méme raisonnement est valable pour la demi-droite

— O_A, donc pour toute la droite.

iConcrusioN : Dans ce déplacement la droite (D) = QA est invariante -point
par pont, nous appelons (D) laxe de symétrie.

Pour définir ce déplacement négatif, il suffit de prendre comme repére se cor-
respondant 4 lui-méme une demi-droite quelconque sur axe de symétrie (D).

Nous résumons :

TutorEME : Il exisie dans le plan un déplacement négatif unique, dans lequek
une droite donnée (D) est invariante point par point.

Ce déplacement s’appelle la symétrie par rapport & la droite (ow Laxe) (D).

OA étant une demi-droite quelconque placée sur (D), nous notons la transfor-
mation dans le plan

Sym (D) = Dépl (_, (OA, OA).
Deux points homologues dans cette symétrie sont dits symétrigues Ui de Uau-
tre par rapport & Uaxe (D).

CoNSEQUENCE DE CE THEOREME : Dans le plan on a :
Dépl _, (OA, O'A’) =Dépl oy, (A, F'A).Dépl _, (OR, TPAY).
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Donc, les deux seuls déplacements dans le plan qui transforment OA en O’A’
donnent la méme restriction définissant le déplacement de la droite QA en la droite
O'A’. En géomttrie plane Uaxiome 1IN, 3 devient donc un théoréme. Il n'en est plus
de méme si 'on utilise des plans différents passant-par les deux droites, ce qui
devient absolument nécessaire pour des droites non coplanaires.

Sur une seule droite, ou de droite en droite, nous notons ce déplacement :
Dépl (OA, O'AY).

8. Groupe des déplacements sur la droite

Sur une méme droite un déplacement peut aussi se définir par la correspondance
de deux points (éléments de position partiels & zéro dimensions) et le signe de ce
déplacement. Nous notons les deux déplacements transformant O en O :

L'ensemble des déplacesnents positifs el négatifs sur la droite forment un groupe,
les déplacements positifs en forment un sous-groupe. Nous reviendrons plus loin au
groupe des déplacements positifs appelé encore le groupe des translations sur la

droite.
Cas particulier ol le déplacement sur la droite admet un point double O.

1* Le déplacement est positif, alors :
Dépl (1, (O, 0) =1 Donc : v

[7ne translation sur une droite w'a pas de point double, ou clle se réduit ¢ la
sransformation identique.

2° Le déplacement est négatif, soit Dépl (=) (O, 0).On a :

Dépl () (O, 0).Dépl (_ (O, O) =Dépl (4, (O, 0) =L

Ce déplacement négatif est donc une- iransformation réciproque, elle échange les
deux demi-droites d’origine O. Donc O est le seul point double de cette transforma-
tion qui s’appelle encore la symétrie sur la droite par rapport au point O, notée :

Sym (0) =Dépl _, (O, 0),

O s'appelle le centre de symétrie.

Nous allons démontrer que tout déplacement négatif sur la droite est une symé-
trie par rapport a I'un de ces points.

9. Milieu d’un segment de droite

Soit un segment de droite AB. Orientons son support par la relation d’ordre :
A < B.

Considérons le déplacement négatif sur la droite transformant A en B ; soient
M un point quelconque de la droite et M” son homologue. Nous écrivons la relation :

Dépl _, (A, B) =Dépl (_, (M, M).

Ce déplacement nous permet de définir une coupure sur la droite :

Si M <M/, le point M appartient a la classe (I).

Si M'<M, le point M appartient 3 la classe (II).

Ainsi :

1’ Tout point de la droite appartient au moins 4 'une des deux classes. Il y a au
plus un point commun aux deux classes. Iin effet, s’il existe un point double O du

déplacement, on a :
Dépt (_, (A, B)=Dépl _, (O, 0) = Sym (Q).



Mais alors O est le seul point double de la transformation, donc le seul point commun
aux deux classes.

2° Le point A appartient a la classe (I) et le point B 3 la classe (IT). Donc il y
a au moins un point dans chaque classe.

3° Démontrons que si un point NN<K M de 1a classe (I), alors N appartient aussi
a la classe (I).

Soit N Phomologue de N. La transformation étant négative, N'SX M entraine =
M < N, mais : M < M’ donc d’aprés la transitivité de la relation d’ordre on a aussi :
N € N'. Donc le point N appartient bien 3 la classe (1).

. D’aprés V'axiome de Dedekind, il existe un point O commun aux deux classes.
C’est le seul point double du déplacement.

THEOREME : Erani donné un segment de drotte AB, il exisie sur ce segment wn
point unigite O, tel gue OA = OB.

La symétrie par rapport au point O échange ces deux segments ainsi que les
points A et B. On a :

Sym (O) = Dépl (_, (A, B) =D¢épl. _, (B, A).

Pour un segment on peut écrire : AB=DBA. Avec deux segments égaux AB et
CD on a : AB—=CD et aussi : AB = DC.

DEFINITION : Le point unique qui partage un segment en deux segments égaux,
ses moitibs, s'appelle le milien du segment, c’est aussi le centre de syméirie du seg-
ment.,

Nous pouvons nous répéter sous la forme suivante :

TrEoREME : Tout segment de'droite admet un milieu.
10. Bissectrice d’un angle

Soit un angle @ de cotés bTK- et OB. Le déplacement négatif dans le plan
qui transforme ‘OA en OB transforme un élément générique OM de Pangle en OM.
Nous notons :

Dépl )(OA OB) Dépl () (OM OM)
Nous pouvons définir sur Uensemble des éléments génériques de langle une

coupure, comme nous l'avons fait pour metire en évidence I’existence du milieu d'un
segment de droite AB. Cette couputre nous démontre Vexistence d’un élément géné-

o=
rique unique OC de langle se transformant en lui-méme dans le déplacement qui
peut s’écrire :

Sym (OC) = Dépl (OA OB)_—Depl( ) (OB OA)

“DEFINITION : La demi-droite OC qui partage l'angle AOB en deux angles
égaux, ses moitiés, s'appelle la bissecirice de cet angle.

TuftorEME : Tout angle admet une bissectrice.

Le support de cette bissectrice est Vaxe de syméirie de Fangle.

DfrinreioN : Nous appelons un asgle nu Uensemble de deux demi-droites de
méme origine.

Un angle nu détermine en général un angle saillant et un angle rentrant. If y a
exception pour l’angle nu plat qui détermine deux angles plats. Les deux angles défi-
nis par un angle nu ont le méme axe de syméirie, support de leurs bissectrices qui
sont des demi-droites opposées.

THEOREME : S7 deux segwments, ou deux angles, sont égaux, lewrs moitiés sont
ausst égaux.
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En effet, le milieu d’un segment (respectivement la bissectrice d’'un angle) étant
unique, le déplacement qui transforme un segment (ou un angle) dans son égal, trans-
forme aussi le milieu (ou la bissectrice) dans le milieu (ou dans la bissectrice). D’ott
la correspondance des moitiés par déplacement.

11. Angle droit et droites perpendiculaires

DEFINITION : La moitié d’un angle plat s’appelle un angle droit.
Deux angles plats étant égaux, leurs moitiés sont égaux, c’est-a-dire deus angles
droits sont éganx.
—_— »>—_— > —_ —
. Soit un angle plat AOA’ et sa bissectrice OB. Le prolongement OB =— OB
de cette bissectrice est la bissectrice du deuxiéme angle plat ayant les mémes cotés.
Les deux droites AA’ et BB’ concourantes en O forment donc quatre angles
droits. 11 faut et il suffit que I'un des quatre angles formés par deux droites concou-
rantes soit droit pour que les trois autres le soient aussi.
DeriNiTION : Deux droites qui se coupent en formant un angle droit sont dites
perpendiculaires Yune a Vautre.
PROBLEME FONDAMENTAL : Mener par un point donné une droite perpendiculaire
& une droite donnée.
Ce probléme vient d’étre résolu dans le cas ou le point se trouve sur la droite.
La bissectrice d’'un angle étant unique, il n'y a qu’une solution.
Considérons maintenant le point donné M non situé sur la droite donnée AB.
Soit M’ le symétrique de M par rapport i la droite AB. Le segment MM’ ayant ses
extrémités de part et d’autre de la droite AB coupe cette droite en un point O. Les

e
deux angles plats MOM’ admettent chacun la droite AB pour axe de symétrie, donc
MM’ est perpendiculaire & AB. Soit I un point de la droite AB, on a toujours pour

— —T P
raison de symétrie MIA — M'TA ; ces moitiés de l'angle MIM’ sont droits unique-
ment dans le cas olt I'angle MIM" est plat, c’est-a-dire dans le cas ou I se trouve
en O. Donc la solution est encore unique. D’olt :
THEOREME ; Par un pownt il passe une perpendiculaire, ¢t une sewle, & une
droite donnée.

D’on, par Vabsurde :

TrEOREME : Deux perpendiculaires ¢ ine méme droite w'ont pas de point com-
MU

Dferinrrion ¢ La perpendiculaire élevée au milien d’un segment s’appelle la
wmédiatrice de ce segment.

12. Angles opposés par le sommet. Symétrie par rapport a un point

DeriNITION : Deux angles sont dit opposés par le sommet, si les éléments géné-
riques (en particulier les cotés) de l'un de ces angles sont les prolongements des
éléments génériques de 'autre angle.

L’axe de symétrie des coOtés d’un angle est aussi ’axe de symétrie des prolonge-
ments des cotés de cet angle. Dot :

TuEoREME : Deux angles opposés par le somanet admetient le méme axe de
syméirie. D'ott : Les bissectrices de ces deux angles sont en prolongement Uune de
Vautre.

Considérons maintenant deux droites concourantes A'A’ et BB’, se coupant au

point O. Précisons : OA = —OA’ et OB = — OB..
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Il y a deux couples d’angles opposés par le sommet :
T s N " -
1) AOB et A'OB’ avec XX' comme axe de symétrie pour chacun des deux angles.

) T 0 o~ 5 g

2) AOB" et A’OB avec Y'Y’ comme axe de symétrie pour chacun de ces deux
angles.

XX’ et YY" sont les axes de symétrie pour ensemble des deux droites AA’
et BB,

o

Fia. 1

La symétrie par rapport & YY' échange d’une part OA et OB’ et d’autre part
P PEAY il 7 Koo S N
OB et OA’, donc cette symétrie échange les deux angles AOB et BIOA'. Dot :
THEOREME : Deux angles opposés par le sommet sont égaus.
Cette symétrie par rapport a la droite YY’ échange aussi les bissectrices de ces
Pt T e
deux angles opposés par le sommet. Dot : XOY = X'OY, ce sont les deux moitiés
T
de Pangle plat XOX’. On en conclut :

THEOREME : Les deux axes de syméirie de Uensemble de deux droifes concou-
rantes sont perpendiculaires.

Considérons le produit des symétries par rapport & ces deux axes :
Sym (XX').Sym (YY') =
Dépl _, (OX, OX).Dépl (_, (OY, OY) =
Dépl _, (OA, OB).Dépl (_, (0B, OA") = Dépl (4, (OA, OA).
Si Von remarque que nous pouvons constituer la figure étudiée, en partant des
droites perpendiculaires XX’ et YY’ se coupant au point O, et que nous pouvons

choisir la demi-droite QA arbitrairement, nous pouvons conclure :

THEOREME : Il existe un déplacement qui admet un point O conune point double
et qui transforme chagque demi-droite d’origine O daus la demi-droite opposte.
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Ce déplaceinent positif dans le plan s'appelle la symétrie par rapport an point Q,
le point O est le centre de symétrie.

Norarion dans le plan : .
Sym (0) = Dépl (, (OA, — OA).
Autre conclusion dans le plan :

THEOREME : Le produit de denx symétries par rapport & deux axes perpendicu-
lagres est égal & la symétrie par rapport au point d’intersection de ces deux axes.

13. Translation sur la droite

DeriniTioNn d'un vectewr. Un vecteur est un segment orienté, ses deux extré-
mités s’appellent d'une fagon distinctive : origine et ewtrémité ; Vorigine précéde
Pextrémité.

R e o = e > 7w, r

Norarrox : AB désigne le vecteur d’origine A et d’extrémité B.

DEFiNITION : Si deux vecteurs AB et CD sont directement égaux sur la droite,
nous disons encore que ces vecteurs sont équipollents (sur la droite) et nous écri-

—— —_—
vons : AB=CD.
— —_—— . .
Si deux vecteurs AB et DC sont inversement égaux sur la droite, nous disons

— —
quiils sont opposés (sur la droite), ce que nous notons : AB=——DC.
Remarquons encore que 'ensemble des vecteurs équipollents 3 un vecteur donné,
sur une droite, forme une classe d’équivalence, cette classe définit un vecteur glissant.
Considérons sur la droite la translation T (Cest-3-dire un déplacement positif),
transformant deux points A et B respectivement en A’ et Bf. Par définition :

T o Yy

AB se transforme par T en A'R’, dot

TuEOREME : Une translation sur la droite transforme tout vecteur en un vecteur
équipollent.

LY 4 2 = —:>_ 4 . = =t 3 N —_:>!

De Téquipollence AB= A’B’, on déduit : AB=—DB’A’ ; AB et B’A’ sont
inversement égaux, donc ces deux derniers vecteurs sont symétriques I'un de l’au-
tre par rapport au point O, milieu de chacun des segments AB’ et BA’. Cette symé-

o , = leepv-g —>, —_— . —y’ —7
trie échange les vecteurs AA’ et B’B, donc AA’=— —B’B, d’olt : AA’=— BB’. Nous
énongons :

TutortME : Sur une droite deux wvecteurs ayant des origines quelconques et
respectivement pour extrémiiés les transformés par translation de lewrs origines, sont
équipollents.

—_— —_— 4

Réciproquement on démontre de la méme facon que si AA’=— BB’ on a aussi
— —_

AB = A'B'.
g L o 0. 0 ey e

Donc la translation T peut aussi étre définie par le vecteur glissant T — AA’,
A et A’ étant deux points correspondants dans la translation. Nous écrivons

- —_—
encore : T = Transl (T) == Transl (AA").
S

Soit M le milieu du segment AA’. On a la relation :

ou avec d’autres notations :
Transl (AA") = Sym (A) . Sym (M).

Ce qui s’énonce :

TrtorEME : Une iranslation sur la droite peut toujours éive interpréiée comme

le produit de dewx syméiries por rapport & des points ; Vun des centres de syméirie
peut 8tre choisi arbitrairement sur la drotte.
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14. Translation dans le plan

DErinNrTioN : Une translation dans wn plan est un déplacement positif dont la
vestriction & une droite, appelée glissiere, est ume tramslation sur cette droite.

Considérons deux points A et B de la glissiére et leurs transformés A’ et B’ par
la translation T. Nous notons :

1) sur la glissiére : T=Dépl 4, (A, A") =Dépl ., (B, B') ;
2) dans le plan : T=Dépl,, (AB, A'B’) =Dépl (;, (AA’, — A’A). Dans les
deux cas nous écrivons encore : T = Transl (T), oit le vecteur translation T est un

- ——

vecteur glissant défini par I’équipollence : T = AA".

REeMARQUE : Dans la définition intervient une seule droite appelée glissiére, c’est
seulement en géométrie euclidienne que la glissiére n’est pas unique.

Considérons toujours la méme translation T ; soit M le milieu du segment AA’
et désignons par Aa et Mm les perpendiculaires élevées en A et M 3 la glissiére.

Dans le plan comme sur la droite on a : T = Sym (A).Sym (M).

En effet, ce produit est positif et sa restriction 3 la droite AA’ est la transla-
tion T.

Dans le plan nous avons encore : T = Sym (Aga).Sym (Mmz).

o. v

.L)

Fic. 2

‘ 11 suffit encore de vérifier le signe du déplacement et sa restriction i la
droite AA’. Dot :
THEOREME : Une translation dans le plan peut toujours s'interpréter :

1) comme produit de deux symétries par rapport & dewx points de la glissiére,
Vun des points pouvani étre choisi arbitrairement ;

2) comme droduit de deux symébtries par rapport & deux droites perpendiculaires
& la glissiére. .

15. Rotation dans le plan

» — O ——
L’angle nu orienté de coté origine OA et de coté extrémité OB, s’écrit dans

——
ce paragraphe : (OA, OB).
Pour exprimer I'égalité directe et P’égalité inverse nous utilisons des notations
correspondant aux vecteurs.



DeriNiTiON @ Une rotation dans le plan est un déplacement positif, admettant
un point double, appelé centre de rotation.

Considérons la rotation R de centre O, transformant les demi-droites (.)A_et'O—‘B.
respectivement en b? et .O'—B—' Alors
R=Dépl (4, (OA, OA") =Dépl ., (OB, OB’).
T e b .
Donc nous avons I’égalité directe (OA, OB) = (OA’, OB’) et par suite aussi
la relation : (OA, OB) = (OF’, OA’) exprimant une égalité inverse, réalisée
dans la symétrie par rapport i I'axe de symétrie de 'angle AT)\B’. Par cette symétrie
il y a échange entre bK et .O—I_&—’ et aussi entre bTS et .OTX; ; d’ou :
— —
_ (OA, OA") =— (OB', OB),
. T , T 0
et par suite : (OA, OA") = (OB, OB’).
La classe des angles, directement égaux a l'un de ces angles, s’appelle Uangle de
rotation «,

— —
a= (0A, OA") = (0B, OB).

TrEORSME : Les angles orientés, avant pour coté origine une demi-droite quel-
congud issue du cenbre de rotation et pour coté exvirémité son homologue dans le
rotation R, sont deux & deux égauz. 1

Nous notons la rotation de centre O et d’angle de rotation = : R=Rot (O, a).

X %

Fia. 3

2

Nous mettons encore’ en évidence une propriété analogue 3 une propriété des
translations sur une droite :

Dépl (4, (OA, OA) = Dépl (_y (OA, OA).Dépl (_, (OA, OAY,
ce qui s’écrit avec d’autres notations :
R = Sym (OA).Sym (OX)
ot OX est I'axe de symétrie de Pangle KOA’. Nous énongons :

TrEozEME : Une rotation dans un plan peut toujours s'interpréter comme le
produit de deux syméiries par rappori & deux axes passant par le centre de votation,
l'un de ces aves pouvant étre choisi arbitrairement.

Remarque : Dans le plan, une symétric par rapport & un point est un cas parti-
culier d’une rotation, Yangle de rotation étant un angle plat.
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16. Le probléme fondamental de la géométrie métrique dans le plan

11 s'agit d’étudier le déplacement le plus général dans le plan, en distinguant
deux cas, suivant le signe de ce déplacement.

T. LE DEPLACEMENT POSITIF LE PLUS GENERAL

Ce déplacement transforme une demi-droite OA dans une demi-droite quelconque

O’A’ du plan, il s'écrit : Dépl ) (OA, O'AY).

. v)

FiG. 4

Considérons le produit des deux symétries axiales suivantes :

1° La symétrie par rapport 3 la médiatrice (D) du segment OO’ ; elle transforme
OA en O'a.

- s r p T

2° La symétrie par rapport 4 I'axe de symétrie (D’) de angle aOfA” ; elle trans-
forme O’z en O'A’.

Ce produit est positif et transforme OA en O'A’.

TutorEME : Le déplacement positif le plus général dans le plan peut toujours
Sinterpréter comme le produit de deux syméiries par rapport a des droites.

Si ces deux droites se coupent, le déplacement est une rotation.

Si ces deux droites admettent une perpendiculaire commune, le déplacement est
une translation.

Il se pose encore le probléme de savoir si, dans le plan, il peut y avoir deux droi-
tes qui ne se coupent pas et qui n’ont pas de perpendiculaire commune. Ce probléme
peut étre résolu seulement aprés lintroduction d’un axiome sur les paralléles. Suivant



e
— 2IT —

le choix de ce nouvel axiome nous serons amenés 3 distinguer la géométrie eucli-
dienne et la géométrie de Lobatchevsky et Bolyai.

Bien entendu, tout ce que nous avons étudié jusqu'ici, basé sur notre systéme
de onze axiomes, est commun aux deux géométries.

II. LE DEPLACEMENT NEGATIF LE PLUS GENERAL

Soit le déplacement : Dépl _, (-O__A, O'A%)..
-Considérons le produit d’une symétrie par rapport 4 un point et d’une symétrie
par rapport 4 une droite.
I° La symétrie par rapport au milieu M du segment de droite OO’ transforme OA

en O'd.

—
2° La symétrie par rapport d 'axe de symétrie (D) de I'angle o/ O’A’ transforme
@ — » —_—
O'a’ en O'A’.
Finalement, nous constatons que ce produit est négatif et transforme OA en
A"

Fi1c. 5

THEOREME : Le déﬁlaceme-nt négaitf le plus général dans le plan peut toujours
S'interpréter comme le produit d’une symétrie par vapport & un point et d'une symé-
irie par rapport & ume droite.

Donnons encore une autre interprétation a ce déplacement que mnous pourvons
écrire maintenant avec d’autres notations :

Sym (O).Sym (D),
ot O désigne un point et (D) une droite.

Désignons par (A) -la perpendiculaire passant par O a (D), et par (D’) la per-
pendiculaire par O 4 (A). On a :
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Sym (O) = Sym (A) . Sym (D), dotr : _
Sym (0).Sym (D) = Sym (A).Sym (I)’).Sym (D) (produit associatif),

= Sym (A). Transl (OO),
ot O est le syméirique du point O par rapport a (D).

® )

-

Fia. 6

Ce produit est commutatif, car le changement de Pordre des deux transforma-
tions ne change pas le signe du produit ni sa restriction & la droite (A), droite dou-
ble de la transformation.

TrkorEME : Le déplacement négatif dans le plan, le plus général, peut toujours
Sinterpreter comme le produst commutatif dune tromslation et d'une syméirie par

rvapport o la glissiere de cette tramslation.
R. N.
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