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TOPOLOGIE ALGEBRIQUE : ELEMENTS D'HOMOLOGIE *

par M. Laurent SCHWARTZ
Professeur & la Sorbonne

Nous allons d’abord décrire quelques faits qui concernent ce que
Pon appelait au temps de PoiNcarRE PAnalysis Situs. Nous suggérerons
ainsi des notions intuitives qui sont 4 la base d’une science qui constitue
la Topologie algébrique ; nous y distinguerons alors les questions qui
concernent I’'Homologie.

I. Quelques problémes de géométrie intuitive.

1) Sur une sphére, surface de I’espace a trois dimensions, nous avons
la notion d’une courbe fermée. Par une transformation continue qui lui
conserve ce caractére de courbe fermée, nous pouvons la réduire ¢ un
point. (Nous exprimerons plus tard ceci en disant qu’elle est homotope
a zéro).

Mais, sur la surface du tore, nous distinguons immeédiatement des
courbes C du type précédent, c’est-a-dire réductibles 4 un point, en par-
ticulier toutes les courbes fermées qui restent dans une région assez
petite du tore, des courbes C’ telles qu'un méridien, qui tournent autour
du cercle moyen, des courbes C” telles qu'un paralléle, qui tournent
autour de 'axe du tore. Une courbe (' et une courbe C” ne peuvent pas
se réduire 4 un point, ni se réduire 'une 4 autre par déformation conti-
nue qui les laisse fermées.

Les problémes soulevés par ces remarques sont I'objet de I'Homo-
topie.

(*) Conférence prononcée le 6 juin 1957, 4 DlInstitut Henri-Poincaré, dixiéme
conférence du eycle sur la topologie, organisé par la Société Mathématique de France
en accord avec PA.P.M., a l’intention spéciale des professeurs.
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2) Le probléme de la réduction & un point est lié¢ & des problémes
d’intersection : par exemple, une courbe (¢ et une courbe C” sur le tore
se coupent nécessairement en au moins un point. (I’on peut aussi son-
ger aux deux familles de génératrices rectilignes sur une quadrique).

3) Probléme des régions.

Considérons l'espace a trois dimensions R? « troué s, c’est-a-dire
dont on a 6té un point, 'origine par exemple (c’est done R — O). Toute
courbe fermée y est réductible 4 un point, mais il n’en est pas de méme
de toute surface fermée : si O est dans la région intérieure 4 une sphére,
on ne peut, dans R?, réduire cette espére & un point sans qu’elle passe
par O ; il se pose donc un probléme d’homolopie des surfaces. Nous
retrouvons un probléme d’intersection d’une surface telle que cetfe

Y

sphére et d’'une courbe analogue 4 une demi-droite O.

On ne peut évidemment étudier mathématiquement ces questions
sans donner des définitions précises. Par exemple, ’on sait qu’on appelle
courbe compacte I'image par application continue du segment {0,1], et
cette courbe est fermée si 0 et 1 ont la méme image. On connait, pour
le plan, I’énoncé du théoréme de Jordan : Toute courbe fermée sans
point double partage le plan en deux régions. (Deux points d’'une méme
région peuvent, par définition, étre joints par une courbe continue sans
points communs avec la courbe donnée et cette jonction est impossible
pour deux points de régions différentes). Il s’agit donc d'un probléme
d’intersection. On ne pensera plus que ce résultat est évident et sans
intérét si I’on songe qu’il ne subsiste pas sur un tore : les courbes nom-
mées plus haut C' ou C” ne divisent pas la surface en deux régions tout
en étant fermées et sans point double ! :

4) Probléme du champ.

Il est évidemment possible de définir sur un cercle un champ de
vecteurs qui soient tangents au cercle et varient continuement avec le
point du cercle sans étre jamais nuls. Mais est-ce possible sur une sphére
de R® 7 La réponse est « non ». Mais c’est possible sur une sphére a
3 dimensions de R* L’on démontre qu'un tel champ existe sur une
sphére S de R"+! si et seulement si n est impair. Or, ce probléme est
primordial pour I’étude des équations différentielles sur les surfaces et
Pexistence, la classification des singularités, cols, nceuds, ete... (travaux
de LEFSCHETZ).

5) Une question de méme nature est celle de 1’exisience de points
fixes dans les transformations. Par exemple, I'on démontre que toute
application continue d’une boule dans elle-méme a au moins un point
invariant.

6) Lorsque 'on traite du calcul des résidus dans le plan complexe,
on étudie une intégrale curviligne et ’on compte combien de fois la courbe
« fait le tour » de l'origine ou d’'un point singulier. C’est un nombre posi-
tif, nul ou négatif, qui est 1lié au nombre « algébrique » des points d’in-
tersection de la courbe avec une courbe joignant le point considéré au
point & I'infini du plan complexe. Ce « nombre de tours », évident intuiti-
vement pour les cas simples, devra étre défini.



1l. Bord d’une surface.

Nous allons étudier plus en détail un probléme lié aux précédents
et qui est particuliérement typique. Nous nous bornerons &4 des espaces
compacts.

Sur un espace topologique assez simple, donnons-nous une courbe
fermée (avec ou sans points doubles). Cette courbe peut-elle étre le bord
d’une surface ?

Voyons d’abord intuitivement ce que cette expression désigne.

Supposons (fig. 1) une courbe limitant une sur-
face orientée en chaque point. La courbe devra étre
orientée en accord avec le sens choisi. Inversement, /
soit une courbe fermée parcourue dans un sens /
déterminé. Est-ce le « bord » d’une surface ? Sur
une spheére, oui, c’est le bord de deux surfaces qu’il / I/
faut munir d’orientations différentes. Mais sur le I
tore ? C’est non pour une courbe C' analogue 4 un
meéridien, car, en orientant la surface, on aurait un
double sens sur la courbe et 'on sent qu’il faudrait Fre. 1
alors compter cette courbe, parcourue deux fois
dans des sens contraires, pour zéro. Il en est de méme pour les cour-
bes C” telles que les paralléles. Done, sur le tore, certaines courbes fer-
mées ne sont pas des bords de surface. De méme, dans R* — O si, comme
nous I’avons dit, nous nous bornons &4 des surfaces compactes, ce qui
interdit d’aller a Iinfini. Dans R3 — O, une courbe est un bord, mais une
sphére qui entoure O n’en est pas un.

Les exemples que nous venons de prendre, les mémes pour les deux
problémes de « réduction 4 un point » et de « bord de surface », mon-
trent bien qu’il y a une liaison entre ces notions. Le premier, réduction
a un point, est un probléme d’homotopie ; le second, étude des bords de
surfaces, est un probléme d’homologie. Ces problémes ne sont pas équi-
valents ; le point de vue de ’homotopie est plus fin, au sens suivant :
Toute courbe fermée réductible & un point par déformation continue est
bord d’une surface, toute surface réductible 4 un point est bord d’un
volume, ete..., mais les réciproques sont inexactes : il existe des bords
de surfaces (volumes, etc...) qui ne sont pas réductibles & un point par
déformation continue. Montrons ceci sur des exemples :

1¢* exemple : Du plan R2, reti-

rons deux points A et B et consi-

o 0 4 dérons une courbe 1234 telle

que lindique la figure 2. Cette

4 courbe est évidemment un bord
de surface et, en homologie, on

Fic. 2 peut la réduire 4 zéro en super-

posant des ares orientés en sens contraire, mais, en homotopie, on ne
peut pas la réduire & un point.
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2° exemple : La fi-
gure 3 montre une
surface percée de
e deux trous oir sont
soudées les extrémi-
tés d’'un tube. La
courbe C qui entoure
les trous est bord
d’une surface, mais
elle ne peut évidem-
ment pas étre réduite
a zéro, méme si le
tube est réduit a4 une
Fic. 3 simple ligne réunis-
sant deux points.
Ainsi, la théorie de I'homologie est plus simple que la théorie de
Phomotopie. La seconde fut tout d’abord abordée par POINCARE, mais
U'on s’est rapidement dirigé vers I’homologie.

En particulier, pour le théoréme des résidus signalé plus haut, le
véritable point de vue utile est celui de 'homologie. Rappelons 1’énoncé,
d’abord sous une forme trop vague : Si f(z) est une fonction holomor-

phe uniforme dans le plan, f f(2)dz =0, G étant une courbe fermée
c

quelconque. Mais si la fonction a des pdles, Caucny définit, pour chaque
pole, un coefficient nommé résidu de la fonction relatif au pole, et le
théoréme fondamental de Cauchy s’exprime par 1’égalité :

il = VR,
PRI JOLTSE
le deuxiéme membre étant la somme des résidus relatifs aux péles au-
tour desquels « lourne > C.
Sur la fig. 2, I'on voit bien, si les poles
sont A et B, que l'intégrale sera nulle,
parce que la surface dont la courbe est

le bord ne contient pas de poéles ; or, la
courbe n’est pas réductible & un point
(sans traversée de pdle). Sur la fig. 4. /

la courbe ayant le sens de parcours mar-

qué, I’on sent bien qu’il faut affecter un

point tel que A du coefficient 1, mais un Fig. 4

point tel que B du coefficient 2. De

méme, sur les fig. 5 et 5°°, il faut utiliser 41 et 41 ou 41 et —1.

(o > /‘.

Fic. 5 Fia. 5 bis



Il faut donc considérer la courbe comme bord d’une surface et tenir
compte de 'orientation de la courbe et de Vordre de multiplicité de la
surface pour affecter la surface de coefficients au voisinage des poles.

Une fraction rationnelle d’'une variable complexe peut étre considé-
rée comme fonction méromorphe sur une sphére de Riemann ; or, une
courbe C fermée simple sur la sphére est bord de deux surfaces S; et Sz
dont la réunion forme la sphére entiére et auxquelles nous devons attri-
buer les coefficients -}-1 et —1 ; Ia méme intégrale vaul donc la somme
des résidus des poles situés dans S et Popposé de la somme des résidus
des poles situés dans Sz. On en déduit donc que la somme totale des rési-
dus est nulle, Mais il est clair que la courbe considérée n’intervient pas
en réalité ; il suffisait de considérer la surface de la sphére entiére, de
bord zéro, pour obtenir la conclusion.

111. Définitions et études précises.

Nous venons de montrer comment des problémes s’introduisent et
nous en avons fait sentir 'importance. I1 s’agit de leur donner une forme
précise. Toute théorie mathématique exprime une idée intuitive, mais on
doit souvent la modifier profondément. L’intuition géne alors la démons-
tration et risque de conduire & des pétitions de principes. Nous allons
nous borner 4 des espaces topologiques compacts, tels que la sphére S2
ou le tore T®. Les surfaces en question seront supposées triangulables,
c’est-a-dire pavables par des simplexes :

Complexe. — Nous savons (voir conférence de M. CARTAN) définir
dans R"+! un simplexe de dimension n (pour n =0, c’est un point ;
pour n =1, c’est un segment ; pour n = 2, c’est la surface d’un trian-
gle ; pour n — 3, c’est le volume d’un tétraédre, ete...), ainsi que ses
faces, simplexes de dimension inférieure 4 n. Sur la surface S2? ou T2, ou
un espace topologique compact quelconque, nous dirons que nous avons
un pavage par simplexes si les conditions suivantes sont réalisées :

1) Les simplexes sur la surface sont définis par homéomorphisme
4 partir des simplexes de R", chaque simplexe ¢ choisi sur la surface
correspondant par un homéomorphisme déterminé a4 un simplexe ol
de R* (de sorte que les faces de dimension <n—1 de ¢ seront bien
définies) ; ¢ sera un simplexe topologique.

2) La surface est recouverte par un nombre fini de simplexes (hypo-
1hése de compacité).

3) L’intersection de deux simplexes est vide ou bien est une face
commzune.

Si un espace admet un tel pavage, on I'appellera un complexe.

D’une facon générale, d’aprés I’hypothése 2, on définit la dimension
topologique du complexe obtenu par cette triangulation comme la plus
grande dimension, n, des simplexes. Mais il faut noter qu’il peut ne pas
y avoir partout la méme dimension topologique (par exemple, si 'on
considere une sphére & laquelle on ajoute un fil).

Supposer les surfaces triangulables simplifie beaucoup le probléme ;
ainsi, une courbe sera ure union de simplexes & une dimension. Mais

2,
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toute variété topologique est-elle triangulable ? Ce probléme général
n’est pas résolu. Pourtant, 'hypothése simplificatrice est justifiée, au
moins au départ. On montre d’autre part que, si un espace a plusieurs
triangulations distinctes, les groupes d’homologie que nous définirons
plus loin en sont indépendants.

Chaines d’un complexe. — Définissons d’abord un chainon de dimen-
sion p, on p-chainon.

Un p-chainon est un systéme de p+ 1 points aoai ...a, donnés
dans un ordre déterminé, distincts ou non, et tous sommets d’'un méme
simplexe du complexe.

Un 0O-chainon est donc un sommet ao, quelconque, de la triangu-
lation.

Un 1-chainon est un systéme de deux sommets aoa: d’un simplexe
de dimension 1. Il faut noter que aiao est un autre 1-chainon qui est
considéré comme tout a fait distinct de aoa:. Nous considérons aoao
comme aussi un 1-chainon, acceptant ainsi que les sommets soient
confondus.

Les p-chainons, p étant choisi, sont en nombre fini N, (hypothése 2}
et peuvent étre notés :

1 2 +Np
'Yp, YP’ @0y {p
Par définition, une p-chaine sera une combinaison linéaire formelle,
4 coefficients entiers, de p-chainons :
l'=Np
y = D tivh, t1€Z
=1
Nous établirons entre chaines la loi d’addition :

(S74) + (S ) = S erna
Cette addition est associative et commutative ; la chaine nulle
(¢, = 0 pour tout i) est un élément neutre de cette addition.
L’ensemble des p-chaines est donc un groupe abélien que nous
noterons T',.

Bord d’une p-chaine. — C’est une (p — 1)-chaine que nous allons
définir. Une p-chaine, par définition, s’écrit :

2 3] Y;.,,
i€1
I étant ’ensemble 1, 2, ..., N,,.

Tout d’abord nous posons :
bord de (E € *,’,,i) = 2 &, (bord de 7}})

Il ne reste donc qu’a définir le bord d’un chainon.

Le chainon ao est de dimension 0. Son bord est zéro.

Le chainon ab est de dimension 1. Son bord est une chaine de
dimension 0. Nous le définissons : bord (ab) — -+ b—a, noté 3 (ab).
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Le chainon abc de dimension 2 aura comme bord :
B(abc) = bc — ac -+ ab
D’une facon générale, le p-chainon acaiaz ... a, aura comme bord la
(p — 1)-chaine :

ai1dz ... @y — Aod2 ... Uy 4 ... (— D*apay ...ax—1 apy1 ... Ap -+ ...
4+ (—Dracasaz ... ap_y
Un calcul formel trés simple permet ainsi de déterminer le bord
d’une p-chaine.

Cycle de dimension p (ce qui équivaut topologiquement 4 une va-
riété fermée de dimension p). — Un p-cycle est, par définition, une
p-chaine dont le bord est zéro.

Comme Vopération qui transforme une p-chaine en son bord res-
pecte laddition (d’aprés sa définition), ’ensemble des p-cycles est un
groupe abélien Z, inclus dans le groupe I', des p-chaines.

Probléme : Parmi les p-cycles, quels sont ceux qui sont bord de
(p — D-chaines ?

1) Un bord est un cycle, autrement dit le bord d’un bord est tou-
jours zéro. 11 suffit de le prouver pour un chainon : 378 7; = 0.

Par exemple : 73 (abc) == bc—ac - ab et

BR (abe) =c—b—c+a-+b—a=0,

Ceci se généralise sans peine.

Si done 'on nomme B, ’ensemble des p-chaines qui sont des bords,
Pon a linclusion : I'y) Z, > By

2) Ainsi, le groupe des bords est un sous-groupe du groupe des
cycles. Mais ces groupes sont-ils identiques ? L’on a vu intuitivement
que la réponse est oui pour la sphére S2 et non pour le tore T2. L'on
précise la comparaison en étudiant le groupe-quotient Z,/B, = H,. Ce
groupe-quotient se nomme le groupe d’homologie de la variété étudiée,
pour la dimension p (1). 11 caractérise la structure étudiée. L’on dit que
les p-chaines qui sont des bords, donc les éléments de B,, sont homolo-
gues a zéro, ce que 'on note — 0. Deux cycles T, I sont homologues s’ils
sont dans la méme classe d’homologie, c’est-a-dire si leur différence est
homologue 4 zéro (autrement dit, si cette différence est un bord) ; on
éerit ' __IM.

Le calcul du groupe d’homologie se fait par les méthodes de la
topologie algébrique. Indiquons seulement quelques remarques :

a) Un chainon dégénéré aa est un cycle, car son bord est a—a = 0.
Est-ce un bord ? Oui, c’est le bord de aaa. Donc, il est homologue 4 zéro,
ce qui permet de I’éliminer ‘des chaines : aa —0.

(1) On rappelle que si Z est un groupe abélien noté additivement et si B en est
un sous-groupe, H = Z/B est I'ensemble des classes d’équivalence définies par la
xeZ
relation d’équivalence yEZ’ == e——— x—y€B.
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b) La chaine ab - ba est homologue a zéro : ab + ba— 0r En effet,
le bord de bab est 3 (bab)= ab— bb + ba —ab + ba. Done, an point
de vue homologique, on peut remplacer ab par — ba : ab — — ba.

c) Plus généralement, si dans un chainon ’on permute les sommets,
Pon obtient un chainon homologue ou non suivant qu’il s’agit d’une per-
mutation paire ou impaire.

Exemples de calcul d’'un groupe d’homologie :
1) Sphére S? supposée triangulée. Les 0-cycles sont les 0-chaines

Z ta;, les a; étant les sommets de la triangulation.

Les 0-bords sont les 0-cycles Z &, tels que EEi.—-_ 0. Cette condi-

tion est en effet évidemment nécessaire puisqu’elle est vraie pour le bord
d’un chainon.

Elle est suffisante car, sur la spheére, on peut joindre un sommet
choisi ao a4 tout sommet a;, donc toutes les chaines (a; — ao) sont — 0.

Or, si 2 Ey= (I}, 2 ta, — E gla;—ao) —~ 0.

Alers, deux 0-cycles sont équivalents ou homologues s’ils correspon-

dent 4 la méme valeur de I'entier £, C’est dire que le groupe d’homo-
logie o = Zo/Bo est le groupe des entiers positifs, négatifs ou nuls.

L’on voit que cette conclusion subsiste pourvu que deux points quel-
conques puissent étre joints par une ligne polygonale formée de
simplexes a4 une dimension : c’est dire que le complexe est un espace
topologique connexe. Par exemple, ceci ne conviendrait plus pour I'en-
semble de deux sphéres disjointes. Ho serait alors le groupe des couples
d’entiers. On voit que Ho donne le nombre de composantes connexes.

Etudions maintenant H; = Z;/B;. L’'on démontre que, sur la spheére,
tous les eycles 4 une dimension sont des bords ; B; est donc identique
a Zi, de sorte que Hy est le groupe réduit a 1’élément neutre 0. (Pour
faire la démonstration, Pon utilise une triangulation, par exemple en
8 triangles dont les cotés sont des quarts de grands cercles).

Nous laisserons de cdté le groupe d’homologie pour la dimension 2.

2) Plan percé d’un trou en un point 0, donc RZ2— 0. Cet espace n’est
pas compact, mais I'on convient de n’utiliser que des chaines d’'un nom-
bre fini de chainons pour rester dans la méthode de ’homologie finie ou
4 support compact. L’on démontre qu’il est possible de définir un cycle
fondamental v, dont la classe est représentée par 1, et que tout cycle y
est homologue 4 n fois le cycle fondamental (de sorte que y —ny;1 — 0
est un bord), n entier de signe quelconque. La classe d’homologie qui
correspond & I’entier n est, par définition, la classe des cycles qui « tour-
nent algébriquement n fois autour du point 0 ». Le groupe d’homologie
pour la dimension 1 est ainsi celui des entiers.

3) Tore T2. Les méthodes de topologie algébrique permettent de
démontrer que le groupe d’homeologie est celui des couples d’en-
tiers (m, n) avec la loi d’addition (m, n) 4 (m’, r") = (m 4 m’, n + n’).



Si nous représentons, par exemple, par (1,0) les courbes C' homo-
logues aux méridiens et par (0, 1) les courbes ¢’ homologues aux paral-
léles du tore, tout cycle est homologue 4 mGC 4 nC”, m et n étant
déterminés d’une fagon unique. Nous dirons alors que ce cycle fait algé-.
briquement m fois le tour du cercle moyen, et n fois le tour de 'axe de
révolution. Par exemple, pour un cercle de Villarceau, qui tourne une
fois autour de 1’axe et une fois autour du cercle moyen, la classe d’homo-
logie est (=1, == 1) (1).

Conférence rédigée par Mlle L. FELIX,
(La Fontaine, Paris).

(1) & et ¢ ont un sens de parcours déterminé, m et n sont des entiers de signe
quelconque. I1 y a 2 familles de cercles de Villarceau, 2 sens de parcours pour chacune,
ce qui donne 4 classes d’homologie : (1, 1), (1, — 1), (—1, 1), (—1, —1).

Dans la conception axiomatique, la mathématique apparait en
somme comme un réservoir de formes abstraites, les structures
mathématiques ; et il se trouve — sans qu’on sache bien pourquoi
— que certains aspects de la réalité expérimentale viennent se mou-
ler en certaines de ces formes, comme par une sorte de préadapta-
tion. Il n'est pas niable, bien entendu, que la plupart de ces formes
avaient a l'origine un contenu intuitif bien déterminé ; mais c’est
précisément en les vidant volontairement de ce contenu qu‘on a su
leur donner toute [I'efficacité qu’elles portaient en puissance, et
qu’on les a rendues susceptibles de recevoir des interprétations nou-
velles et de remplir pleinement leur réle élaborateur.

C’est seulement avec ce sens du mot « forme » quon peut dire
que la méthode axiomatique est un « formalisme » ; I'unité qu’elle
confére a la mathématique, ce n'est pas lI'armature de la logique
formelle, unité de squelette sans vie ; c’est la séve nourriciére d’un
organisme en plein développement, le souple et fécond instrument
de recherches auquel ont consciemment travaillé, depuis Gauss,
tous les grands penseurs des mathématiques, tous ceux qui, suivant
la formule de Lejeune-Dirichlet, ont toujours tendu & « substituer
les idées au calcul ».

Nicolas BOURBAKI

(L’architecture des mathématiques,
dans « Les grands courants
de la pensée mathématique »).




