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1. ESSAI

L'AXIOME DE DEDEKIND ET SON APPLICATION
A L'ETUDE DES PARALLELES

par
R. NEUMEISTER
{Lyele Fustel-de-Coulanges, Strashourg)

Intreduction

Avant de donner une définition axiomatique des nombres irrationnels i Paide
d'une conpure, DEpERIND (1) étudie la continuité de la ligne droite. Il énonce
Paxiome, qui porte son nom, d’abord pour la droite orientée en insistant sur son
évidence.

Dans cette étude nous avons commencé par définir une coupure sur une droite
par trois conditions qui correspondent & nos trois premiers axiomes de la demi-
droite (2). L’axiome de Dedekind permet de défnir des points de la droite far
adjonction, et pour cette raison il correspond & notre dernier axiome de la demi-
droite.

1l y a une contradiction apparente 3 définir de nouveaux points en classant
Pensemble de tous les points : mais nous avons montré qu’il v a des points classés
indirectement, méme ceux qui restent encore i définir.

La projectivité d’une coupure nous permet de définir une demi-droite paralléle
3 une demi-droite donnée. Nous montrons par un exemple que la relation de parallé-
lisme n’est pas nécessairement symétrique si nous nous plagons strictement dans le
plan. Ainsi, nous mettons en évidence la nécessité de traiter la question des paralléles,
sous sa forme la plus générale, dans I'espace A trois dimensions.

I.. L’axiome de Dedekind

Définition d'une coupure sur une droite ou sur un segment de droite

Un point C d’une droite détermine sur cette droite deux demi-droites opposées
CA et CB (CA=— CTB_). Nous disons encore que le point C partage les points de
la droite en deux classes (I) et (IT).

La classe (I) est Peusemble des points de la demi-droite CA, sauf peut-étre son
origine C.

La classe (II) est I'ensemble des points de la demi-droite CB. sauf peut-étre
le¢ point C.

Ainsi, tout point de la droite, sauf C, appartient & I'une des deux classes et i
une seule. Le point C peut appartenir aux deux classes, soit i aucune. soit 2 une
seule.

Nous alions caractériser ces deux classes par des propriétés résultant des axio-
mes de la demi-droite. sans faire intervenir explicitement le point C.

Conditions caractéristiques d'une coupure
Si les points d’une droite sont répartis en deux classes vérifiant les conditions
suivantes. nous dicons qi'on a défini une coupure sur la droite.

(1) Ci. Richard DepexixD : Stetigkeit w. irrationale Zahlen, Braunschweig, 1872.
(2) Ci. notre article dans le Bull. de 'A.P.M. de mai 1936 : Définition axiomatique
des espaces linéaires et leur orientation.



(1) Tout point de la droite, sauf peut-étre un seul, appartient 3 une et une seule
de deux classes (I) et (IT).

(2) Dans chaque classe il y a au moins un point.

{3) A et B étant deux points distincts appartenant respectivement aux classes (1)
et (1), Ia demi-droite AB contient tous les points de la classe (IT) et la demi-
droite BA contient tous les points de la classe (Iy.

Si nous orientons la droite par la relation : A < B. la condition (3) peut aussi
s'énoncer :

{37 Tout point de la classe (I) est avant tout point de la classe (IT).

Coupure sur un segment de droite

Nous déduisons des conditions (1), (2). (3), que tout point de la demi-droite

-—— AD appartient nécessairement a la classe (I) et que tout point de la demi-droite

-— BA appartient nécessairement & la classe (IT).

Il v a donc des points classés indirectement.

DPonc si deux points distincts A et B appartiennent respectivement aux classes
(I et (I1). il suffit de classer les points du segment AB. Sur le segment de droite
nous remplacons (3) par

(37) S1 A’ et B sont deux points du segment de droite AB, appartenant respec-
tivement commie A et B aux classes (1) et (II), le segment A'B contient tout point
de Ja classe (II) et le segment B'A contient tout point de la classe (I).

IYaprés ce que nous venons de voir, tout point d'une droite définit une coupure
sur cette droite.

Réciprogueinent nous admettons 'axiome suivant :

Axiome de Dedekind : Si nous avons défint sur une droite une coupure, i
cxisie toujours im point C de la droite définissant cette coupure.

Nous disons aussi : la coupure définit le point C.

REMARQUE @ Si nous admettons en plus des quatre axiomes de la demi-droite. le
théoréme suivant résultant de Paxiome du plan : « Sur chaque segment de droite
il ¥ a au moins un point autre que ses extrémités », alors nous pouvons démontrer
par Vabsurde 'nuniciié du point C défini par une coupure.

Réciprogquement. si nous admettons 'unicité du point C défini par une coupure,
nous pouvons en déduire ce théoréme sur le segment. sans nous servir de Paxiome
du plan.

En général. nous nous servons de l'unicité du point C.

PROPRIETES EQUIVALENTES A L'AXIOME DE DEDEKIND

Soit sur une droite orientée une suite monoione de points A; (i=1, 2,
raractérisée par les relations :
A AEKA3KALES L SA<SAIS ol

Nous disons que la suite est bornée s'il ¥ a un point B (borne) tel que pour tout i
ona:\;<B

TukorEME : Sur une droite orientée, une suite monotone bornée de points défi-
nil un point 1, origine d’une demi-droite. ensemble de toutes les bornes de la suite.

En effet. L est défini par une coupure : la classe (I) contient les points dépassés,
cest-d-dire les points de la suite et tous les points avant I'un quelcongue de ces points.
Ia classe (IT) contient tous les points non dépassés.
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Citons encore le théoréme sur les segments emboités :

THEOREME : Etant dommnée, sur une droite, une sutte de segments A;B;
(6=1, 2, ....) tel que chaque segment contient le suivand et que tout point de la
droiie, sauf peut-étre un sewl, appartient o un prolongement d'un des segments aiw
wmaoins, alors il existe un point de la droite et un scul appartenant & tous les segments
de la suite.

PRrOJECTIVITE DE LA COUPURE

Soient deux segments de droite AB et A’B’ qui sont en relation projective dans
une projection centrale de point de vue O. Cette projection, conservant I'ordre, trans-
forme les deux classes définissant une coupure sur le segment ABi en deux classes
définissant également une coupure sur le segment A’B’. Les points C et C' définis

A3

A

Fx'.aﬁ./f

respectivement par ces deux coupures sont sur une droite passant par le point O.
La correspondance projective entre le segment de droite AB et le segment de plan
(O, AB) permet d’appliquer également la coupure au segment de plan pour définir
Pélément générique OC. Pour des raisons analogues, on peut définir une coupure
sur un segment d’espace.

APPLICATION A LA DEFINITION D'UNE DEMI-DROITE
PARALLELE A UNE DEMI-DROITE DONNEE

bl r
Considérons une demi-droite donnée OA et un point M non situe sur son sup-

port. Soit B un point de — MO. Nous nous proposons d’étudier I'ensemble des demi-
droites d’origine M et situées dans le demi-plan d’aréte OM et contenant le point A ;
ce sont aussi les demi-droites d’origine M coupant 'un des segments OA ou AB.
Défnissons une coupure sur cet ensemble : La classe (I) contient toutes les demi-

droites coupant OA et la classe (IT) est formée par les demi-droites ne coupant
ras OA.

Cette coupure définit une demi-droite M—f ot I désigne le point correspondant
sur le segment AB. La demi-droite MT ainsi définie ne peut pas avoir de point
commun avee la demi-droite O.A.

En effet, supposons provisoirement qu'elle ait un point commun K avec dK
Mais alors il y a encore des points de OA qui dépassent K et par suite des demi-

droites de la classe (I) qui dépassent f\"[f(, donc MK ne peut pas étre définie par
cette coupure.

Nous concluons : La demi-droite M1 définie par cette coupure cst unique et w'a

pas de poiut comwnun avec la demi-droite OA.
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Par définition, la demi-droite .LTI est paralléle a la demi-droite donnée OA s elle

-
sépare les demi-droites qui sont sécantes avec OA des demi-droites non sécantes.

Nous donnons A cette définition un sens large en la complétant dans le cas ot M
est situé sur la droite OA :

Deuyx demi-droites de méme support sont paralléles si elles sont de méme sens.
Nous écrivons la relation de parallélisme :

M) OA (MI parallgle 3 OA),
o les deux demi-droites jouent, d’aprés la définition, des réles différents.

'F? 9

o A

Considérons maintenant les demi-droites d’origine M et situées dans le demi-
tlan d’aréte OM ne contenant pas le point A ; ce sont les prolongements des demi-
droites étudiées précédemment. Elles se répartissent encore en deux classes. Les

demi-droites de la classe (I") coupent —OA et les demi-droites de la classe (II)
n'ont pas de point commun avec — OA. Cette coupure définit une demi-droite paral-

1éle — MJ & — OA, ol le point J est situé sur le segment AB. D’aprés la propriété :
« Deux droites non confondues ont au plus un point commun », nous pouvons
conclure que les prolongements des demi-droites de la classe (I') appartiennent
nécessairement 3 la classe (IT). D’olt il résulte encore que le point J appartient néces-
sairement au segment IB.,

11 y a maintenant deux possibilités :

1° I et T sont confondus. Alors il existe une droite et une seule passant par le
point M et ne coupant pas la droite OA. Nous appelons dans ce cas cette droite non
sécante tnigque la paralléle par M a la droite OA (comme en géométrie euclidienne).

2° T et J sont distincts. I’ensemble des droites passant par M et non sécantes
avec la droite OA est aussi 'ensemble des éléments génériques du segment de plan
(M, 1J). Les extrémités MI et M] de ce segment de plan s’appellent les paralléles
par M i la droite OA (comme dans la géométrie de Lobatchevsky).

EXEMPLE D'UNE GEOMETRIE PLANE
ol LA RELATION DE PARALLELISME ENTRE DEUX DEMI-DROITES N'EST PAS SYMETRIQUE

Considérons un plan non plongé dans un espace 4 trois dimensions. Nous enten-
dons par 13 que nous admettons seulement : (I) les axiomes de la demi-droite ; (II) les
axiomes des espaces linéaires avec la restriction que nous ignorons les points non -
situés dans un plan ; et, en plus, (III) l'axiome de Dedekind.

Nous allons montrer par un exemple que, dans un tel plan, il peut y avoir des
demi-droites pour lesquelles la relation de parallélisme n’est pas symétrique.

Soit un plan euclidien avec un systéme d’axes de coordonnées cartésiennes
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rectangulaires ou obliques. .Nous appelons ce plan avec sa structure euclidienne le
plan de comparaisons. Ce plan a d’ailleurs une existence analytique, ce qui permet
d’éviter les difficultés d’ordre axiomatique. Un point est défini par I'ensemble ordonné
de deux nombres réels, nous le notons («, ).

Nous donnons maintenant i U'ensemble des points du plan de comparaison une
nouvelle structure linéaire (D) par la définition de ce que nous appelons maintenant
une droite (D). Cette définition est un axiome supplémentaire particulier o la géo-
métrie du plan de structure (D) que nous nous proposons d’étudier.

Une droite (D) est définie par P'une des équations (D1) ou (D) suivant les
conditions correspondantes.

(1) uy -+ vy = 1w
ol les parameétres réels u, o, w satisfont a la condition : w20, au plus un des
parameétres # ou v étant nul.

‘ 1
D2 = L g
(D) Y 5

avec la condition : x > a, les paramétres a et b étant deux nombres réels.

Par rapport au plan de comparaison nos droites (D) sont donc de deux espéces :
les droites (D1) ou les branches d’hyperboles (Dg).

Si nous définissons les' demi-droites d’origine (%0, ¥o) par une condition supplé-
mentaire : & = 4, ou x < xy ou, par défaut, des inégalités analogues pour vy, alors
les droites (D) vérifient les axiomes de la demi-droite.

Examinons si les axiomes des espaces linéaires (limités au plan) sont également
vérifiés.

Soient deux points (x, o) et (#1, y1), montrons que par ces deux points il passe
une droite (D) et une seule (axiome II, 1).

Si Ix,, = 1] . il vy a la droite d’espéce (D1) x =2y qui est la seule solution.

Si '.’ro?é:n ,, alors nous distinguons deux cas :

1 ¥ —J'o< o
Xy — Xg
il y a une droite d’espéce (D1) qui convient seule.
—
- Sl oh >o0
Ay — Xp

b S e

s

il 0’y a qu'une droite d’espéce (D2) répondant i la question. L'axiome II, 1 est donc
toujours vrai.
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L’axiome 11, 2 devient sous sa forme restreinte :

11, 2’ : Etant donnée une droite, il y a encore un point non situé sur la droite.
1 a droite et le point sont situés dans un méme plan.

(’est mis en évidence par la définition du plan de structure (D).

Pour faciliter la vérification de I'axiome du plan (III, 3), nous nous contentons
de signaler que par rapport au plan de comparaison il y a quatre types de triangles,
dont les cOtés sont représentés respectivement par des segments de droites ou des
arcs d’hyperboles.

L’axiome de Dedekind nous sert pour définir une demi-droite'g d'origine (e, R)
paraliéle & une demi-droite dounée 4 d’origine (279, vg)-
Etudions l'exemple oft ‘d est définie par I'équation :

(@ y=—— b

x—a
avec les conditions :
Mo = = + &
Xo— a
t X Z Xy > a.
Supposons d'autre part : B>0

]

4

Nous trouvons alors comme demi-droite 3 d’origine («, B) paralléle 3 d
i8) _ C y=98 avec rZa
Cherchons maintenant la demi-droite d’origine (#. 3%) paralléle & 3, nous trou-

- o=
vons une demi-droite 4’ autre que d :
—1

(@) e 1B
Tt |
avee les conditions
— 1
Vo= ——; 5
- xo . a + ¥
et x 2Z Xy

Dans cet exemple, la relation de parallélisme west donc pas symétrique.
Mais :
5 4 d
d HE
AvTRE EXEMPLE : Donnons la demi-droite d' que nous venons de définir ; la

demi-droite paralléle d’origine (a, B) est encore la demi-droite 3 de U'exemple pré-
cédent.

Dans ce nouvel gxemple, la relation de paiallélisme est symétrique :
/A
d /e
Dans notre plan de structure (D), nous pouvons trouver 4 titre d’exercice

d'autres exemples, soit en changeant Pespéce de la demi-droite donnée, soit en chan-
geant la région du plan oft se trouve Porigine de la demi-paralléle cherchée.

ct

Nous retenons comme conclusion :
THEOREME : Si un plan west pas plongé dans Uespace  trois dimensions, la
relation de parallélisme west pas nécessairement symétrique.
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REMARQUES SUR LES GEOMETRIES NON-ARGIENNES

Rappelons que D. HirserT (3) désigne par géoméirie non-argienre une géomé-
trie plane ne vérifiant pas toujours le théoréme de Desargues, c’est-a-dire le théo-
réme fondamental sur les triangles homologiques. Une telle géométrie.est encore
caractérisée par l'absence des propriétés du quadrilatére complet, permettant, d’aprés
vox Staunt (4). de définir une division harmonique. sans utiliser aucune notion de
métrique. On met ainsi en évidence, que pour démontrer ces propriétés projectives,
il faut plonger ie plan dans espace a trois dimensions afin d’éviter de se servir d'une
tmétrique appropriée. L'importance pour la géométrie plane de I'axiome d’extension
des espaces linéaires II, 2 est ainsi mise en évidence,

Dans Pexemple de géométrie non-argienne donné par HILBERT, les paralléles
vérifient le postulat d’Euclide, et la relation de parallélisme est symétrique.

La géométirie du plan de structure (D), que nous venons de définir, est aussi une
géométrie non-argienne. D’une fagon générale, une géométrie plane sans relation
de parallélisme symétrique est nécessairement non-argienne.

LES DEMI-DROITES PARALLELES DANS I’ESPACE A TROIS DIMENSIONS

\

Définition d'un demi-plan parailéle & wne demi-droite

Considérons une demi-droite OX et une droite (D) non située dans un. méme
plan avec OX. Nous classons les demi-plans d’aréte (D) et situés du coté de OX

par rapport au plan O, (D). La classe (I) contient les demi-plans qui coupent Oz\_’ ern
un’point variable X et la classe (II) est formée par les demi-plans qui nont pas

de point commun avec OX, Nous définissons ainsi une coupure qui détermine par

définition le demi-plan d'aréte (D) paralldle ¢ la demi-droite OX.
Ce demi-plan paralléle d’aréte (D) est unique et n’a pas de point commun

o
avec OX.
Donnons encore un sens i notre définition au cas ou la droite (D) coupe le

o
support de OX, Nous disons dans ce cas que le demi-plan contenant une demi-droite

d: méme support et de méme sens que ox est paralléle 3 OX.
A.
(0) *"\'-;7 &
oL X

Considérons un plan passant par OX et par un point A de (D), ce plan coupe
le demi-plan d’aréte (D) paralléle 3 OX suivant la demi-droite .d paralléle 3 OX.
En effet, cette intersection _d_est située d’abord dans un méme plan avec OX et

P
f'a pas de point commun avec cette demi-droite. Supposons provisoirement que d ne

(3) Cf. D. HiLserT : Grundlagen der Geom., pages 85-88.
(4) Cf. Chr. vox Staunt : Geom. der Lage, Niiremberg, 1847, . 43.



s0it pas paralléle 3 (-))_{, alors il existe une paralléle r3 d’origine A qui sépare-é
et OX, Mais alors le demi-plan (D), d’ ne coupe pas non plus OX et sépare le demi-

plan paralléle considéré de OX, ce qui est impossible.
D’oir le théoréme sur les demi-plans paralléles 4 une demi-droite.

THEOREME : Le demi-plan d'aréte (D) paralléle ¢ une demi-droite donnée OX
conlient la famille des dewmi-paralleles a OX, ayant pour origine un point de (D).

v La demi-poralléle dorigine A 2 C.)?(, ot A est sur (D), s’obtient comme infer-
section du demi-plan paralléle avec le plan AOX.

Réciproquement : A étant un point de (D) et AX’ la demi-droite d’origine A
paralléle 3 OX, le demi-plan (D, AX’) est paralléle 3-OX.
On peut encore démontrer la propriété :

Deux demi-droites paralléles a OX n’ont pas de point commun.
Nous allons utiliser ces propriétés pour étudier la relation de parallélisme entre
des demi-droites.

S¥METRIE DE LA RELATION DE PARALLELISME DANS L’ESPACE A TROIS DIMENSIONS

Considérons une demi-droite OX et soit Q) un plan passant par son origine O,
mais ne contenant pas cette demi-droite. Nous nous proposons d’étudier les demi-

droites paralléles a (.)“3(-, ayant leur origine dans le plan Q.

Soit O'X’ une telle demi-paralléle 3 OX (ot Porigine O est dans Q).

o'x’ Vi oxX (par hypothése).

Soit O un autre point de Q, non aligné avec O et O". Désignons par P le plan
passant par OX et par le point Oi. Le demi-plan d’aréte 010" et contenant ox’
est paralléle 3 OX ; nous le notons (010, X').

1Le plan P coupe ce demi-plan (010, X") paralléle a OX suivant la paraliéle
0:X: 4 OX.

01Xy Vi OX (par construction).

Désignons par O= un point de —01_0' L’intersection de P avec le demi-plan
‘0207, X') nous donne la paralléle O d’origine Oz a OV

02Xz /) OX  (par construction).
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Démontrons d’abord que .OE(—; est paralléle 3 O

Supposons provisoirement le contraire et désignons par 0.2? la demi-paralléle
issue de Oz a O1X;. Alors, dans le demi-plan d’aréte OO et contenant les demi-
droites E)_)E, br‘h, (.)E et (')z—Y, la demi-droite 0-2_Y sépare 'Ol_Xl et 6;5(—1 et
par suite 02_Y Sépare aussi O«_)-( et bz_Xg, ce qui est contraire au fait que 0_2X_z est

parallele 3 OX. Donc .O,.’,_Y coincide nécessairement avec bzXz. D'ot1 ;
02Xz V4 01X3 (démontré). .
Cette relation entraine que le demi-plan d’aréte 020’ et comtenant (.);)—(; et
OY’ est paralléle & 01—X1, d’ott encore :
OX" f O:Xs  (démontré).
Donc le demi-plan (Q0’, X'} est paralléle 3 .OE, d’ott :
OX 4 O (démontré).
Cette derniére relation est donc symétrique, car nous avons déja par construc-
tion : 01X / OX.
relgfiI::)ﬁ partant de cette relation symétrique nous déduisons par le méme procédé la

. — . —
OX f O'X'  (démontré).
Nous résumons :
‘TatorEME I : Dans Pespace & trois dimensions la relation de parallélisme est
symétrique.

TatorkEme 1T : Deuy demi-droites paralléles & une méwme troisiéme, sont paral-
léles entre elles.

Ce dernier théoréme a été mis en évidence dans deux cas :

1) les demi-droites éf(, C.)'X', (31?1', dont les origines ne sont pas en ligne
droite ;

2) lés demi-droites OX, 01X, 2X2, dont les origines sont sur une méme
droite.

11 nous reste & voir le cas oit Porigine se déplace sur le support, de Pune des
demi-droites. Soit par exemple O’y un point sur la droite O;Xa. Remplagons le

plan Q par le plan Q' passant par les points 0,0, O’y. Les demi-paralléles 3 OX
d’origine Oy et O'; ont pour support commun Vintersection du plan O;0X (identique
a 0"10X) avec le plan 010X’ (identique & O’1O'X’). Ces deux paralléles 3 OX
sont en plus situées, respectivement par rapport a Q et ¥, du méme c6té que O'X’,
donc elles sont de méme sens.

Nous venons donc de démontrer que si nous remplagons sur son support une
demi-droite par une demi-droite de méme sens, nous ne changeons rien aux relations
de parallélisme avec d’autres demi-droites. Cela justifie la définition suivante.

DEFINITION @ Deux droites orientées sont dites paralléles, si deus demi-droites
déterminant ces orientations sont paralléles.

" Une relation de parallélisme entre des demi-droites peut domc toujours étre
titerfrétée comme relation de parallélisme entre les droites orientées détermindes par
ces demi-drottes.

Résumons encore les propriétés fondamentales de la relation de parallélisme :
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1° On a toujours :
d)d (réflexivité).

2° Si .d_// 4 onaaussi 4/ d (symétrie).
3° Si Ay d et dyd,
on a aussi .d—‘// a (transitivite),

d’otr :
THEOREME : Dans Uespace & trois dimensions, les droites orientées paralléles &
une droite orientée donnée, forment une classe d’équizvalence.

Cette propriété s’applique encore au plan plongé dans I'espace & trois dimen-
sions.

Elle est également valable dans l'espace 3 # dimensions pour # > 3. En effet,
Pensemble de trois droites orientées paralléles deux 3 deux se trouve toujours dans
un méme espace & trois dimensions. Elles vérifient donc les trois conditions précé-
dentes.

A la classe des droites orientées paralléles & une droite orientée donnée corres-
pond Pensemble de leurs supports. Ce qui nous définit en particulier :

dans le plan : un faisceau de droites paralléles ;

et dans VE3 : une gerbe de droites paralléles.

DEFINITION : Une droite est dite paralléle & une droite orientée donnée, si elle
est le support d'une droite orientée paralléle & la droite orientée donnée.
PRrOPRIGTE : Par fout point de Vespace il passe une paralléle, et une seule, A UNE

DROITE. ORIENTEE donnée.
R. N.




