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Il. ESSAIS ET VARIETES

ESSAI D'UNE THEORIE DU P.G.C.D. ET DU P.P.C.M.,
INSPIRE PAR LES METHODES DE L'ALGEBRE MODERNE

I. — On appelle « idéal » un ensemble (I} d’entiers relatifs tels que :

1°siaeta € (I), at ¢ (1) ;
2" sl a€ (I), et si k est un entier relatif quelconque, ka € (I).

PROPRIETES,

1° St a (D), —a€ (D).

2° Sia€ (D), o €(I), ko 4 K'o’C (1), k et ¥ étant des entiers relatifs quelcon-
ques.

3° 0 €(D).

4° Parmi tous les nombres positifs de (1), il en existe un qui est inférieur a tous
les autres, soit A, Si o€ (T) nous pouvons diviser « par A :

a==AQ ] R oS R <A i

D’aprés 1" R=2—AQ¢ (I) donc R > A, ou R==0. 1l y a contradiction, sauf
si R —o.

-THEOREME. — Tous les entiers relatifs non wuls dun méme Idéal sont les multi-
tles de Pun d’entre eux, Uentior positif qui o lo plus petite valeur absolue.

Réciproquement, on vérifie sans peine que tous les entiers relatifs de la forme
&A, A donné, k entier relatif quelconque, constituent un idéal.

Remarque. — Le groupe additif d’un idéal est isomorphe au groupe additif des
entiers relatifs.
II. — Soient @ et b deux entiers relatifs donnés. Nous cherchons tous les divi-

seurs communs 4 a et b. Il est clair qu'un tel diviseur divise tous les entiers relatifs
a==nax 4 by, x et y étant des entiers relatifs quelconques. Soient deux nombres
de cette forme :

e=ax 4 by o =ax + by,

a ol =a(r - #) + by + ),
ka==a.kx +b.ky  (k entier quelconque),
ont encore la méme forme. Par suite, les nombres de la forme & — g - by consti-
tuent un Idéal (lab). a et b font partie de (Lab).
Soit A le plus petit nombre positif de (Iab). Tous les nombres de (Iab) sont mul-
tiples de A. En particulier ¢ et b admettent A comme diviseur. Tout diviseur de A
est un diviseur commun a a et b.

les nombres

Réciproquement, comme A € (Iab), on a :
- A = axo + by, -y
et tout diviseur commun 3 a et & divise ax, et by,, donc leur somme algébrique A.
TutorEME. — Tous les diviseurs communs o deux entiers relatifs sont les divi-
seurs du plus grand dentre eux, A, appelé le P.G.C.D.
COROLLAIRES,

1° Aet —A sont les seuls nombres de (leb) qui divisent @ et b. En effet, tout
autre entier non nul de (Tab) est supérieur & A en valeur absolue, il ne peut é&tre
diviseur commun 3 ¢ et b,car il serait alors diviseur de A, ce qui est contradictoire.
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2° Si A=1,0na 1 =ax, + by, @ et b n’ont aucun autre diviseur commun que
§ et — 1, ils sont premiers entre eux. (lab) se confond alors avec 'anneau des entiers
relatifs. Nous pouvons alors énoncer :

THEOREME DE BEZOUT. — Pour que deux entiers relatifs a et b soient premiers
entre eux, il faut et il suffit qu'il existe dewx entiers relatifs x et y tels que

ay + by =—1.

Remarque. — Dans A = ax, + by,, #, et 3, sont premiers entre eux. En effet,

¢’il n’en est pas ainsi ro=kz'y yo= k¥,

A
et A=~k (ax’y 4 by'o) ; z = az’y 4+ by
et A ne serait pas le plus petit. nombre positif de (Iab).

ProrrikTEs pU P.G.C.D. DE DEUX NOMBRES.
1° Soit A le P.G.C.D. de a et b. Si k& est un entier quelconque, kA divise ka et
kD. D’autre part :
A = ax, | by,, donc :
kA = (ka) x, + (kD) 3o
D’aprés le corollaire 1° ci-dessus, kA est le P.G.C.D. de ka et kb.
2" Si k est un diviseur de A, il est un diviseur commun 3 a et b, et on démon-
. . A | - b Ol A
trerait de méme que T est le P.G.C.D. de Z et i En particulier si k=—=A, = =1I..

k

THEOREME. — Pour que A, diviseur comwmun & a et b soit leur P.G.C.D., il faut
| a b ,
et il suffit que 7 et 1 sotent premiers entre eux.

3° Supposons que ¢ est premier avec @, et divise ab. Nous avons :
= ar 1+ cy (théoréme de Bezout),

donc b = abx —+ by,
¢ divise ab, donc abx, il divise bcy, il divise donc leur somme b.

THEOREME FONDAMENTAT, DE LA DIVISIBILITE. — Si un nombre divise un produit
de denx facteurs, et est premier avec Pun d'eux, il divise Pautre.

Les théorémes suivants sur la divisibilité se démontrent ensuite comme dans les
méthodes classiques.

Remargue. — Les testes successifs obtenus par la méthode de 'algorithme 4’Eu-
clide appartiennent tous a (Iab).

CAS DE PLUSIEURS ENTIERS RELATIFS a, b, ¢, d-

La méthode précédente se généralise. Les diviseurs communs cherchés divisent.

tous les nombres de la forme :
ax by -+ cz - dt.

Ces nombres constituent un idéal (Iabcd), et cet idéal comprend les nombres.
a, b,c,d Le P.G.CD. de a, b, ¢, d est le plus petit nombre positif de cet idéal. Tous.
les, diviseurs communs 4 a, b, ¢, d sont les diviseurs de

A = ax, + by, + cz, + di,.

En particulier, pour que g, b, ¢, d soient premiers entre eux dans leur ensemble,

il faut et il suffit qu'il existe des entiers relatifs #, y, 2. 1, tels que :

axr - by -+ cz L dt=1.
c d i
A et I sont premiers entre eux dans leur ensemble, et
cette propriété caractérise le P.G.C.D.

B . . g a
Dans le cas général ~
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III. — Soient ¢ et b deux entiers relatifs. Nous recherchons leurs multiples
communs. I en existe certainement, puisque (ab) posséde cette propriété.
Si My et Ms sont deux multiples communs :
Mi — M3 est un multiple commun,
kM; est un muitiple quelconque.

THEOREME. — Les multiples communs & deux entiers relatifs constituent un
Idéal. Ils sont par suite les multiples de Uun dentre eux, le multiple positif le plus
petit, soit m, m est appelé le P.P.C.M. de a et b.

Un multiple commun quelconque est : M = km, k étant un entier relatif quel-
conque.

En particulier ab = km..

Posons m = ae.=DbB. Nous avons :

b=kFke a=kp.

k est donc un diviseur commun i a et b, et sa valeur absolue est la plus grande
possible pour que m soit le P.P.C.M. Donc k est égal au P.G.C.D., A, au signe
prés et :

Les autres propriétés du P.P.C.M. se démontrent comme dans les méthodes
classiques.
MULTIPLES COMMUNS A PLUSIEURS ENTIERS RELATIFS.

On montrerait de méme que les multiples communs 3 plusieurs entiers relatifs
4, b, ¢, d constituent un idéal (Iy), et que par suite M = kwm, m étant le P.P.C.M.
Mais la méthode pour déterminer m ne se généralise pas.

Frisoure (Lycée de Saini-Cloud).




