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ESPACES EUCLIDIENS et ESPACES METRIQUES
NOTIONS METRIQUES et NOTIONS TOPOLOGIQUES *

par André REvVUZ

Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences de Poitiers

I. RETOUR SUB LA DROITE REELLE

Dans la précédente conférence, M. CHOQUET a rappelé les propriétés
algébriques de la droite réelle R et a défini les applicalions continues de
R dans R, en se fondant sur la structure d’ordre de R. L’intervalle ]a, bl
étant I'ensemble des nombres réels x vérifiant a < x < b, I'application f
de R dans R est conlinue en z,, si, pour tout intervalle ]a, 8] auquel
appartient f(x,), il existe un intervalle la, b[ tel que ¢ Ja, b[ implique
f(@) < 1, 2[. ou encore, en ulilisant application réciproque f— (A étant
tin sous-ensemble de R, f—1(A) est 'ensemble défini par

r o [ (A) <=> f(a) €(A) :
f esl continue en ., si, pour tout intervalle ]a, 8 contenant [(x,),
f=! {2, 8) contient un intervalle auquel x, appartient. Si l'on désigne
par ensemble ouverl (ou plus rapidement par « ouvert »), toute réunion
d’intervalles, on en déduit qu'une application de R dans R est continue
en tout point si, et seulement si, 'image réciproque de tout ouvert est
ur ouvert (’ensemble vide est considéré comme ouvert).

Notre premier propos sera de définir la continuité des applications
de R dans R, en utilisant une autre structure de la droite réelle : dési-
gnant par distance de deux nombres réels la valeur absolue de leur diffé-
rence. on pourra donner de la continuité de f au point x, les trois défi-
nitiens équivalentes suivantes :

1¢ Pour tout « > 0, il exisle % > 0, tel que |r—x,| < v implique
%f( ) — f(;l‘(,ﬂ < e.

2° La distance de f(x) a f(r,) tend vers 0, lorsque tend vers 0 la
distance de x a 2.

3° Pour tout intervalle I de centre f(x,), f[—' (I) contient un inter-
valle de centre x,.

De I'énoncé 3°, et du fait que tout intervalle contenant un point
contient un intervalle ayant ce point pour centre, on déduit I'identité
entre cette définition de la continuité et celle qui est fondée sur la struc-
ture d’ordre de R et on peut donner des ouverts de R la définition sui-
vante : est ouvert tout ensemble O tel que x¢ O implique I'existence d’'un
intervalle I de centre x inclus en O.

Cette derniére définition de la continuité a le mérite de s’appliquer &
tout espace sur lequel a 6ét¢ définie une distance.

(*) Conférence prononcée le jeudi 15 novembre 1956, a DP’Institut Henri-Poin-
caré, seconde conférence du cycle sur la topologie organisé par la Société Mathé-
matique de France, en accord avec PA.P.M. i Dlintention spéciale des professeurs.
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H. DEFINITION DE LA DISTANCE

E étant un ensemble dont les éléments seront désignés par x, y... une
distance sur E est une application de E X E dans R+ (ensemble des
réels positifs ou nul) vérifiant les propriétés suivantes :

1° dlx, y) = 0<=>rxr—1y.

2° d(x, y) = d(y, x) Syméirie.

3° d(x, y) <d(x, z) 4- d(z, ) Inégalité triangulaire.

E muni de cette distance sera dit un espace métrique (ou distancié).
Il est immédiat que Papplication z,y— |t —y!| est bhien une distance
sur R.

Si E et F sont deux espaces métriques, on peut appliquer telle
(uelle la définition 2° ci-dessus de la continuité. I’équivalent de 1° est, si
d cst la distance sur E et 3 la distance sur F : pour tout « > 0 il existe
1> 0 tel que d(x, ) < n=>38 [f(x), {(xy) ] < «. L’équivalent de 3° s’ob-
tient en introduisant la notion de boule : Ia boule ouverte (resp. fermde)
de centre 2, et de rayon r (strictement positif) est ensemble des points x
vérifiant d (x,r) < r. (resp. <r). Il prend alors la forme : Iimage réei-
proque d’une boule de centre ftx,) contient une boule de centre .,

Avant de poursuivre Pétude de la continuité définie A partir de la
distance, étudions un peu celle-ci en elle-méme. Les axiomes de la
distance, qui sont satisfaits par les distances « concrétes » sur la droite,
dans le plan (R2) dans I'espace & trois djimensions (R3), apparaissent
par la comme « naturels ». Il n’est cependant pas mauvais d’examiner le
sens de chacun d’eux et de déterminer dans quelle mesure [absence
d’un des axiomes est rédhibitoire pour P'utilisation de la distance corres-
pondante.

Le premier axiome signifie que tout élémeént est i distance nulle de
lui-méme et & distance positive de tout autre élément. Que se passerait-il
si Pon avait une « distance » satisfaisant 2° et 3°, mais seulement
1 bis : v=y=>d(x,y) =0 et pour laquelle il existe des couples d’élé-
ments différents & distance non nulle Pun de autre ? (Une telle distance
est appelée un écart). De deux choses 'une : ou bien cela résulte d’un
choix maladroit de la distance et il faut en chercher une autre ; ou bien
ce sont, en quelque sorte, les éléinents différents dont la distance est
nulle, qui ont tort d’étre différents, car ils jouent le méme roéle dans la
([uestion traitée. Dans ce cas,.on remarquera que : 1° la relation oy
définie par d(z,y) = 0 est une relation d’équivalence ; 2° que les dis-
tances d’un élément x 4 deux éléments y et z appartenant 4 une méme
classe d’équivalence sont égales, car d (z, y) = 0 entraine

d@x,2) <d(x,p) -dy.2)=d (),
et d@x,y <d(x,z) +diz,y) =d(x, 2)
et que, par suite, on peut adopter comme distance de deux classes mo-
dulo ¢ celle d’un élément quelconque de la premiére 4 un élément quel-
conque de la seconde. L’espace quotient E/; est un espace métrique. 11
est déduit de E par identification des éléments 4 distance nulle les uns
des autres. Un exemple simple de cette situation est fourni par Uécart
suivant : valeur absolue de la différence des abscisses pour les points
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du plan. Les classes d’équivalence sont les droites x = c**. L’espace E/p
est isométrique (voir plus loin) & la droite réelle.

Le deuxiéme axiome, sur la symétrie de la distance, pour naturel
qu’il paraisse, n’est pas vérifi¢ par une distance concréte : la distance
mesurée en heures de marche que l'on utilise en montagne et qui est
plus grande 4 la montée qu’'a la descente. Le cas d’une distance dissymé-
trique n’est pas trés dramatique cependant, car en posant

S (x,y) =sup. [d@ 1), dy.x)],
on obtient avec 3 une distance satisfaisant les trois axiomes (si d satis-
faisait 1° et 3°).

Le troisiéme axiome a pour meérite de garantir, pour employéer un
langage intuitif, que « le voisin du voisin est voisin ». D’autres inéga-
lités auraient le méme effet. Toute inégalité de la forme

d(x,m <o ld@2), dzp]
oll ¢ est une fonction réelle, positive, nulle et continue -au point (0, 0)
assurerait au moins, pour employer le méme langage intuitif, que « le
trés voisin du trés voisin est trés voisin ».

L’inégalité triangulaire sous sa forme classique a deux meérites :

1° sa simplicité ;

90 son trés grand domaine d’application. Tous les espaces étudiés
de la Quatri¢éme du Lycée au Certificat de Caleul différentiel et intégral
peuvent étre pourvus d’une structure métrique — utilisée effectivement
et non imposée pour les besoins de la cause !

Exemples de distances (1).

Remarquons que Pon peut définir sur tout ensemble au nioins une
distance en posant d(z,x) =0 et d(x,y) =1 si x#UY. (Cest celle que
pourrait obtenir un arpenteur avec un métre infiniment élastique !).
Clest évidemment un cas extréme qui ne peut guére avoir d’autre réle
que celui de garde-fou, en fournissant un contre-exemple éventuel a un
théoréme conjecturé sur les espaces métriques.

Dans Pespace R” on peut définir une premiere distance di (z, i)
{distance euclidienne) pour x = (x1, T2, ..., x,) et y=_(~1, yz ..., Un)

en posant di (i, y) = 2 (x;— yy)=.
; .
Les axiomes 1° et 2° sont évidemment satisfaits. Pour établir 1'iné-
galité triangulaire, posons :
2, —z;=a; el z;—y,=Db;; on a x;— Y= q, -+ b,
Il s’agit de vérifier

y/ 2 Forsy /St \/27»

(1) 11 n’est peut-étre pas sans intérét de citer, a4 coté des exemples mathéma-
tiques, quelques-unes des distances de notre vie quotidienne, auxquelles on n’a pas
I'habitude de donner ce nom, mais qui en ont pourtant en général les propriétés
mathérrfiatiques: prix d’une umnité de conversation téléphonique, durée d’un voyage,
son coit...
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inégalité équivalenie a

Na+by2< Sai4+Sei42 \/(},ja?) (35?)

elle-méme équivalente &

Eaibi = \/(2012> (2 b?)
<0, et

qui est vérifiée si Sab, <0, et qui pour = a;b; >0 résulte de 'inégalité
de Schwarz :

V)2 NP AWA VI
(Za,-_b,-) < (Zai) (Ebg)
A
qui exprime que le trinéme }_4 (a; + b)? est toujours positif ou nul, et
est toujours vérifiée.

as e 2 TH . @i
Remarquons que Pégalité ne peut avoir lieu que si i A pour
: e
i==1, 2, .., n, c’est-a-dire si
X1—21 = Xi—2i __Xn—2Zn
h—n “yi—li ¥ YUn—2Zn

c’est-a-dire si les trois points z, y, z sont alignés.
Une autre distance possible dans R» est
d2 (v, y) = sup |x; — y,|.
i

.
Une troisiéme est d; (x, y) = }4 | — gl

1

Si les coordonnées x; sont considérées comme des coordonnées car-
tésiennes rectangulaires, les boules de dy sont limitées par des cercles
dans R% par des sphéres dans R3. (On aurait des ellipses et des ellipsoi-
des avec des coordonnées obliques). Avec des coordonnées rectangulaires,
les boules de d» sont limitées par des carrés de cotés paralléles aux axes
dans R2 (cubes dans R3), et les boules de ds sont limitées par des carrés
de cotés paralléles aux bissectrices des axes dans R2 (octaédres réguliers
dans R3),

Si d est une distance sur un espace, et [ une fonction réelle définie
sur R+, positive et vérifiant f(0) =0 et f(z -+ y) < f(x) + f(y) pour
tout x > 0 et tout y > 0, fld) est une distance admettant les mémes
boules que d [chaque boule ayant, en général, des rayons différents pour
d et f(dy]. On peut, en particulier, prendre pour f une fonction crois-

sante concave. Par exemple, si d est une distance, en est une

d
144
autre, qui admet les mémes boules que la premiére et qui est bornée.

Si plusieurs distances di, ds, ... ., d, sont définies sur un méme

espace, on vérifie sans peine que

d==\d+aiq .. +d?
en est une autre (conséquence de Pinégalité de Schwarz), ainsi que
d=di+ds+ ... 4 d, etd= sup d;. (Dans ce dernier cas, la boule de
i
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centre m et de rayon r pour d est lintersection des boules de mémes
centre et rayon pour les distances d;). .
Notons enfin que, si une suite de distances a été définie sur un espace,
on peut en déduire une nouvelle en posant ‘
-
1 dn
d= e
n§1 2n1 + du

Distance géodésique.

Etant donné un espace méirique E et un sous-ensemble F de E, la
restriction & F X F de I’application d de E X E dans R+ est évidemment
une distance pour F, dite induite par celle de E. Par exeraple, si E est R®
el FF une sphére S, la distance euclidienne de R* donne une distance sur S
(longueur de la corde) que T'on pourra appeler aussi distance de plonge-
ment de S dans R3. Mais on peut, 4 partir de celle-la, en définir une
autre : la distance géodésique.

Supposons qu’il existe sur F au moins un chemin continu liant un
point donné a & un point donné b. Par un tel chemin, nous entendons
une application continue f du segment [0, 1] dans F vérifiant f(0) = a,
f(1) =b. A toute suite finie |t;] (4, =0<Hh<.<H< .. <L, =0>
correspondent les points a, ...., m;=f({), ..., b et le nombre réel
positif L (}¢;{) = d(a, m1) + .. 4+ d(my, my ) + ... - d(m, 4, ).
Si Pensemble de ces nombres pour toutes les suites finies #; est borné
supérieurement, le chemin est dit rectifiable et sup L(}¢.{) = L(f) est
la longueur du chemin.

On vérifie alors que 3 (@, b) = inf L(f) (inf étant calculé pour l’en-
semible de tous les chemins continus reliant @ 2 b) est une distance. En
effel :

1° 3 (a, b) = 0 <==> a = b est évident, car si « =D, il y a un chemin
de lengueur nulle reliant a & b (f(f) = a pour tout t= [0, 1]) et si a=¢
toul chemin a une longueur au moins égale a d (a, ) > 0.
2° La symélrie est évidente.
3° ¢ > 0 étant donné, il existe des chemins f,, et f., tels que
L{fo<s(ae) 4+« L{f.) <5, c) L e
Or, on peut définir de maniére évidente la somme de deux chemins
tCest Papplication ¢ définie par
o) = f,. (28) pour 0 <t<1/2,
o) = f,, 2t-—1) pour 1/2<E<1)
et Ia longueur du chemin somme est 1a somme des chemins. Mais o est
un chemin reliant @ &4 b, on a donc
3(a, by S L) ==L (f,) + L({f,) <38(a, ¢) + 5(b, ¢) + 2.

Comme ¢ est arhitraire, il en résulte I'inégalité friangulaire. On peut
démontrer élémentairement, en appliquant la définition ci-dessus, que
la distance géodésique définie sur la sphére S» 4 partir de la distance

euclidienne de R? est la longueur du plus petit des deux arcs de grand
cercle joignant deux points.
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II1. IsoMETRIES

Une application biunivoque / d’un espace métrique E (distance o)
sur un espace métrique F (distance 3) est une isométrie si

d(a, b) =3 [f(a), f(b)]
pour tous les couples d’éléments de E.

" Qest le cas des transformations de la géométrie élémentaire, facheu-
sement nommeées déplacements et symétries (et qu’il vaudrait mieux
appeler isométries directes ou inverses) (1). )

Il est clair que si E’ est un sous-espace de E, la restriction de fafE
est une isoméirie de E' sur f(E"). Mais ce qui n’est pas toujours vrai et
fera par conséquent Pobjet de théorémes, c'est la possibilité d’étendre
aux espaces entiers une isométrie existant entre deux sous-espaces de
E ¢t F.

Par exemple, si E = F = R2, I'isoméirie entre deux sous-ensembles
composés de trois points non alignés s’étend de maniére unique aux
espaces entiers : c’est la forme épurée du troisiéme cas d’égalité des
triangles. 11 est encore vrai si E et I sont deux sphéres de méme rayon,
que la distance soit la distance de plongement ou la distance géodési-
{ue correspondante. Avec ces mémes distances, il est faux sur deux
sphéres de rayons différents. (Ces exemples montrent combien sont
« lourdes d’axiomes inexprimés » les démonstrations usuelles des cas
d'égalité 1),

1V. CONTINUITE

Repreunons la troisi¢me définition de la continuité d’une applica-
tivn f d’un espace métrique E dans un espace métrique F : dire que f
est eontinue au point x,, c’est dire que I'image réciproque de toute boule
de centre fir,) centient une houle de centre x,. Ceci améne i introduire
la notien suivante :

Définition : On appelle voisinage d’un point . tout ensemble conte-
nuant une houle de centre x.

On peut alors énoncer : « f est continue au point x, si et seulement
si''image réciproque de tout voisinage de f(z,) est un voisinage de x,. »
Enoncé simple et général qui a le mérite de conserver tout le contenu
intnitif de la notion de continuité.

Supposons que [ soit continue en tout peint de E. On va pouvoir
¢nuncer ce fait trés simplement en faisant intervenir les ouverts de E et
de I,

Définition : Un ensemble ouvert d’un espace métrique est une réu-
nion (quelconque) de boules ouvertes.

En remarquant que si y< B (r. r), on a d (v, y) =1 < r et par suite

1) Tl semble d’ailleurs que ce soit en utilisant les motions de distance et d’iso-
métrie que Pon puisse le plus facilement donmner une axiomatique de la Géométrie
¢lémentaire, qui soit simple et « coneréte s dans la mesure ou les axiomes expri-
ment des opérations usuelles de la Géométrie (mesure de distances, pliages, etc...).
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By, r—r) C B(x, r) en vertu de I'inégalité triangulaire, on en déduit
une autre définiticn des ouverts :

Un ouvert est un ensemble qui est voisinage de tous ses points. On
¢n déduit : « § est une application continue de E dans F (c’est-a-dire
continue en tout point de E) si et seulement si l'image réciproque de:
tout ouvert de F est un ouvert de E. »

Remarquons la facilité avec laquelle cette définition de la continuité
permet de démontrer le théoreme : Si E, F, G, sont trois espaces métri-
ques, f une application continue de E dans F, g une applieation continue
de IF dans G, application composée gof de E dans G est continue.

Si AC F, et si ' A est son complémentaire, on sait que

o= [,

si donc on appelle fermé tout ensemble dont le complémentaire est
ouvert, on voit qu’'une définition équivalente de la continuité s’obtient
en remplacant dans 1'énoncé ci-dessus le mot ouvert par le mot fermé.

On peut donner de I'ensemble fermé une définition intrinséque en
utilisant la notion de point adhérent 4 un ensemble.

Définition : a est adhérent & A, si, pour tout voisinage V de a, on a
V nAs¢d. (Il suffit évidemment que ceci ait lienu pour les boules de
centre a). L’adhérence A d’un ensemble A est Pensemble de ses points
adhérents. On a pour tout A, AC ‘A,

Théoréme : Un ensemble est fermé si et seulement s’il est égal 4 son
adhérence.

En effet, A fermé veut dire Y A ouvert. Si a ! A, il existe une boule

’

B (a, r) incluse en [:A, done B (a, r)NA = 4, et adA (1), d’out AC A, c'est-a-
dire A = A. Inversemenﬂ s A =4, pour tout point « A, il existe une
houle B (a, r) telle que B (a, r) UA =4, d’on Bia, r)C ‘\A et E A est

ouvert.
On vérifie immédiatement qu’une boule fermée est un ensemble

fermé (ce qui rassure sur la cohérence de la terminologie).

Les ensembles ouverts possédent deux propriétés trés importantes :

(0y) : Toute réunion d’ouverts est un ouvert. C’est une conséquence
immédiate de la définition.
(0») : Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert. (Iensemble
vide compte parmi les ouverts). En effet, soient, O1, O2, ..., O, n ou-
n
verts d’intersection non vide et a¢ g 0,. 11 existe pour i=1,...,n

i=1

(1) Le signe J a été utilisé & la place du signe ¢ barré. J signifie donc ict

« n’appartient pas & ».
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n

une houle B (g, r) incluse en O;. On a done B (a, inf r;) C ﬂ 0, ; ce qui
i =1

¢tablit 1’assertion. y
Les fermés étant des complémentaires d’ouverts possédent les pro-

pri¢tés duales (que le lecteur pourra aussi démontrer directement en

utilisant la définition A — A des fermés) :
(1) ¢ Toute intersection de fermés est un fermé.
(F2) : Toute réunion finie de fermés est un fermsé.

V. NOTIONS TOPOLOGIQUES

Etant donnés deux ensembles E et F, une distance d sur E (3 sur F)
tait de E (resp. de F) un espace métrique E, (resp. F3). Désignons par
C(Ey, F3) Pensemble des applications continues de E; dans Fj. (Cest
un sous-ensemble de ’ensemble de toutes les applications de E dans F).
Une question importante sc pose : Peut-on modifier d, ou 8, ou les deux,
sans medifier € (E;, F;)? Nous répondrons ici a la question suivante,
parente de la précédente :

dy étant une distance donnée sur E, que doit étre la distance d. sur
E, pour que pour tout espace métrique Fys, on ait

€ (R, V) == € (Ea, Fy

Il est évidemment suffisant que la famille ¢) des ouverts corres-
pondant a d: soit identique a la famille @, des ouverts correspondant
a4 d2. Mais c’est aussi nécessaire, car si un ensemble appartenait 2 0,
sans appartenir & @, . il suffirait de prendre F3= E, pour constater
que Papplication identique de E dans lui-méme appartient & @(E,,, Eq)
etmon a € (K4, Eq).

La condition pour d, et d: de donner les mémes ouverts est équiva-
lente & la suivante : Pour tout a< E, toute houle B, (a, r) relative a d:
contient une houle B2 (a, r') relative a d., et inversement.

On vérifie a partir de 14 que les trois distances di, ds, d; définies
plus haut sur R” donnent les mémes ouverts et par conséquent les
mémes ensembles € (R", F3) pour tout espace métrique Fj.

On voit done que si la donnée d’une métrique sur E définit ’en-
semble € (E, ), la donnée de cet ensemble, et méme de ces ensembles
pour tout F, ne définit pas la métrique de E sans ambiguité.

La notion de distance nous a conduit & une définition de la conti-
nuité, qui, finalement, ne dépend pas de la distance elle-méme, mais seu-
lement des ouverts que I'on a définis 4 partir d’elle.

Si, done, on ne s’intéresse qu’a la continuité des applications défi-
nies sur un espace E, la structure métrique est plus précise qu’il n’est
nécessaire. C’est ce qui améne a définir des structures plus générales :
les structures topologiques.

Etant donn¢ un ensemble E, on dit quon a défini une topologie
sur E si 'on s’est donné une famille ¢ de sous-ensembles de E vérifiant
lesdeux axiomes suivants :



= 1{84

(01) : Toute réunion d’ensembles appartenant a () -est un ensemble

de @) .

(02) : Toute intersection finie d’ensembles de () ‘est un ensemble
de () .

(Les convenlions relatives & la réunion et a Pintersection de la par-
tie vide de ) , entrainent que E et le sous-ensemble vide de E appartien-
nent a 0 ).

Les ensembles appartenant a4 () seront dits les ouverts de E dans
la topologie ¢ et E sera dit un espace topologique.

Si E et F sont deux espaces topologiques, une application [ de E
dans F sera continue si et seulement si 'image réciproque de tout ouvert
de I est un ouvert de E.

Toutes les définitions données plus haut se transposent immédiate-
ment : si on appelle fermé tout complémentaire d’ouvert, la famille &
des fermés vérifie les axiomes (Fi) et (Fz2) et on peut évidemment défi-
nir ¢ par une famille G de sous-ensembles de E vérifiant ces deux
axiomes.

De méme, on appellera voisinage d’un point tout ensemble contenant
un ouvert contenant le point ; point adhérent 4 un ensemble tout point
tel que pour tout voisinage V de ce point, on ait Vn A =44 ; adhérence

A d’un ensemble A ensemble de ses points adhérents. On vérifie que les

fermés sont les ensembles tels que A = A.

On appellera homéomorphisme de deux espaces topologiques E et ¥
unc application biunivoque et bicontinue de E sur F.

Mais ces définitions étant acquises, une foule de problémes se
posent. par exemple :

Une topologie étant donnée sur un ensemble E, peut-elle étre déduite
d’une structure métrique sur E ?

Quelles restrictions y a-t-il Heu d’apporter 4 la généralité des siruc-
tures topologiques définies plus haut pour qu’elles possédent telle pro-
priété particuliere, de R* par exemple ?

I.a tache de la topologie, en tant que théorie, est de répondre & ce
genre de questions.

YRR



