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I1l. ESSAIS ET VARIETES

SUR L'INDEPENDANCE
DES AXIOMES DE LA DEMI-DROITE

Nous allons revenir sur les axiomes de la demi-droite (1) pour démontrer leur
indépendance. En méme temps nous profitons de I'occasion pour souligner leur role
d’axiomes d’ordre. Pour varier, nous reprenons les énoncés de ces axiomes en les
formalisant Nous ne nous précccupons pas encore du role de la droite comme &é-
ment structurai des espaces linéaires, mais nous exigeons de l'ensemble E, non vide,
que nous appelons déjd une droite, de satisfaire aux quatre axiomes de la demi-
droite. Les éléments A, B... de ensemble E, s’appellent alors les points de la droite.
Les quatre axiomes T ; 1, 2, 3 et 4, permettent <Je caractériser des parties de la droite
appelées des demi-droites. Des relations d'appartenance entre des demi-droites nous
ont permis de définir des relations d’ordre sur la droite.

Les quatre axiomes sont placés dans un ordre constructif, ils permettent ainsi
denrichir successivement Vensemble E. 11 s’agit de démontrer une indépendance
ordonnée de ces axiomes. La méthode consiste a fournir des exemples, satisfaisant &
une partie des axiomes, mais pas & tous. Dans nos exemples d’ensembles E, ne satis-
faisant pas 4 tous les quatre axiomes, nous prenons la liberté d’utiliser aussi les
expressions : droite, demi-droite et segment de droite.

Axiome 3 I, 1. — Tout point A¢ E détermine sur E deux parties (demi-
droites) notées provisoirement (Ia) et (I[4), telles que

(Ia)-n (Ila) == A
(Ia) U (IIa) =E

EXEMPLE T* : Si ensemble E est formé par un seul point A, alors :
(Ia) = (IIa) = A.

Laxiome I, T est satisfait, mais pas les axiomes suivants.

Axiome : I, 2. — Si A€ E,

H B¢ (la) avec Bs£ A et H C € (IIa) avec C#= A.

Notation : (Ia) = AB (demi-droite d’origine A contenant B);(I[5) == AC;
notis écrivons aussi :

AB = AC = — AC (ne contenant pas C).
Les demi-droites opposées AB et AC n’ayant que l'origine commune, nous pou-
vons énoncer :

"Une demi-droite est entiercment définie par son origine et un autre de ses points
chois: arbitrairement.

L’exemple le plus pauvre de E, satisfaisant & I, 1 et 2, contient au moins trois
points. 4

ExemeLE 2° : E= 3A, B, C i :
11 n'y a qu'une facon possible de concevoir toutes les demi-droites de E :
les demi-droites d’origine A : '

AB= | A, B,

AC= | A, C| donc AC=—AB

(1) Cf. Bull. de P'A.P.M., n° 177 de mai 1036, notre étude : « Définition axiomatique
des espaces linéaires et leur orientation ».



les demi-droites d;drigine B
BC = l B, C !,
BA=|B,A|l (aussi = AB) ;
les demi-droites d’origine C :
CA=|cC al,
B={¢ B |,
~ DEFINITION D'UN SEGMENT DE DROITE. — Deux points A et B de E déterminent
une partie de E appelée le segmeni de dioite AB, noté : [AB]. Par définition :
[AB] = AB U BA.
Lintériewr du segment AB écrit JAB[ et se définit par :
JAB[ == [AB] — A — B.
Cas particulier d'un segment dit'nul : Si A=5B :
[AAl=| A | et JAA[==0 (ensemble vide)
Dans Vexemple 2 on a: [AB] = IA, Bi et TAB[=4¢. Il n’y a pas de
points intérieurs pour aucun des segments.
Axiome : I, 3. — §i ACE ¢ BCE, A5 B, dlors AB ) — BA.

Conséquences de cet axijome :

. E(fhangeons de notation en désignant par As, A1, ..., A, ... des points distincts
e E.

Si Ao€ E, HA; € E d'aprés 1, 2.

D’aprés I, 3 on a (1) ..’\_(—A1 D —'AlA(,.

Daprés I, 2 HAz —Ai Ao done — A:T():.ALA~ donc (1) peut g'écerire :
(1) A AAL,
d'oir As€AcAr donc AgA; = AoAx.

De la méme facon nous démontrons HAz € E tel que :
(2) A1Az D AzAs ol ¢ AsAg=-— AsA,
et ainsi de suite :
(i) Ais1Ar D A

Daprés la transitivité de la relotion d’abpartenance, nous pouvons écrire

KoAr > AtAz 5 ... D AitAi D AArtt D ...

Les points Ao, Ay ..... , Ay, ... sont donc des points de :’\E, il nous faut donc

ajouter des points d'une facon illimitée, d’otr :

TutoriME : Toute deni-droite contient une infinité de poinls.

Les exemples 1° et 2° donnent des ensembles ne vérifiant pas ce théoréme consé-
quence de Paxiome J, 3. Donc : I'axiome I, 3 est indépendant des axiomes I, 1 et 2.

(Nous remarquons d’une fagon intuitive que pour démontrer le dernier théoréme
nous avons placé les points dans un ordre naturel).

ExemprLE 3 : Nous prenons pour ensemble E I'ensemble Z des entiers rationnels
(entiers positifs, négatifs et nuls), ot 7 €'Z détermine les demi-droites (I,) et (IT,)
tels que

x &) si r<n,
y <(1L,) si 32 n.
Cet exemple conserve Pordre naturel de l'ensemble Z.
Si, au lien de construire les points d’'une demi-droite successivement, comme



_._115._.

nous 'avons fait plus haut, nous procédons par ad]oncﬂon en introduisant encore des
points intérieurs a des segments, il nous faut aussi un axiome pour conserver l'idée
d’ordre,

Axiome : 1, 4. — A€E, BESil €E JABY, alors TA = —1IB.

Pour démontrer que I, 4 est indépendant de I, 1, 2, 3, nous allons donner un
exemple satisfaisant aux trois premiers axiomes, mais non au dernier.

ExempLE 4° : Nous prenons pour E I'ensemble Q des nombres rationnels et nous
définissons les demi-droites d’origine donnée en distinguant les deux cas suivants :
i) L’origine est un entier rationnel ¢ (#€ Q et y €Q) :
z€ (Le) si  x<e,
v € (ITe) si yZe.
2) L'origine est un nombre rationnel non entier v, compris entre les entiers consé-
cutifs net w4+ 1 (n < v < n -} 1), alors :
€ (Is) si n<<x<r
y€(IIy) si yZrouysn
Par hypothese : 7€ ]n (n —]— 1l

et n—r(n—l— 1) = (II5).

Ces demi-droites sont identiques et non opposées. L'axiome I, 4 nest donc pas
vérifié dans ce cas.

Reste a montrer que les axiomes I, 1, 2, 3 sont toujours satlsfalts Aucune diffi-
culté pour I, 1 et 2.

Pour montrer que, dans notre exemple, 'axiome 1, 3 est toujours satisfait, nous
laissons & nos lecteurs le soin d’examiner les différents cas qui se présentent suivant
la nature relative des points A et B (entier ou non entier).

Nous concluons : les axiomes 1, 1, 2, 3, sont satisfaits, mais pas toujours
I'axiome I, 4, donc ce dernier axiome est indépendant des trois premiers.

En étudiant T'orientation de la droite (2), nous nous sommes basés sur les axio-
mes I, 3 et 4. C'est & cette occasion que leur réle d’axiome d’ordre apparait en toute
rigueur.
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