1. ESSAIS ET VARIETES
ETUDE sur une ALGEBRE ABSTRAITE BOOLEIENNE

I. On considére dans ce qui suit un ensemble E dont les &léments sont désignés
par @, b, c,... On suppose définie sur cet ensemble une relation d’égalité notée = ré-
flexive, symétrique et transitive. Deux lois de composition interne sont définies sur
cet ensemble. Une loi notée () que nous appellerons « addition » et une loi notée
(X) ou . ou par un blanc que nous appellerons « multiplication ».

IT. AxiomEs,

1° il existe un élément noté o tel que :

() a -+ 0= a quel que soit a¢ E ;
2° il existe un élément noté 1 tel que :
(2) & X T=a quel que soit a ¢ E ;

A0

3° les deux lois de composition interne sont commutatives :

(3 atb=0b+a

(@)) ab = bq ;
on a les deux lois de distributivité suivantes :

(s) @+ be=(a+b) (a4 ¢),

(6) a (b 4 ¢) =ab - ac.

5° Si les éléments notés o et 1 sont uniques, a tout ¢ correspond un élément noté

a tel que l'on ait simultanément :

o

4

(7 ada=r,
®) aa — o a sera dit le complément de a.

Remarquons que contrairement i ce qui se passe dans l'algébre ordinaire, les
deux opérations notées () et (X) jouent le méme role Tune par rapport a l'autre
[axiomes (5) et (6)] et que plus généralement 4 tout axiome ol interviennent les
symboles >, -1, 1; 0 on peut associer un axiome dual obtenu en remplagant les sym-
boles précédents par -+, X, o, 1, respectivement.

A toute démonstration sera ainsi associée. une démenstration duale qu'il sera inu-
tile de faire explicitement.

La compatibilité de ces axiomes sera résolue plus loin en indiquant un modéle

géométrique de cet édifice de relations logiques. On n'examinera pas le probléme de
P'indépendance des axiomes,

IT1. TuforEMEs.

1° Unicité des éléments neutres o of 1.
S'il existait un autre élément neutre pour l'addition, soit o, on aurait ;
0 -0’ =0 par définition,
0"+ 0==0" d'aprés (1) ol on fait a=o’.
or © 4 o0=0- 0 daprés (3).
done 0==0" (transitivité de ['égalité;

(1) (Le segment SM' est en ponctué jusque M,



Une démonstration duale assure 'unicité de ’élément noté I.
Conséquence : a existe (11, 3°).
2° Lois d’idempotence.
¢ -+ a==1(9) et par dualité aa = a (10).
Montrons que @ -} ¢ =a,
(@+a) (6 +a)=a -} aa, axiome (5),
or afa=1

i t (8
o axiomes (7) et (8),

il vient donc :
(@4-a) X 1—=a-}o,
et en appliquant (1) et (2)
“a+ae—=a.

3° a X o=o0 (11) et par dualité a + 1—1 (12),

démontrons (11) :

a+o=u,
donc :  a (e <+ 0) 4- aa, appliquons (6)
aa 4 a0 = aa, appliquons (%)
0 -+ ao=—0o, appliquons (1)
a0 == o,

4° a4 ab=a (13) et a(a 4 b) = a (14) (lois d’zbsorption),

démontrons (13) :

a-+ab=(aX 1)+ ab axiome (2),

=a(1+4b) axiome (6)
=a X1 axiome (3) et théoréme (12)
=a axiome (2)

5° Unicité de a.

Montrons que §’il existe a’ tel que :

z a_,i—__f" 0= ! on a nécessairement ' =—a
En effet :
dtaa=(@ +a) @+ dapres (5)
=1X (@ +a
—ata
or : & +aa=dtfo=d,
donc : o +a=d
en remplacant o’ et aeta par ¢’ dans le calcul précédent on trouve :
a+d = a,
mais :

a+o=a-td,
| g

donc : a =aq.



Conséquence : comme le complément est unique et que :

-a——i— (@ == 1
3 a= 0, a est le complément de a
donc : a=a (139),

la complémentation défnit donc une correspondance biunivoque
( =0 ) entre éléments de E
a—>a
6" a(ab) =o0 (16) et'a - (a + b) =1 (17) par dualité. Démontrons (16) :
a -+ ab ==a (loi d’absorption), (13),

‘a(a 4 ab)=—qa==0 développons le premier membre :
aa -} a (ab) = o,
o-a(ab) =o,
a (b)) = aQ,

7 aF+b=20D (i8) et ab=a -} b (10). Démontrons (18) :
11 faut érablir que le complément de @ + b est égal & a.b, donc que :
(@.5) (a+ b) =o,
(@.b) 4 (a 4+ by = 1.
développons en appliquant (6) :
(@.b) (a4 b) = (a.B)a 4 (a.b)b
Or, d’aprés (16) les deux termes trouvés sont nuls ; de méme :
(@B + (@ + 5 = [(a+ b) + 3l [(a + b) 4 B] d'aprés (3) et (3),
=131 d’aprés (17).
=1,

La complémentation définit. nous Pavons remarqué, une correspondance biuni-
voque entre éléments de E :
—_—
( b S : )
—_——
b b

La relation a.b = a - b montre que la complémentation esi un artomorphisine
sur (E) muni des deux lois de composition interne notées (.) et ().

8° ((ab)e)a=o0 (20) et ((a+b) 4 ¢)+a=1 (21). Démontrons (20) :
(nb) + (ab)c = ab loi d'absorption (13),

or : ab = ba = (bc 4 b)a toujours d’aprés (13).
= ab + (bc)a,
done : (ab) 4 (abYc = ab - (bc)a,

Multiplions par a et développons :
(ab)a + ((ab)c)a= (ab)a + ((bc)a)a,
0+ ((ab)c)Ja=o0-4o0  d'aprés (16).
donc : ((ab)c)a —=o.
9 ((ab)e) be=o (22) et (@48 4 )b c=1 (23) par dualité.
De I'égalité établie plus haut :

ab -} (ab)c = ab | (bc)a on tire en permutant a et ¢
be + (be)a = be + (ab)c,




maltiplions les deux membres par bc
(be) (5) + ((b)a)be = (bc) (B0) =+ ((ab)e)be,
0+ 0=0 -} ((eb)c)bc d’aprés (8) et (16},
donc : ((ab)c)bc = o.

(24) et (ab)c =a (bc) (25) par dualité. -
Pour établir (25) par exemple, il suffit de montrer que les deux membres ont le

méme complément, or le complément de a (bc) est : a be.
Montrons donc selon (%) et (8) que :

{ [(@cl [a45c]l =0
L @b)e+ @+ 50 =1
[(ab)c] [a + Be] == ((ab)c)a -+ ((ab)c)be, d’apres (6).
=0 -+ o=o0 d’aprés (20) et (22).
(ab)e + (@ +bc) = [{a + bc) + 1 [(@ + be) + ab] d'apres (5)-
=[(@+bc) +cl | [{a+bc)+al [(a+bc) 4 b] | dapres (5)
or : (6+bc) Fa=1 (n° 17), il vient :
(ab)c + (@ +5¢) = [(a +bc) + ] [(a+ o) + ¥,
— @+ 50) + be daprés (3),
= 1 d’apres (17),
ce qui établit la formule (23).
11° La relation @ -+ b===5b est une relation d’ordre dans E. — Une relation
notée < est une relation d’ordre si :
a<ao (réflexivité),
asb et b<c entrainent ¢<Xc¢ (transitivité),
a<b e b<a entrainent a==>b, (antisymétrie),
nous avens bien iei :
a+a=a (réflexivité},
@} b=>b et b- c=c entrainent :
at+c=at@GF+)=@+b+tc=b+c=rc,
a4 c=c (transitivité), .
de plus : a+b=b,
et b1 a=a entrainent o=~. Axiome (3).

Si nous temarquons que a-} b=—"0  entraine :
ab =g (a -+ b) = a, d'aprés (14).

€t que : ab=a entraine
b+ a=10-+ ab="b, daprés (13),
b+ a=¢.
Les relations @ - b == b et ab = @ définissent la méme relation d'ordre dans (E) ;
nous pourrons noter cette relation a<b.

Remarquons que 2 < b ou @ -+ b= entraine (¢-{- bYo = b.b. donc : a.b=0.
Réciproguement : ab = 0 entraine



— 4T —

(@4 0) (b + b) =}
(@ -+ B)1 —b
e+ b =b
a <bh

IV. Nous montrerons la compatibilité du systéme d’axiomes précédents en don-
nant un modéle géométrique de cette algébre qui est des plus classiques,

Considérons I'ensemble des parties P(E) d’un ensemble E, A, B, C... sont des
parties de E. Nous écrirons que A = B si tout élément de A est élément de B et
inversement. Nous poserons :

A+B=AUB (réunion de A et de B),
AB = A n B (intersection de A et de B),

0 sera l’ensemble vide,

1 lensemble plein,

A est le complémentaire de A.

La relation d’ordre est la relation d’inclusion. Les axiomes posés sont immédiats
a vérifier intuitivement : nous admettrons que cela suffit & affirmer leur compatibilité.

V. LA LOGIQUE DES PROPOSITIONS EST UNE ALGEBRE DE BOOLE.

Dans ce paragraphe, les objets @, b, c... seront des propositions, par exemple :
« il pleut » est une proposition. Nous admettons la notion de proposition équivalente
yue nous noterons par l'infixe «—>.

g <—> b, I'équivalence étant une relation binaire, réflexive, symétrique, transi-
tive, nous désignerons par a + b l'affirmation de l'une au moins des propositions a
et b (disjonction) et par ab l'affirmation conjointe de a et b (conjonction). Al toute

proposition @ correspond une proposition contraire ou négation notée a. Nous pour-
rons noter I une proposition toujours vraie et 0 une proposition toujours fausse.
Nous admettons donc les équivalences

at+o0¢c—>g . atbe—>b-tg a -+ bce—> (a+ b) (@ c)
eX1e—>gq abe—ba a(bJ-c)e—ab-tac
at+ae—1 ag <—> o
aa «<—> o est la loi de non contradiction,
a~+a¢e—> 1 estlaloi du tiers-exclu (la logique étudiée est la logique bivalente clas-
sique),
Comment interpréter ici la relation d'ordre a 4~ b="5 ou ab=o0? Dire que

ab «—> o revient i affirmer que la conjonction de a et & est impossible. Nous dirons
alors que ¢ implique & (a— &). La double implication donne bien une équivalence

(@b==0 et ab=1o0 conduit 4 a < b et b<a, soit a=1>0, ce qui se traduit ici par
a <—> b). Notons que la transitivité de la relation d’ordre se traduit ici par :

(a—=b) (b— )
—> (e —> ¢), clest le syllogisme.

Ces résultats étant acquis, « démontrons », 3 titre d’exemple, ce théoréme de la
logique dit & Leibniz :
(@—>b) (c > d) — (ac = bd),
en effet abe—>0 et cd<—o0
ac.bd <> ac (b 4 d) <> ac.b + ac.d



— 1) v
_/A ~ A
M A M A N
y s e =
of+0 = o« o+o
(Mise en paralféle de A avec une connerion cuverte)
v
i (@) A , ,
M = N M A I J N
oAx 1= of x 1
(Mise en serie  de A svee Iy
connexion 1J toujours fermeée)
v o (3) v v
A A aﬁ = ﬁq  a /A
M A B 8 A N
«p B
v v
_1} “) —
— — [ N
M a‘ N d+PB= fra M A
o+ p+o
- P (5) & r
v B Amf_/ s
— | & (B+Y) =ap+aY¥ B N
M Aa c N M At'z.___\
== ad a
2 (Pe¥) aB+al¥
v a- '5. vi
)
il
—— v WA A N
M —_/B%LI N d.i-p": (d"ﬁ’(ﬁ#'r) M c
B .
g (c(+133 (+¥)
h h.
a4 N (7 (8) AR N
M £l M S~
d & = Q



_43_

——ab.c+tcd.a
«—>o0-+}o0
>0

On obtient ainsi une langue ahstraite, sténographiée, dont la syntaxe est l'algébre
de Boole. L'utilité de ces considérations pourra se discuter, elles se placent naturelle-
ment sur le plan de la métamathématique et lewr intérét épistémologique est considé-
rable, on ne peut le nier. Le lecteur qui s’intéresse 4 ces questions trouvera une
documentation abondante dans les ouvrages de Beth et de Curry (Gauthier-Villars)
par exemple.

VI. LA STRUCTURE DES CTRCUITS ELECTRIQUES SE RATTACHE A IALGEBRE DE BOOLE.

Considérons un circuit électrique relié & deux bornes M et N et comprenant,
intercalés entre M et N, un certain nombre de relais & deux contacts A, B, C... Au

relais A nous associerons les deux contacts a et g, si un est « owvert » l'autre est
« fermé ». L'ensemble des relais intercalés entre M et N pourra 3 son tour étre
considéré comme un relais 4 deux « positions » : une « position ” fermé” » corres-
pondant au passage possible du courant entre ces points, une « position ” ouvert” »
correspondant a un passage impossible. Deux montages seront considérés comme
€quivalents s’ils réalisent 1'un et l'autre, soit le passage, soit I'interruption du cou-
rant entre M et N. '

A la mise en série de deux contacts ¢ et 8 nous faisons correspondre le produit
«. A la mise en paralléle de ces mémes contacts correspond la somme « - B.

Nous désignerons par I une connexion toujours fermée, par o une connexion
towjours ouverte.

Dés lors, les axiomes (1) & (8) traduisent simplement des équivalences de mon-
tage que nous rappelons dans les schémas ci-dessous. (Voir schémas feuille spéciale)

Notons que si on ne distingtie pas les relais fermés on pourra remplacer leurs
symboles par T et de méme on pourra noter o tout relais ouvert. Si a=1 a=—o0.

Toute fonction algébrique de @, b, c..., abc... sera égale 3 T ou 3 o selon qu'elle
correspond 4 un circuit fermé ou A un circuit ouvert. L’algébre obtenue sera simple-
nient & deux éléments o et I.

Donnons un exemple [tiré de la revue des Télécommunications (1952)] (1) de
réalisation d’un schéma de montage utilisant les résultats précédents,

Entre M et N intercalons une lampe L et trois relais A, B, C. On veut que L
s'allume pour le fonctionnement de un ou deux des trois contacts @, b, ¢ ét ne s’al-
lume pas si ces trois contacts fonctionnent ou ne fonctionnent pas simultanément.

Admettons que le probléme soit possible. Le polynéme abc -+ abc correspond
a un schéma satisfaisant aux conditions d’extinction. Formons le schéma corres-
pondant aw polyndme complémentaire et examinons si les conditions d’allumage sont
satisfaites.

abe -+ abe = bz X abe
=@+b+0) (@a+b+0
=a(b+c)+a@E 40

(1) Cette revue m'a été communiquée par M, HURoN, professeur 3 la Faculté de Tou-
louse,
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