ESPACES VECTORIELS.
FORMES ET EQUATIONS LINEAIRES *

La notion de vecteur se rencontre a diverses occasions dans l'en-
seignement secondaire : composition de translations, de vitesses, de for-
ces ; produit scalaire, produit vectoriel, moment dun vecteur par
rapport 4 un point, puis plus tard sous des formes algébriques plus
cachées 4 propos des polynémes, des formes linéaires. Le mot vecteur
n’est pas alors toujours utilisé avec le méme sens : c’est tantot un vec-
teur lié, tantét un vecteur glissant, tantét un vecteur libre.

Il ne s’agira ici que de vecteurs libres.

Bien que l'image géométrique couramment utilisée : un segment de
droite muni d’une fleche 4 une de ses extrémités, puisse laisser croire
que Pon peut parler d’un vecteur isolé, indépendamment de la conside-
ration d’autres vecteurs, nous verrons bientét qu'un étre mathématique
ne peut s’appeler vecteur que s’il appartient 4 un ensemble d’étres ana-
logues sur lesquels on peut effectuer certaines opérations que nous
préciserons.

C’est la nature de ces opérations et non pas le caractére individuel
de chacun de ces étres qui leur donne la qualité de vecteur. C’est ainsi
qu’un polyndme, une fonction continue, un carré peuvent étre dotés de
la qualité de vecteur.

De facon vague, on peut dire qu'un ensemble d’étres mathématiques
est un ensemble de vecteurs si I'on peut y ajouter deux vecteurs et si
Pon peut multiplier tout vecteur par un nombre arbitraire.

De facon plus précise, nous donnerons la définition suivante :

DEFINITION : On appelle espace vectoriel sur le corps R des nom-
bres réels, tout ensemble E muni :
1) d'une loj de compaosition interne (1) appelée addition, et pour
laguelle E est un groupe commutatif ;
2) d’une loi de composition externe qui, a tout nombre ) ¢ R et 2
tout x { E, associe un élément de E noté )\x, et telle que :
a) A (X 4+ y) =AX 4 Ay,

b) (A + )X = AX + uXx,
c) % (ux) = () X,
d) 1.x = x.

Les éléments de E sont dits des vecteurs ; les éléments de R sont dits
des scalaires.
On dénote par 0 4 la fois le 0 de R et le zéro du groupe E, bien
qu’il ne s’agisse pas des mémes éléments.
Des relations a, b, ¢, d, on déduit aisément les relations suivantes :
0x =0 ; W=0; (—NXx=—=M—x) = —2x
Les relations a, b, ¢, d font intervenir simplement Vexistence d’une

(*) Conférence prononcée a PInstitut Henri-Poincaré, le 8 mars 1956.
(1) Voir exposé de Henri Cartan dans le Bulletin n° 176. Le groupe E étant
cornmutatif, on notera (x -+ y) le composé de x et y, et — x le symétrique de .



addition et d’'une multiplication sur R ; il semble donc que Ion pourrait
définir de méme des espaces vectoriels sur un anneau A qui jouerait le
role que joue R dans la définition précédente. En fait, ce n’est que lors-
que cet anneau est un corps que l'on obtient une théorie analogue &
celle des espaces vectoriels sur R. Ceci tient en grande partie a ce que
la relation Ax —0 entraine > =0 ou x =20, si A est un corps, mais ne
Pentraine pas nécessairement si A est seulement un anneau.

Les corps les plus utilisés sont R et le corps G des nombres com-
plexes.

Le fait que le corps R est muni d’une structure d’ordre n’est pas
intervenu dans la définition précédente. Il n’intervient que si Pon veut
définir dans l'espace vectoriel (sur R) une notion de demi-droite, d’in-
tervalle ; on peut alors parler d’ensemble convexe dans E. Cest ce fait
qui donne aux espaces vectoriels sur R un role privilégié. Je ne parlerai
pas iei des notions de demi-droite et de convexité.

Ezxemples d’espaces vectoriels :

1) L’ensemble des suites de n nombres réels : x= (@i, @B o o oiByk

est un espace vectoriel sur R si 'on pose :
x—l—y:(xl"l_yl’ 1'2—|—y2, -'-;xn+yn s
awe= (Ax1, A2, ..., ANT,).

Cet espace est espace euclidien R™

Le cas particulier = 1 montre que R peut étre lui-méme considéré
comme un espace vectoriel.

9) L’ensemble des fonctions numériques définies sur [0,1] est un
espace vectoriel sur R si Uon définit h=1f | ¢ et k= f par les rela-
tions :

h(x) = f@@) + g(x)
k(x) = 3(@)

Il en est de méme des sous-ensembles suivants de cet espace :
L’ensemble des fonctions continues sur [0,1].
L’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur [0,1].
L’ensemble des polynémes (resp. des polynoémes de degré n).
L’ensemble des polyndmes trigonométriques, etc...

3) L’ensemble des fonctions analytiques réguliéres dans le plan
complexe C est un espace vectoriel sur le corps C.

Il n’est pas toujours aussi facile de reconnaitre si un ensemble est
un espace vectoriel. Considérons par exemple Iensemble des fonctions
continues sur [0,1], dont la courbe représentative a une longueur finie ;
il n’est pas immédiat que la somme de deux telles fonctions posséde Ia
méme propriété. De méme, soit E lensemble des suites infinies

pour tout x - [0,1].

2 =— (&1, T2, . - ., Ly, - - -) -de nombres réels, telles que :
T2t x2 4 . T2 < Ho
il p’est, pas immédiat que la somme x + y=—@1+ 71, . - s T +Ypo . . .)

de deux telles suites soit une suite de méme nature.

Notion d’isomorphisme :

Soit E Pespace vectoriel des polyndmes de degré < n & coefficients
réels. Si p= (@iz"— + azx"—2 1 ... 4 a,) est un tel polyndme, on voit
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qu’il est caractérisé par la suite (a1, as, ...,a,) de ses coefficients, d’oir
une correspondance biunivoque entre E et R#, définie par :

p<— (@, as, ...,a,).
Cette correspondance conserve l'addition et la multiplication par les
scalaires. On peut donc considérer que E et R* sont deux réalisations
différentes d’'une méme structure algébrique ; on traduit-ce fait en disant
que ces espaces sont isomorphes. Plus généralement :

DEFENITION : Soient E et E’ deux espaces vectoriels sur un méme
corps. On appelle isomorphisme de E sur E’ toute application biunivoque
f de E sur E’ telle que

f(x+y) = f(x) + fly) et fOx) = )f(x)

queis que soient X, y, .

Il est immédiat que I'application réciproque f—! de E sur E pos-
séde les mémes propriétés.

Si un tel isomorphisme f existe, on dit que E et E’ sont isomorphes.

Notons que de la condition f(x + y) = f(x) 4 f(y), on peut déduire
que fOx) = M(x) pour tout nombre ) rationnel ; mais on ne sauraif en
déduire la méme relation pour tout scalaire ). Aussi la seconde relation
est-elle essentielle.

Exemples d’isomorphismes :

1) Soit E un espace vectoriel et soit A un scalaire =4 0. L’applica-
tion  — Jr de E sur lui-méme est un isomorphisme. On Pappelle homo-
thétie de centre O et de rapport .

2) Soit E;, I'espace vectoriel des fonctions numeériques continues
sur [0,1] et soit E» Pespace wvectoriel des fonctions numériques conti-
nament dérivables sur [0,1] et nulles pour z = 0. Il résulte d’un théo-
réme d’analyse élémentaire que ces deux espaces sont isomorphes.

3) Toute fonction linéaire définie sur R2 est de la forme
(airx1 4 asx2). Il est done immédiat que I'ensemble de ces fonctions est
un espace vectoriel isomorphe a R2.

4) L’espace des fonctions numériques continues sur [0,1] est iso-
morphe 4 I'espace des fonctions numériques f continues sur ]— o, ~~ o[
telles que f(x) tende vers une limite finie lorsque £ — + © ouz— — =,

5) L’espace des fonctions numeériques continues et périodiques de
période 1 sur R est isomorphe a P’espace des fonctions numeériques
continues définies sur une circonférence.

Produit d’espaces vectoriels :
Le procédé qui nous a permis de définir R* & partir de R peut se
généraliser et permet de construire de nouveaux espaces 4 partir d’es-

paces connus.
Par exemple, soient E; et E: deux espaces vectoriels sur R. Dési-

gnons par E; X E» I’ensemble des couples = (x1,x2) ot ©1 ¢ E; et
x2 €Eo. 81 &= (x1,22) et y = (y1,y2), on pose :
T y= (@~ y1, 22+ y2) ; A = (M1, Axz).



L’espace E: X E: muni de ces opérations devient un espace vecto-
riel sur R, qu’on appelle le produit de X; et Xo.

On définirait de méme le produit d’une famille finie quelconque
d’espaces vectoriels, et méme Je produit d’'une famille infinie de tels
espaces.

Ezxemples : 1) L’espace vectoriel des ~fonctions numériques
h(xy, z2) définies sur RZ? et de la forme h(xi, x2) = f(x1) + g(x2), avec
de plus h(0,0) = 0, est isomorphe au carré de I'espace des fonctions
numériques f définies sur R et telles que f(0) = 0.

2) L’espace des fonctions numériques contindment dérivables sur
[0,1] est isomorphe au produit de R par I'espace des fonctions numé-
riques continues sur [0,1].

Sous-espaces vecloriels. Sous-espace ehgendré par une. partie :

Dans R?, les sous-espaces vectoriels non réduits .4 0 sont les droites
et les plans passant par Porigine.

Dans l'espace des polynémes & une variable, 'ensemble des poly-
némes de degré n, ’ensemble des polynémes divisibles par un polynéme
donné, I'ensemble des polyndomes & termes de degré pair, sont des sous-
espaces vectoriels. De facon plus générale :

DEFINITION : Soit E un espace vectoriel. On appelle scus-espace
vectoriel de E tout sous-ersermble A de E tel cue, si x et y ¢ ‘A, on ait
aussi X + yc A et ix - A pour tout scalaire .

Il est immédiat que tout sous-espace vectoriel de E est un sous-
groupe additif de E.

D’autre part, si (A;) désigne une famille de sous-espaces vectoriels
de E, I'ensemble des éléments communs a tous les A; c’est-a-dire leur
intersection, est encore un sous-espace vectoriel de E.

En particulier, soit X une partie quelconque de E. Il existe des sous-
espaces vectoriels de E contenant X, ne serait-ce que E lui-méme ; leur
intersection A(X) contient X et c’est évidemment le plus petit des sous-
espaces vectoriels de E contenant X. On dit que A(X) est Pespace vec-
toriel engendré par X.

Nous allons préciser la.nature des ¢léments de X en introduisant
une notion nouvelle :

DEFINITION : Soit X une partie d'un espace vectoriel E. On appelle
combiraiscn linéaire d’¢léments de X tout élément de E de la forme

X = E AX; ol (x;) Iest une famille finie d’éléments de X et ol les

P 1

icr
}; sont des scalaires.

Toute combinaison linéaire d’éléments de X appartient a tout sous-
espace vectoriel contenant X, donc en particulier 2 A(X) ; d’autre part,
les combinaisons linéaires constituent évidemment un sous-espace vec-
toriel de X ; ce sous-espace contient X, donc aussi A(X) ; comme d’au-
tre part il est contenu dans A(X), il lui est identique. Autrement dit :
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Le sous-espace A(X) engendré par une partie X de E est identique
a Pensemblie des combinaisons linéaires d’éléments de X.

Ezxemple : Soit E I'espace des fonctions numériques définies sur R.
Soit X le sous-ensemble de E constitué par les mondémes 1, x, ..., 2% ...
L’espace A(X) engendré par X est I'ensemble des polyndmes quelconques.

Sous-espaces supplémentaires :

Dans R?, un plan et une droite issus de 0 et ne se rencontrant
quen O sont un exemple de sous-espaces supplémentaires.

DEFINITION : On dit que deux sous-espaces X; et X, d’un espace E
sont supplémentaires si tout point x de E peut s’écrire d'une facon et
d’'une seule sous la forme

= X; + Xa Oﬁ,xlexl et XzEXz-

Ces conditions reviennent a dire que (X:UX.) engendre E et que
XinX: se réduit au point O ; la vérification en est immeédiate.

On dit que x; est la composante de « dans E ou encore que z; est
la projection de x sur E; parallélement a E,.

Si I'on note x1 = pri.x, on vérifie que l'on a :
pri(x 4+ y) = pri.x -+ pri.y et pri(Qx) =2 pri.x

Exemples : 1) E est 'ensemble des polyndémes en x a coefficients
réels ; Xi est 'ensemble des polynomes divisibles par (z2 + 1) ; X est
Iensemble des polyndémes de degré 1 au plus.

2) E est I'espace des fonctions numériques sur R ; X; est le sous-
espace des fonctions paires (f(—x) == f(z)) ; X2 est le sous-espace des
fonctions impaires (f(— x) = — f(x)).

Dans I’espace R®, les sous-espaces supplémentaires d’un plan sont
tous des droites, c’est-a-dire des sous-espaces tous isomorphes ; c’est 1a
un cas particulier de la proposition générale suivante :

PROPOSITION : Si dans un espace vectoriel E, X, et X’, désignent
deux sous-espaces supplémentaires d’un méme sous-espace X;, la pro-
jection faite parallélement & X; définit un isomorphisme de X, et X’,.

En effet, pour tout #'2¢X’s, on a: 2’2 =z 4+ x1, ot 2 est la pro-
jection de 2’2 sur X, parallélement 4 X;. Mais cette égalilé s’éerit aussi
T2 =2 4 (—x1), donc X2 est la projection de zz sur X'» paralléle-
ment.a X;.

Cette application x2 — 2’ est donc une application biunivoque de
Xo sur X’z ; comme c’est une projection, on a aussi :

(:152 —|—- yz)' = 1"2 —I— y'2 et ()\.‘rg)' = )\.$'2.

‘Done c’est bien un isomorphisme.

INDEPENDANCE LINEAIRE. BASES

La notion d’indépendance linéaire se rencontre en géométrie deés
que I'on cherche & décomposer un vecteur de R® suivant trois vecteurs
proportionnels & des vecteurs donnés, ou en algébre lorsqu’on cherche
les conditions de résolubilité d’un systéme linéaire. Nous allons montrer
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comment on peut en faire une étude indépendante de la nature des vec-
teurs étudiés, et sans faire appel & un systéme de coordonnées privilégie.

DEFINITION : On dit qu'une famiile finie (a;) d’éléments d’un
icl

N ~
espace vectoriel E est [ikre si toute relation 2 Ma; = 0 entraine
icl
3 = 0 quel que soit i.
On dit qu’une famille quelconque est libre si chacune de ses sous-
familles finies est libre.
Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

Si une famille est lide, il existe une relation de la forme:
1

N J 3 el
_,\_‘ na; = 0, olt 'un des A;, disons %, est 520 ; on en déduit : a, = ~ 1 &
"E" iEJ-O ‘
Inversement, une telle relation entraine que la famille soit liée. Donec :

- Dire qu'une famille est liée équivaut a dire qu'un de ses éléments
est combinaison linéaire des autres éléments.

Les éléments d’une famille libre sont dits linéairement indépen-
dants ; ceux d’une famille liée sont dits linéairement dépendants.

On définirait de méme la notion de partie libre ou liée d’un espace
vectoriel.

Exemples : Dans l'éspace des fonctions numériques sur R, la suite
des monémes 1,x,x* ...,z ... est libre; il en est de méme de la
suite : sina, ..., sinnx, ...

DEFINITION D’UNE BASE : On appelle base d’un espace vectoriel E
toute partie libre de E qui engendre E.

Si B = (ap est une base de E, tout ¢ E s’écrit d’une facon et
icI

s N\ . -
d’une seiille x = Z x,a;, ou1 tous les scalaires x; sont nuls, sauf un nom-
ieir
bre fini d’entre eux ; z; s’appelle la coordonnée de x d’indice i, et ,a; la

composante de x d’indice i.

Par exemple, dans R, I'ensemble des n éléments «; de la forme
& == (x;),.ou 'un des z; vaut 1 et les autres 0, est une base. Dans I'espace
des polyndmes, I’ensemble des mondémes 1, z, ..., 2% ... constitue une
base.

On peut démontrer que tout espace vectoriel posséde au moins une
base ; nous ne le ferons ici que pour les espaces de dimension finie.

Bases des espaces de dimension finie :

Nous dirons qu’'un espace E est de dimension finie s’il contient un
sous-ensemble fini qui ’engendre, autrement dit un systéme fini de
générateurs. .
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L’étude de ces espaces est dominée par les théorémes suivants :

THECREME 1 : Si G est un systéme fini de générateurs d’un espace
vectoriel E et si L est une partie libre de G, il existe une base B de E
telle que L C B C G,

Posons L = L, et supposons définie la partie libre L, de G. Si L,
n’engendre pas E, il existe un élément Z,.1de G qui n’est pas combinai-

son linéaire d’éléments de L,. La partie Lpujxp_!_] de G est évidemment

libre ; nous la désignerons par L. :

Nous avons LocL; ... cL, cL,q. et cette suite est strictement
croissante ; comme L,c G et que G est fini, cette suite est finie. Il existe
donc un L, qui n’a pas de successeur L, +1 ; autrement dit, L, engen-
dre E ; donc, L, est Ia hase cherchée B. -

THEOREME 2 : Si G est un systéme fini de générateurs de E, et L
une partie libre de E (pas nécessairement contenue dans G), il existe
une base B de E contenant L et contenue dans & U L.

Cest une application immédiate du théoréme précédent i la par-
tie libre L et au systéme de générateurs (GUL). En particulier, tout
systéme fini de générateurs de E contient une base.

Done, tout espace de dimension finie posséde une base finie. 11 n’est
d’ailleurs pas évident qu'un tel espace ne peut pas posséder une base
infinie ; toutefois, ce résultat est exact. Plus précisément, on démontre
par récurrence, en utilisant le théoréme 2, que, dans un espace de dimen-
sion finie, toutes les bases sont finies et ont le méme nombre d’éléments.

Ce nombre commun s’appelle la dimension de Uespace. Remar-
quons que ce résultat est valable pour les espaces vectoriels E sur un
corps quelconque K. Mais il est important de préciser ce corps : en effet,
soit E un espace de dimension n sur le corps C ; cet espace E peut aussi
étre considéré comme un espace vectoriel sur le corps R, mais sur le
corps R sa dimension n’est plus n, mais 2n; par exemple, C est de
dimension 1 sur C lui-méme, mais de dimension 2 sur R.

Ces résultats sont riches de conséquences immeédiates dont nous
énumérerons les plus importantes :

1) Pour que deux espaces vectoriels E et E' de dimension finie sur R
soient isomorphes, il faut et il suffit que leurs dimensions soient égales.
En particulier, tout espace de dimension n est isomorphe a Rr,

2) Soit E un espace vectoriel de dimension n. '

a) Tout systéme de générateurs de E a au moins n éléments =
§’il a exactement n éléments, ¢’est une base.
b) Toule partie libre de E a au plus n éléments ; si elle a
exactement n éléments, c’est une base.
¢) Tout sous-espace vectoriel V de E a au plus n dimen-
sions ; s’il a n dimensions, il est identique a E.
d) Tout sous-espace de E distinct de E admet un sous-espace
supplémentaire ; la somme des dimensions de deux sous-
espaces supplémentaires est égale & n,
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APPLICATIONS LINEATRES

La notion de fonction linéaire est une de celles qui dominent I’ana-
lyse, aussi bien Panalyse classique que I’analyse moderne. Elle ne prend
tout son sens que dans le cadre des espaces vectoriels,

DEFINITION : Si E et F sont deux espaces vectoriels sur un méme
corps K, on appelle application linéaire de E dans F toute application f
de E dans F telle que :

F(x+y) =Ff(x)+ f(y) et f.(Ox) = 1f(x)
queis que scient x et v - E, et ) - K.

Par exemple, un isomorphisme de E sur F n’est autre qu’une appli-
cation linéaire biunivoque de E sur F.

Exemples d’applications linéaires :

1) E est le produit des espaces vectoriels E;, Es, ..., E,. Pour tout
x = (x;) de E, l'application = — x; de E sur E; est linéaire.

2) Si X; et X: sont deux sous-espaces supplémentaires d’un
espace E, l'application  — pr;.x de E sur X, est linéaire.

3) Soit P, I’espace vectoriel des polynémes p(x) de degré n a une
variable. Si f(p) désigne le terme de degré n de p, I'application f de P,
dans P, est linéaire.

4) Soit E Pespace des fonctions numeériques réelles () dérivahles
sur [0,1] ; désignons par " la dérivée de la fonction z :

a) L’application z— z'(0) de E dans R est linéaire.
b) L’application z— 2’ de E dans I'espace des fonctions
numériques sur [0,1] est lindaire.

3) Soit E I'espace des fonctions réelles continues sur [0,1] :

@) L’application 2 — X de E dans E qui a x fait correspon-

. 2t
dre X défini par X() = [ a(u)du est linéaire.
; .

. 1
b) L’application 'T—)f x(m)du de E dans R est linéaire.

0
6) Soit E Tespace des fonctions numeériques continues sur le dis-
que plan a2 + 2 <1 ; soit F Pespace des fonctions numériques conti-
nues sur la ecirconférence du méme disque.
L’application de E dans F qui 4 un élément ¢ de E fait correspon-
dre la restriction de 5 & la circonférence est linéaire.

Propriétés immeédiates : Signalons les plus importantes de ces pro-
priétés :

1) Transitivité : Si f applique E dans F; si g applique F dans G,
Papplication h = gof définie par h(x) = 9(f(x)) est linéaire si f et ¢ le
sont.

2) Si [ est une application linéaire de E dans F, Pimage f(E) de E
est un sous-espace vectoriel de F, et Pimage réciproque f—(V) d’un sous-
espace vectoriel quelconque de F est un sous-espace vectoriel de E.
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Rang d’une application linéaire :

On appelle rang d’une application linéaire de E dans F la dimen-
sion de l'image f(E) de E. On peut déterminer souvent ce rang grice a
la proposition suivante :

Le rang de f est égal a la dimension des sous-espaces de E suppié-
mentaires de —1(0).

En effet, soit G un sous-espace supplémentaire de f—'(0) (qui n’est
autre que Pensemble des racmes de f(x) = 0).

Pour tout z(E, on a une décomposition unique ==z, -- 1 ol
T, Cf—H0) et 1€ G.

On a f(x) = f@y) - f@) = f(xs) 5 done f(G) = f(E).

Or, pour tout € G on a f(x) ¢ 0, sauf si @ = 0. Donc, la restric-
. tion de f & G est une application biunivoque de G sur f(E) ; cette res-
triction est donc un isomorphisme de G et f(E), d’oti la proposition.

COROLLAJRE : Une application linéaire n’accroit jamais la dimen-
sion : lorsaue E est de dimension finie, pour que f(E) ait méme dimen-
sion que E, il faut et il suffit que f soit biunivogte.

Ce corollaire souligne une propriété importante des applications
linéaires que ne possédent pas toutes les applications continues, puisque
certaines applications continues augmentent la dimension.

Image d’un systéme de générateurs :

Soit f une application linéaire de E dans F, et soit X une partie
de E.

Il est immédiat que f(X) engendre I'image f(A(X)) de I'espace A(X)
engendré par X ; et que lorsque X engendre E, f est entiérement carac-
térisée par sa restriction a E. En particulier, si X est une base de E,
f est connue dés que l'on connait f(x) pour tout élément x de cette base.

FORMES LINEAIRES. ESPACE DUAL D'UN ESPACE VECTORIEL

On appelle forme linéaire sur un espace vectoriel E (sur un corps K)
toute application linéaire'de E dans K.

L’ensemble des formes linéaires sur E peut étre muni d’une facon
naturelle d’une structure d’espace vectoriel (sur K) grace aux définitions
suivantes :

Soient f et ¢ ‘deux telles formes ; on définit les formes h=f g
et k= if (oit A€ K) par les relations :

hx) = f(x) + gl@) et k@) =M@
pour tout z CE.

On appelle cet espace vectoriel I'espace dual de E et on le note E*.

Pour tout ' <E*, 2’(x) est un scalaire que 'on note en général par
<X, T>.

Pour tout x’ fixe, <&, ¥ > est une forme linéaire sur E. Pour tout z
fixe, <z, '> est une forme linéaire sur E*. Aussi dif-on que <z, x>
est la forme bilinéaire canonique définie sur E X E*.

Formes coordonnées. Base duale :
Nous allons nous restreindre maintenant a 1’étude des espaces de
dimension finie.
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Soit E un espace vectoriel de dimension n, et soit (ai)'EI une base
4

de E. Tout z de E s’écrit d’une facon unique === Yfa,

L’application z — §; de E dans K est linéaire ; c’est donc une forme
linéaire qu’on note a; et qu’on appelle forme coordonnée d’'indice i rela-
live a la base choisie.

Les (ai’)i€lconstituent une base de E*, dite duale de la base de E.

En effet, pour tout '¢ E*, on a :

(1) z(x) = Ex’(aiai) — _\:Ei;r’(ai) — Eai'(:r)x’(ai) ou encore :

= Ya'a)a;.

Ceci exprime que les a engendrent E*; d’autre part, elles sont
bien indépendantes; car une relation E)\iai'z 0 équivaut é\E.‘)\iEiz 0
pour toutes les familles (Ei)iel, done ;= 0 pour tout i.

Si 'on pose z'(a) =%/, c’est-a-dire 2 =2€,’a", les formules (1)
montrent que :

@ <z, 2>= S

C’est la forme canonique de <, z'> lorsqu’on prend dans E et E*
deux bases duales. Ce n’est pas 1 autre chose que la forme bien connue

des fonctions linéaires sur un espace euclidien. Ex. : f = ax + by. Nous
pouvons donc énoncer :

Si E est de dimension n, il en est de méme de E* et si Pon choisit

dans E et E* deux bases duales, ona < x, 3’ > - Ez_ig'i.

" EQUATIONS LINEAIRES

Le formalisme trés général que nous avons construit permet de
ramener 4 un type simple de nombreux problémes d’algébre et d’analyse.
° DEFINITION : Soient E et F deux espaces vectoriels sur un méme
corps K. On appelile équation linéaire toute &équation de la forme f(x) =y,
o1 f est une application linZaire de E dans F, et y, un élément connu de F.
Tout élément x de E tel aue f(x) = y, est appelé soluiion de cette

équation. . ]
L'équation f(x) == 0 est dite I"équation homogéne associée & Péqua-

tion donnée ; et y, est le second membre de I"éauation donnée.
Toute éguation linéaire dont le second memhbre est O s’appelle équa-
tion linéairs homogéne.

Exemples : 1) E est I'espace des fonctions numériques définies dans
le disque ouvert plan u? } v? <1 et possédant des dérivées partielles
de tous les ordres., I’espace F est identique 4 E. L’application f est un

2 2
opérateur différentiel ; par exemple, f est le laplacien dzl—g—}—(%z L’équa-
tion f(x) = y, n’est autre ici qu'une équation linéaire aux dérivées par-
tielles avec second membre.



2) E est I'espace des fonctions numériques continues sur le disque
fermé u® 4-v>< 1, et qui sont harmoniques a Pintérieur du disque.
L’espace F est I'espace des fonctions continues sur la circonférence de
ce disque.

Et Papplication f est celle qui associe 4 toute - E sa restriction &
la circonférence du disque.

Rechercher les fonctions ¢ telles que- f(3) =y, ol y,cF, clest
résoudre le probléme de Dirichlet pour la fonction y,.

3) L’espace E est I'espace des fonctions numériques x(f) continues
sur [0,1] et F = E. Si @ (u, v) désigne une fonction numérique continue

sur le carré o < $< 1, soit f 'application de E dans E définie par :

1
(@® = | ot damd:.
0
L’équation f(x) =) ou bE F n’est autre que 1’-équati0n intégrale .

1
[" att, Dads = beo).
0
Forme des solutions d’une équation linéaire :

THEOREME : Soit f(x) — Y, une €quation linéaire. Si x, est une
solution fquelconque de cette équation, on obtient toutes les solutions
en ajoutant a x, une solution quelconque de Péquation homogéne asso-
ciée. L'ensemble des solutions est donc la varidté affine x, + (0
déduite par la translation x, du sous-espace vectoriel 1—1(0) de E.

Pour que I'équation ait au plus une solution, il faut et il suffit que

£1(0) = |0 ‘ » donc cue f soit un isomorphisme de E sur f(E).

La démonstration de cet énoncé est immédiate.

Systéme d’équations : Une équation linéaire se présente souvent
sous la forme d’'un systéme d’équations linéaires :

Soit E un espace vectoriel, (F‘)i—'J une famille, finie ou infinie,

d’espaces vectoriels, et, pour tout i¢ I, soit f: une application linéaire
de E dans F,.

Toute famille d’équations (f,(x) = b,) - ou b, & F, s'appelle un

systéme d’équations linéaires. Une solution de ce systéme est une solu-
tion commune & toutes les équations du systéme.

Un tel systéme équivaut 4 une seule équation linéaire.. En effet,
soit F' le produit des F, ; soit b = (b,) et soit f Papplication de E dans F
dont les composantes sont les fi. L’équation f(x) = b équivaut au sys-
téme donné.

Inversement, il peut élre commode de remplacer une équation
linéaire par un systéme. Par exemple, supposons F de dimension q et

soit (bj)’t_ , une base de F ; pour tout y- F, on a y = Eijj.

Se donner une application linéaire d’un espace E dans F équivaut
alors a se donner les n formes linéaires f; telles que :

fx) = Ef,—(w)bj pour tout z<E.



Toute équation f(x) = y équivaut donc au syst¢me des ¢ équations
¥ =8; qui peuvent encore s’écrire <&, &) > =B,

Un tel systéme s’appelle un systéme scalaire.

Nous allons supposer de plus maintenant que E est aussi de dimen-
sion finie.

Systémes scalaires sur un espace de dimension finie :

THECREME : Soit E un espace vectoriel de dimension n ; soit
(x*)) une famiile litre de r éléments de E* (c’est-a-dire de r formes

i1
linéaires sur E).
Quels aue soient les scalaires iy le systéme scalaire
<HX XG> = cich
posséde une solution.
L’ensemble des solutions est de la forme X, + V, o1 V est un sous-
espace vectoriel de E, de dimension (n —r).

En effet, les x; appartiennent a une base B* de E*, qui est la duale
d’une base B de E.

Par rapport a B¥, chaque x; a toutes ses coordonnées nulles, sauf
une : done <x,x;> repéré par rapport aux bases duales B et B* se
réduit a &, Le systéme s’écrit done :

' L= (ich.

Il a pour solutions & — =, pour i<l et % quelconque pour i¢l.
L’espace V du théoréme est donc le sous-espace de E dont les coordon-
nées (Ei)“r sont nulles ; sa dimension est bien (n — r).

t

AN
Pour étudier les systémes scalaires quelconques, introduisons une
définition .

On appeile rang du systéme scalaire < x, x’, > — %; (i-1) la dimen-
sion du scus-espace de E* engendré par la famille (6 9 (c’est-a-
il

i

Cire encore le nambre maximum des X’; linéairement indéoendants) .

En utilisant le théoréeme précédent, on démontre alors :
THEGREME : Soit < x, X', > = v, (i ¢ I) un systéme scalaire de rang r
sSur un espace vectoriel E de dimension n. Pour que ce systéme ait ap
moins une solutior, il faut et il suffit que pour toute combinaison linéaire

nuile E)\ia’i = 0, on ait aussi Eli-r,i = 0.
Lorsque ce systéme a une solution X, ensemble des solutions est
de la forme x, + V, ots V est un sous-espace de E de dimension (n —r).
COROLLAIRES : 1) Pour qu'un systime scalaire homogéne sur un

espace E de dimiensicn n admette des solutions non nulles, il faut et il
suffit ouwe son rang r soit < n.

2) Pour qu'un systéme scalaire de n équations sur un espace de
dimension n ait une solution et une seule (systéme de Cramer), il faut et
il suffit que e systéme homogéne associé n'ait que la solution nulie.

Pour aller plus loin dans P'étude des systémes scalaires, et pour
dunner en particulier des critéres commodes permettant de déterminer
leur rang, il faut utiliser la théorie des déterminants, ce que nous ne

ferons- pas ici. G. CHOQUET,

Professeur & la Sorbonne.



