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A propos de l'orientation dans I'espace

Divers articles parus dans de récents Bulletins (M. MirABEL, dans les n®® 160 et
167, M. WEBER, dans le n® 165) ont attiré l'attention sur la question de ’orientation
spatiale. Je me propose de montrer comment. la méthode de M. CHOQUET, exposée
dans le Bullztin n°® 158, qui introduit si élégamment 'orientation dans le plan, peut
s'étendre a 'espace.

DEcoMPOSITION D’'UNE ISOMETRIE DANS L'ESPACE EN UN PRODUIT DE SYMETRIES
PLANAIRES. — On établit d’abord que toute isoméirie dans Uespace est équivalente au



produit de quaire symétries planaires gu plus (cf. Bulletin n° 158, p. 24 : extension
immédiate). Cette propriété nous invite & étudier les produits de symétries planaires.

REDUCTION D'UN PRODUIT DE SYMETRIES PLANAIRFS. — Considérons (dans Ies-
pace complété) un produit de cing symétries planaires, soit P1P2PsP4Ps (en notant
simplement chacune de ces symétries par son plan invariant). Les trois plans PaPsP3
ont at moins un point commun A, & distance finie ou a l'infini, et les deux plans P4P5
ont au moing une droite commune D, 3 distance finie ou a4 Uinfini.

i1) Supposons que le plan AD, étant bien déterminé, ne soit pas le plan de Vin-
fini. On pourra alors remplacer le produit PaPs par un produit équivalent P’sP’s de
méme aréte, en prenant pour plan P'4 le plan AD, c’est-d-dire un plan situé a dis-
tance finie et passant par A. Dans le nouveau produit P1P2PaP 4P’s ainsi obtenu, le
produit partiel (P1P2) (PaP’s) comserve le point A, Si A est & distance finie, ce
sera le produit de deux rotations d’axes concourants (ou cenfondus) — donc ce sera
une rotation. Si A est a P'infini, ce sera, soit le produit de deux rotations d’axes paral-
léles (ou confondus), soit le produit d'une rotation et d’une translation perpendi
culaire 4 l'axe, soit le produit de deux translations — don¢ ce sera, soit une rotation,
soit une translation. Dans tous les cas (P1P2) (PaP’s) pourra étre remplacé par le
produit de deux symétries Q1Q2 dont les plans situés a distance finie passent par A,
et le produit P1P2PsP4Ps sera finalement équivalent au produit de trois symétries
planaires Q1Q»>P’s.

2) Cette méthode ne s’applique plus lorsque le plan AD, étant bien déterminé, est
le plan de Uinfini. Mais alors la réduction de PiP2PaPaP; 4 un produit de trois
symétries planaires reste possible : remarquons, en effet, que dans ce cas Ps et Pj
sont paralléles (puisque D est 4 I'infini), tandis que Ps et P4 sont sécants (sinon le
point A 4 linfini serait sur D), et Pon sortira de la conjoncture d’exception en rem-
plagant d’abord le produit P3Ps par un produit équivalent P”2P”4 de méme aréte
dans lequel P”4 ne sera pas paralléle a Ps.

En résumé, le produit de cing symétries plenaires est équivalent au produit de
trois syméiries planaires.

Il en résulte qu'un produit de n svmétries planaires, o n =5, peut étre réduil
de proche en proche & un produit de trois symétries planaires si n est impair, ou de
quatre symétries planaires si n est pair,

CLASSIFICATION DES ISOMETRIES DANS L’ESPACE. — Une isométrie dans I’espace
T ne peut €tre équivalente 4 la fois au produit d’un nombre pair de symétries pla-
naires et au produit d’'un nombre impair de symétries planaires. En effet, §’il en était
ainsi, TT—1, c’est-d-dire la transformation identique de U'espace, soit I, serait équi-
valente au produit d'un nombre impair de symétries planaires, donc, d’aprés le résul-
tat précédent, serait équivalente, soit i ume. symétrie P1, soit au produit de frois
symétries P1P2Ps. Or :

) on ne saurait avoir I = P, car I admet un espace de points doubles, tandis
que P1 admet un plan de points doubles ;

2) on ne saurait avoir I = P1P»sPs, c’est-d-dire Py = P2P3, car P1 admet un
plan de points doubles, tandis que PzPs, ou bien admet un espace de points doubles
(plans confondus), ou bien n’admet aucun point double (plans paralléles), ou bien
admet une droite de points doubles (plans sécants).

Ainsi, les isoméiries dans espace se répartissent en deux classes exclusives Fune
de Vautre, ce qui justifie la définition suivante :

1) isométrie directe ou positive : toute isométrie qui équivaut au produit d'un
nombre pair de symétries planaires ;

2) isoméirie inverse ou négative : toute isométrie qui équivaut au produit d’un
nombre impair de symétries planaires,
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ORIENTATION KELATIVE DE DEUX TRIEDRES ORIENTES. — On définit d'aberd
T'orientation relative de deux triédres trirectangles orientés par la classe de I'iso-
métrie bien définie dans laquelle ils se correspondent, puis I'orientation relative de
deux triédres orientés quelconques au moyen de deux triddres trirectangles orientés
qu'on leur associe respectivement (cf. Bulletin n° 158, p. 25 : Extension immédiate).

Enfin, les isoméiries dans Vespace, qui appartiennent & une famille continue, sont
toutes de méme sens : c’est I'énoncé dans l'espace du théoréme de M. CHOQUET, qui
dote le « bonhomme d'Ampére » de son statut logique.

En tout état de cause, l'outil le plus puissant dans le domaine de l'orientation
reste peut-étre le calcul vectoriel, qui définit le sens relatif de deux n-vecteurs
e — —— —

(Uilz....U,) et (V1Vs....V,) dans 'espace euclidien & # dimensions par le signe

du déterminant d’ordre # dont I'élément général (3 deux indices 7, k) est le produit
e —

scalaire U; Vi .

Jean CHAUVINEAU, professeur auw Lycée Henri-IV.
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