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Définition de la longueur d'un arc

1. Soient #(u), v(u), s(u) trois fonctions de la variable % définies et continues
dans lintervalle fermé [a, B], (¢ < B), dérivables dans Pintervalle cuvert Ja, B[. Soit
K le nombre défini par 1'égalité

[r(8) —(a)]2 |- [3(8) — 3(x)1% 4 [2(®) — e(2) ]2 — K(B — 2% =o.

La fonction o(#)

o) = [2(u) — ()12 + [y() — ()12 - [o(u) — 5(2)]* — K (u— a)?
remplissant dans l'intervalle [«, B8] les conditions du théoréme de Rolle, il existe un
nombre B1 au moins tel que 'on ait

¢'(B1) == o, a < B <8,
cest-a-dire :
2(B81) [#(B1)—2(2) 1 4¥'(B1) [y(B1) — (@) I+2'(1) [2(B1)—=() 1— K(B1—a)=o,
o< B <B

La fonction (%),

Y(u)=2"(B1) [#(B1)— () ] 4-9'(B1) [¥(Br)—n(w) 14-2"(B1) [2(B1)—2(2) I— K(B1—w).
remplit alors dans l'intervalle [, 81] les conditions du théoréme de Rolle ; il existe
dene un mombre w1 au moins tel que Pon ait ¢(ar) =0, @ < a1 < B, cest-d-dire
tel que PR (1) 4- ¥ By (@) + £(B1)&'(m) — K=o,

a<ar <B1<8B.

Autrement dit, il existe deux nombres au moins a1, B1 de lintervalle ouvert
o, B[ tels que Ton ait

(1) [2(B) — #(@) 1% + [3(8) — () ]* -+ [2(B) — s(0) ]2 =

. (B—2)? [P(e) ' (Br) + v°(ea)y'(B1) 4 2(e) 2 (Bo) ] -

11. Soient #, 3, ¢ trois fonctions de la variable ¢ définies, continues, dérivables
dans un intervalle fermé [a, b], a < b. A une valeur ¢ de cet intervalle cortespond
un point M de coordonnées #, y, 2 par rapport a des axes rectangulaires Oxye et un

——
vecteur V de coordonnées &', v/, £’ ; aux valeurs a et b correspondent les points A
et B. Nous supposerons en outre que le vecteur V n’est nul en aucun point M, sauf
peut-étre en A et B ; nous admettrons, comme on le fait dans les classes olt sont
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euscignées les applications du caleul intégral, que le point M décrit dans ces condi-
tions un arc AB d'une courbe dans un sens précisé par le vecteur V et comme on dit,
le parcourt toujours dans le méme sens.

Soit #1, ¢2, .... tn—1 une suite croissante de nombres distincts (et distincts de a
et b) arbitrairement choisis dans l'intervalle Ja, b[. Il correspond 2 cette suite une
ligne polygonale AMi1M2 ... M,_,B que nous appellerons réguliérement inscrite
dans Parc AB.

Le probléme est d'étudier Pensemble (I.) des nombres L. égaux aux longueurs
des lignes polygonales réguliérement inscrites dans l'arc AB.

Soit 2 une fonction définie, continue, croissante de la variable ¢ ayant une déri-
vée dans lintervalle [a, b]. Solent uo et 1, les valeurs de cette fonction correspon-
dantes aux valeurs ¢ et b de t ; £ est une fonction définie, continue, croissante de la
variable # dans l'intervalle [wo, #,], ayant une dérivée dans cet intervalle. Nous
ar.pellerons cette fonction f(#). Un point M de I'arc de courbe AB est défini par ses
coordonnées . 4, 2, mais celles-ci, ou hien sont des fonctions données de #, ou bien
sont des fonctions de # définies comme fonctions de fonctions par ¢ = f(u). Le rem-
placement de f par u et des valeurs a, t1, f=... , fn-4,b par les valeurs correspon-
dantes uo, 1, u2, . ..., U,—1. #t, ne change pas les sommets A, My, Mo, .... M,_,,B

de la ligne polygonale et par conséquent sa longueur L. Par contre ce changement
———

de variable conduit a remplacer le vecteur V par un vecteur W défini par
W du —V>
— o
1T1. On néglige, en général, dans les études classiques des nombres L, ce chan-
gement de variable. Nous désirons indiquer, en-publiant cette note, qu'on pourrait
T'utiliser dans l'espoir de simplifier les exposés traditionnels. Reprenons, en effet, le
résultat établi a la fin du paragraphe I. Donnons a et 8 deux valeurs a==1; ,
B = tig4 choisies parmi les valeurs de t qui définissent deux sommets consécutifs
M; , Mij4 de la ligne polygonale. L’égalité (1) s'écrit
(Mi Mip1)? = (tigs — 8 )? [#7(20) 2" (B1) + ¥'(2)3'(B1) + &' (21)2’(B1) 1.
Les nombres a1 et 81 sont des nombres de Vintervalle ¢; , #144 et par suite de
lintervalle (a, b) ; les vecteurs 2(a1), ¥'(e1), £(e1) et #'(az2), ¥'(q2), 2(a2) sont

donc des vecteurs V1 et Vo et la quantité entre crochets est le produit scalaire de
ces vecteurs. Il en résulte que si nous remplagons la variable ¢ par la variable #, ce

——
produit c¢calaire sera remplacé par le produit scalaire W1.Wa. Si donc il était possi-

—>
ble de choisir la fonction f(u) de telle sorte que les vecteurs W aient, quel que soit ¢
dans lintervalle [a, b], la longteur 1, ce produit scalaire serait inférieur ou égal A 1
et nous pourtions écrire

M; Mips L Uiy — Ui .

Ce choix de # est évidemment possible, par exemple en posant

a
1 :f /&2 % 22 g
t

TV. Effectuons donc sur la variable ¢ le changement de variable défini par 1'éga-
lité précédente ; &, v, 5 sont désormais des fonctions de # et les vecteurs W ont pour
longueur 1. Les inégalités M; Mitq, UipsU; entrainent L < u, — to.

L'cnsemble (L) des nombres L égaux aux longueurs des lignes polygonales
inscrites réguliérement dans l'arc AB est donc borné ; il admet une borne supérietire
précise I que nous appellerons longueur de I'arc AB. Le symbole : arc AB, quand
aucune confusion n'est possible, représente ce nombre. Ainsi, par exemple, nous
écrirons arc AB <1, — 1.
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V. 11 reste 3 calculer le nombre ainsi défini. Nous n'allongerons pas cette note
destinée seulement a appeler l'attention sur un mode d'exposition de la définition de
la longueur d’'un arc de courbe assez différent des expositions traditionnelles en cffec-
tuant ce calcul,*Soit un point de Parc AB ; la démonstration de T'égalité

arc AB = arc AM +} arc MB
est encore un peu délicate, mais n'exige que du soin ; lorsquelle est faite, le calcul
de arc AM, en fonction de u, est sans difficultés.
| R. DoxNTOT,
Inspecteur général de I'Instruction publique.
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