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DEUXIEME PARTIE

A propos de la notion de grandeur (1)

Sous le nom de grandeurs, on se prepose ici de définir axiomatiquement cer-
tains symboles, en s'inspirant du contenu intuitif et des propriétés que la notion de
grandeur parait présenter en physique classique.

Nous -concevons immédiatement lexistence de diverses espéces de grandeurs.
La construction projetée s'annonce donc comme une construction i deux étages :
Uintraspécifique et Uinterspécifique. Dans le cadre de 1'espéce, une distinction primor-
diale entre grandeurs oricntées et grandeurs inorientées s'impose spontanément. Ces
données préalables tracent le plan de notre étude.

I. Structure intraspécifique

Nous visons directement la notion de grundéur mesSurable, sans nous assigher,
par exemple, le repérable comme objectif intermédiaire. La lettre U désigne T'espéce
envisagée | un indice distingue chaque échantilon qu'on y préléve.

A) GRANDEURS SPECIFIQUES ORIENTEES MESURABLES
{(G.S.0.ND)

. Lo e
Ces grandeurs sont notées Uy, Uj, Uy, ...

(1) Cette conférence a été faite an groupe d'Axiomatique et de Redécouverte dirigé
var M. Crozes, dans une séance teme le 26 novembre 1933 au Lycée Heuri-TV.
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AXxioMzg vE L’ EGALITS GRANDORIELLE. — On pose une relation d'équivalence
grandorielle
I-1 [7,- — ﬁi , réfexiviteé
I-2 Uz == fl —> 61 = 61 symeétrie
I-3 U; = UJ et TJJ — U —= Ui =0 transitivité
I-4 ’»{U. HLJ . L; == UJ discernalilité

H figure le signe d'exvistence ; affecté d'un astérisque il signifiera 1'evistence
wiiTogue,
AXIIMES LR LADDITION GRANDOREELLE. --- On pose mne opération ‘daddition

arandorielle ; 1a somme grandoriclle e deux symboles est notée Ug -+ U_] ; la somme
dmlorxelle (le plusi€urs symboles est définie par récurrence.

I1-1 T 6}; i + U/ additivité
-2 3* 61\ . ﬁ = ﬁ + L soustractivité
iz T, + UJ ﬁ + Ul commutativité
ool T+ 0) + Or = 0 + @ + Gra) associativité

-
le II 2 perniet d introduire la grandeur orientée nulle o csjvcw U, notée Qu, qui
. n > .
vérifie Ui = Uy —{—O“ et la m‘alu’mu orientée opposéc d Ti. notée (— i), qui
Vél‘iflt‘ Ou _ Ui —'— (— Ux ).
o - 2
A noter que (— (= U))Y=1U; Ou =(— O
> >
La différence grandoriclle Uy — Uj étant définie par Ok ="U: —UJ<>-U: - 4 it
la soustraction se rameéne A l'opposition et l'addition suivant la régle
== = =3
Ui—-Ui=U+ (-1
On introduit alors la somme grandorielle généralisée, par cxremple
> A )v — -
U; — L’j i Uk‘l" Ull .
AXIOMES DE LA MULTIPLICATION MINTE. -— On pose une opération de multifili-
calion mivte entre nombres algébriques et grandeurs orientées : le produit mivte

o -
dun .nombre et d'un symhole est noté, soit aU'y, soit Uza (commutativite conven-
tionnelle).

[11-1 cl ﬁ] [fl = aﬁi multiplicativité
111-2 61‘ £ 6"’~> %, [71 T mesurahilité
11-3 a =0 —~ 5 Ui ﬁj:'alf,- divisibilité
111-4 ab) Ul ( bUi) associativité
-3 {a 4 &) Ui = al; + #U; distributivité-1
On tire de 1a les premiéres propriétés du produit mixte
Oﬁi = 611 61611 = 611 !

Tr =0 o A=On= (=0l

et la relation imiportante  (3-6) a{Ui+ Uj)=alU; 4 aU; distributivité-2.

j . oy
La mesure de LJ avec U . notée ——, étant définie par

Ui
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-
-EL: a <—> TJ}: ali et Ui O
U ’
on obtient sans peine les propriétés classiquies des mesures.

S'agissant des multiplicateurs entiers algébrigues, la multiplication mixte se
ramene 4 l'addition de termes U ou (— Uj). A partir de cette remarie, on pourra

chercher 4 introduire la multiplication mixte comme opération définie, avec le secours
ko

d'un axiome de bipartilivité additive H*ﬁi ﬁi:ﬁj—l—Uj q'on exploitera en don-
nent-tne portée suffisante an principe d'induction mathématique. ‘

COHERENCE DE L'AXTOMATIOUE. — Le systéme d’axjomes I, 1T, III. qu'on- vient
d'utiliser est vérifié par les jsiombres algébriques, ce qui fournit une garantie satis-
faisante de sa cohérence.

StrUCTTRE nEs (LS.OM. — On peut faire fonctionner la loi de commosition:
externe 11T :

-— soit sur l'ensemble des algébriques. d'ott les G.S.0. mesurables (G.S.O.M.) ;

— soit sur I'ensemble des rationnels algébriques, doit les (S.0. rationnelle-
ments mesurables (G.S.OM”) : cette seconde hypothése signifie qu'on ‘se bhorme a
coustruire les grandeurs arientées commensurables entre elles.

' On voit que Pespace grandoriel spécifique des grandeurs orientées cst un espace
wectoriel unidimensionncl. T1 apparait méme comme l'ancétre naturel de tovs les
evpaces vectoriels. Pour obtenir la structure d'espace vertoriel sons sa forme accom-
plie: il suffira de dialectiser Vunidimensionnalité 11T-2 en wne un-dimensionnalits ;
toutefois. on devra alors poser axiomatiquement le (3-6), dont ila déduction ne scra
plus assurée,

MESURABLES

B) GRANDEURS SPECIFIQUES INORIENTEL
(G.S.T.AL)

Ces grandeurs sont notées Uz, Uj . Uk,. ..

AXIOMES 0 L'EGALTTE GRANDORIELLE, — On pose, comme plus haut, une rela-
tion &'équicalence grandoriclle
I'-1 Ui=U; . réflexivité
'z Ui = Uj -= Up=U; symétrie
v - v oL Py e
1—3. Li — Uj et U, = U]_. — IJJ = U].- rransitiv l'te 3
i AU qU; U; == Uy discernabilité
AXIOMES DE LADDITION GRANDOKRIELLE. — On pose, commie plus haut une opé-

ration d'addition grandorielle ; la scwmc grandovielle de deux svmboles est noté:
U; + U; : la comme de plusieurs svmboles est définie par récurrence. Mais 'opé-
ration inverse présente cette fois une alternative, qu'on écrit ci-dessous en adoptant
ex comme digne d'exclusion réciprogue

g q*Uk Ur = Ui 4 Uj additivité

“"2" o i 2=l L : seni-soustractivité
II'-2b U,:&UJ _"H%Uk Ui:Uj ‘l‘UI: ex Ui:U! +Ul‘ \

i3 Ui+ Uj=U; 4 U; cemutativité
L0073 (Ui+Uj i+ Ur="Ui 4 (U; + Uk) associativité

Les IT’-2 permettent d'introduire la grandeur inorientée nulle d'espice U..notée
Ou. qui vérifie Ui=U; + Ou et de définir une relation d'erdination grandorielle
Ui = U] T E[Ul\ Ul\# Ou et Ui = Uj + Uk
Ui > Uj <—> gqUs Upr£=0u et Ui=U Ui
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dont on établit la transitivité ; on définit aussi une relation d'ordination grandorielle
clargie, soit U2 Uy, soit UiUs, également transitive. Dés lors, la différence gran-
dorielle Uy —U; est définie conditionnellement par ‘
L, Upi=Ui— U<« Ui=U; 4+ Ui -et U;i>U;.
Notons les propriétés Ui=U; ex Ui>U; ex Ui<<Uj

Ui > Ou U; > Uj -~ U; — Uj > O .

AXIOMES DE LA MULTIPLICATION MIXTE, — On pose, comme plas haut, une opé-
ration de multiplication mivte entre nombres arithmétiques et grandeurs inorientées ;
le produit anixte d'un nombre et d'un symbole est noté, soit-aU , soit U a (commu-
tativité conventionnelle).

111’1 q*U; Uj = al; multiplicativité
11T -2 Ui 7= Ou—> H*a Uj = aU; mesurabilité
1173 1 % 0 — qU; Uj = aUj divisibilité
1IT-4 (ab)U; = a(bU; ) associativité
1175 (a4+86)U; = aU; 4 bU; distributivité-i

.On tire de 12 les premiéres propriétés du produit mixte
. OU[ = Ou aOu ey On Ui === ]LTi
et la relation importante (3-6) a(Ui + Uj) ==al; 4 aUj distributivité-2.

La mesure de U; avee U; | notée z—lj— . étant définie par
Li
uj
i
on obtient sans peine les propriétés classiques des mesures.

S'agissnm des multiplicatenrs entiers .'Irifhﬂ’lf"tiq"f_’\‘v la multinlication mixte se
raméne a l'addition de termes U;. A partir de cette remarque, on pourra chercher a
introduire la multiplication mixte comme opération définie, avec le secours d'un
axiome de bipartitivité additive g*U; U;=U;+U; exploité comme précédemment ;
on en déduira toutes les propriétés primitives du produit mixte, a I'exception de
LT~z ; mais le TIT-2, & son tour, deviendra déductible & Vaide d'un axiome d'en-
cadrabilité supéricure. Ui=0u—>n nU;>Ujol # désigne un entier arithmétique ;
celte derniére proposition signifie que les grandeurs envisagées sont archimédienncs.

= 3 =—> UJ = an et Ui I’ Ou

COBERENCE DE L'ANIONIATIQUE. — Le svstéme d'axiomes 1, 11", 111" qu'on vient
d'utiliser est vérifi¢ par les nembres artthmétiques, ce qui fournit une garantie satis-
faisante de sa cohérence.

Strirevtre DEs GLS.IM. — On peut faire fenctionter la loi de composition
externe 11T : _

~— soit sur l'ensemble des arithmétiques, d'ott les G.S.1. mesurables (G.S.IM.) ¢

— soit sur 'ensemble des rationnels arithwmétiques ot les GuS.1. rationnellement
mesurables ((G.S.LM.*) ; cette seconde hypothése signifie qu'on se borne A constriire
les grandeurs inorientées commensurables entre elles.

() CORRESPONDANCE ENTRE G.S.OM. et G.S.LM.
E
- Si T'on choisit arbitrairement dans l'ensemble des Ui une grandeur orientée de
— - . . .
base Up =~ Oy et dans lensemble des Ui une grandeur inorientée de base Up == Ou .
1TT-2 et 11T~z permettent d'établir une correspondance biunizoqie entre le sous-
> - e = T e U; :
ensemble des U, coorientées 4 Uy, c'est-a-dire telles que — > 0. et l'ensemble
o
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R
des Uy ; dans une telle correspondance, qu'on définit en posant f— == —
Uo U,

les éléments nuls d'une part, les éléments de base d'autre patt, sont homologues.
E ot

Dés lors, un couple U, Uy, de grandeurs de hase étant choisi, on appelle module

T - T 2 [of U;
de la G.S.OAL U; Ia G.S.IM. U, définie par = = —
U, Uo

P -
Le module de Oy est Oy : celui de Uy est U,

Il. Structure interspécifique

Nous allons présenter deux prolongements axiomatiques qui englobent diver-
sement la structure intraspécifique précédenument décrite, La premiére construction
combinera entre elles des grandeurs (ui, toutes, seront orientées ; la seconde portera,
plus généralement, sur des grandeurs pourvues ou démunies a volonté du caractére
d'orientation. Les lettres U, V, W,... désignent les diverses espéces soumises au
calcul,

A) GRANDEURS ORIENTEES MESURABILES
NATURELLEMENT #-DIMENSIONNELS
(G.OM.D*)

> > —
La construction porte sur les symboles Ui, Vj, Wy ,...
AXTOMES DE LA MULTIPLICATION GRANDORIELLE. — On pose tme opération de

: 1 5
mudtiplication grandorielle ; le produit grandoriel de deux symboles est noté U; V; .
le produit grandoriel de plusieurs symboles est défini par récurrence.

V-1 Hﬁ?l' _ifl :Tji vi multiplicativité

. > L o> — > > 6.0 oq oo o
IV-z Vi= 0, —> E¥\W} U; = V; Wi divisibilité

. > > 2 . o,
V-3 Ui V; == V; ﬁi commutativité
1V (1[7,- )\tj = (aﬁ,— )\);j associativité mixte

= =S tR T 2 =mia o .0 o

1V-3 (Us Vi) Wi = Ui (V; Wi ) associativité

On tire de 14 les premiéres propriétés du produit grandoricl
- > > -
Ou Vj == U; Ov = Ous
> P o o > >
Ui=0Ou et [i == Op — U Nj == Oup
. = > = = = > g L
et la relation importante  (4-6) Ui (V; + Vi) = U; V; U; - Vi distribntivité
dont la déduction utilise aussi IT1-2 et III-5.

- -
Le IV-z permet d'introduire T'espéce neutre, notée 1, telte que Ui =U; I
- > . . S o ,
et en particulier b; =l Iy . puis la grandeur orientée unitaive despéce nentre, notée
> > P E . X - > > > >
Iy, telle que Ui=U; [, et en particulier [; = 1; Io Nop==Ta s
> Do
A noter que [o =1 .

> -
Le IV-2 permet aussi d'introduire la grandeur orientée inzerse de Ui=Qy ,

= . > L k2 > T
notée (U; —1) ou plus simplement: UY, qui vérifie [,= U; Ui,
i X . A > > > > »o
On a en particulier. si  [; == Oy Io = I; [ Io=1Io1I°.
4>Y > bad ’;’
A noter que (U =1)-1) = U; lo = lo .

Les deux espéces U et U—! sont dites cspéces inzerses ou espéces duales.
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. Ui e
Le quotien: grundoricl — étant défini par

=
7.
'
T
i > > = > = >
= Wie=<—> U=V, Wi e V;220,
Vi
la division se rameéne A l'inversion et a la multiplication suivant la régle
>
Ui E S
>
—=UiVi
i

On introduit alors le produit grandoricl généralisé, par exemple

Tfi ifi ’\-7]- \’?Vl; Em.

PROPRIETES DES PRODUITS GRANDORIELS GENERALISES. — On définit notamment

fes produits arandoricls géuéralisés construits Sur. e espécc U (on son. cspéce
Frkhlm )

duale U—1), par exemple U im—— Ul UJ 0 Or U1 Om qui

sera dit produit mivte d'ordre 6. deux fois covariant et quatre fois contracariant.

» > 3=

Uijn = U, Uj U sera un produit covariant d'ordre 3 :
> E

U= U; U; sera un preduit contravariant d'ordre 2.

En identifiant haut et has un ou plusieurs indices d'un produit généralisé mixte,
#n introduit une opération de contraction, dont la répétition saturante fournit fina-
fement un produit généralisé, soit covariant, soit contravariant, ou bien un résidu
l)l-l :T“‘ Ul\hl_] — [’ﬁ\hl U]Ju_] _= Ukh.

La notion de multiplication contractée en découle.

Plus généralement. on définit les produits grandoriels généralisés construits sir
Plusivurs especes U, N W.o. (ou leurs cspéces duales U—1, V=1 W—=1_.} conune
produits généralisés de prodmts généralisés respectivement LOIl\trllltﬁ sur U (ou
U1 sur V o(ou V=), sur W (on W—1).... : les notions d'ordre, de covariance.
de contravariance, de contraction, de-multiplication contractée, s'étendent sans peine.

PROPRIETES DES PUISSANCES GRANDORIELLES GENERALISEES. — On  définir les
puissunces grandorielles généralisées construiles sur wne cspece U (on son espéce

=
duale U—1), notée U' P ol désigne un entier algébrique, en posant
g S
(U, WP = Uu i avee poindices inférieurs lorsque p > 0,

(Ul )P = Uu i avee — p indices supérieurs lorsque p < o

o= -
et lorsque p=o (L‘- 10 =1y = 1",
De Id résultent les premieres propriétés des [)ulbsdllCC généralisées
- Eout
j, =T E— (U‘)—l U = (U‘ U= (U =1,
o e
(Ti Jp = (U‘ ) (Ut)e = (Ui )=r
E ot
Tor = 19 =To =10,
-

(Li)l’ (U =0 = |y = To
et les lois générales de l'cwpenentiation enticre,

(3-3) (aﬁ,- o — ab (ﬁi P associativité mixte
(5-1 [U, JLLIE ((ﬁ, o je associativité
(5-3) (U. \pte — U; )P (U (9 distributivité-

(5-6) (ﬁi \7,' P == (TL 12 \',' » distributivite-2
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AXIOME DE TA #1-DIMENSIONNALITE NATURELLE, — On dit que i grandeéurs
orientées non nulles d'espéces non neutres Uj . \7,' e ’S’h‘ sont dépendantes (ou
encore quelles forment un systéie lié d'ordre m), lorsqu'il existe m entiers algé-
briques non tous nuls pipaps ..... p,. et une grandeur orientée d'espéce neutre
lo tels que (Ui )Pt (V; e |, (Sp pm = (la).

Puisque aucune des 'm grandeurs n'est nulle, Iz == (), .

Dans le cas contraire, on dit que ces m grandeurs sont indépendantes (ou zncore
quelles forment un systéme libre d’ordre ).

Grace au (5-3), Ia notion de dépendance ou d'indépendance s'étend. aisément 3 in
systéme de # espéces non neutres U, V, ... .. 0 S

On pose alors l'axiome suivant ;

VT Il existe n espéces non neutres indépendantes telles que toute grandeur
H . e . . . P [ . N
orientée soit un produit gravdoriel généralisé construit sur ces n especes,

Cela signifie que l'cspace grandoriel général des graideurs orientdzs a n dinen-
sions naturelles.

Les n espéces.non neutres qui se trouvent ainsi privilégides sont dites especes
fondamentales. Tout systéme' (libre) de n grandeurs orientées non nulles UV . \ .
..... . S . respectivement choisies dans ces espéces, constitie un repére grandoriel,

= >
qu’on note ‘ U;Vi......Su f
DECOMPOSITION D'UNE GRANDEUK ORIENTEE 'Tl DANS UN REFERE GRANDORIEL
25.‘{’_;‘ Iy, .§1. ;— Tout produit grandoriel généralisé construit sur U (ou U=1), si
I'on exprime ses facteurs au moven de t'i en utilisant le TI-2, se met sous la forme

> N
a(Ug)P, olt @ algébrique et p1 entier algébrique. Il ¢n va de méme pour tout pro-
duit généralisé construit sur les autres espéces fondamentales (ou leurs espéces dua-

> =
les). Compte ténu de VI, il en résulte que toute grandeur orientée Ti se met zous

= o ;o > e = . 24 Lo
la forme Ty= gm0 (U et (V2 (Sa )P on 07 algéhrique et
prpe by enticrs algébriques.

IT est aisé de montrer par I'absurde que cette décomposition {quant aux expo-
sants d'abord, quant aw coefficient ensuite)” est unique.

I
Ty est d'espéce neutre ou non neutre suivant que les pj sont tous nuls ou non

tous nuls : elle est nulle ou non nulle suivant que #(4:--2) 'est ou ne Pest pas.
-

Pipe L Py sont dits exvposants spécifigucs de Ty (ou de T) dans le repére
£ R est dit mesure algsbrigue de | ! avec le repere.

SYSTEMES DUNITES COHERENTS. — La grandeur orientée d'espéce T, qui-a pour
mesure algébrique I'unité, 'appelle grandenr dérivée d'espéce T associée an reperc ;

T = S 3
on la note Tij.. n) Cij...ny = (Ug )2 (V02 ., (Sp)en.
Ainsi Ti=¢0.--B Ty gy
fang -
ce qui mountre que la mesure algébrique de 17 avec des greudeurs fondamentales
UiVi..o... Sk est égale 4 la mesure algébrique de T; avec la grandenr dérivée de
-

sa propre espéce T(ij.. .n).

On est donc amené & faire une convention de cohérence des mesurcs, en décidant
aue les granceurs crientées seront mesurfes avor des wnités -fondamentales chaisies
dans les espoces de repérage et les unités dérivées qui lear sont “assocites dans les
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aulres eSpeces. L'expression « mesure algébrique » garde alors le méme sens dans
I'espéce et dans l'ensemble des espéces.
Un tel systéme d'nnités est dit systéme duniiés cohérent.

TiQuaTION AUX DIMENSIONS D'UNE ESPECE T. — Imaginons deux systémes d'unités

cohérents

UoVe ..... SoTa ... avec  To= (Ua)P' (NVo)P> .. .. (So)P" . ....
ST, 5 = B = = = g e

U'eVo ..... SaTs .... avec To= (Wo)rt (NV'0)P2 ... (So)pn .....

et introduisens les facteurs de changement, soit sous leur aspect matéricl, soit sous
leur aspect formel.

(= bl &S .

UO_u _Vo_’v @3 So S o ro {
= =5 = =F == =g ==.....
UO Vo 0 Ty

610z g p— P g " B AT
1 et u désignant ici les mesures algébriques d'une ménme grandeur orientée d'es-

ol >
péce U avec Us et U'o, ete... On obtient immédiatement
G =0p' COp? ... . Spn,
Cette relation numérique entre les facteurs de changement s'appelle équation
any dimensions de Yespéce T relativement aux espéces fondamentales U, V, ... S.

CHANGEMENT DE REPERE GRANDORIEL. — Le probléme du changement de repéve
grandoriel, sous sa forme générale, a partir de
Eoed i > b 7 > »— h =
Up=9U Ui \Ei— @j' Vj coov. Sp =381 Si
conduit aux formiudes de¢ transformation des grandeurs dérivées on des mesures
algéhriques, qui illustrent les notions de covariance et de contravariance. Si, par

> - > >
exemple, Fegry = (U )® V;)—2 (Wi )

> P P ' I
on aura Ty = (Ui }* (05 )2 (DO ) Tasny

(2 b 2 . K

tajry = (Ui —* (€0 = Wk ! tariy
et T(jx) sera un symbole quatre fois covariant et deux fois contravariant, tandis
que #H%) sera un symbole deux fois covariant et quatre fois contravariant.

COMERENCE DE L'AXIOMATIOUE. — Le systéme d'axiomes Il,[ (I, I1, T, IV,

VI, qulon vient d'utiliser est vérifié par les fonctions de n wvariables algébriques
xi du type arPliaP2. ... xP", on les paramétres sont assujettis aux conditions
a algébrique, pi cntiers algébriques ; cette remarque fournit une garantie satisfai-
sante de sa cohérence.

STrRUCTUKE bEs (LOAMD.* . — On voit que ['espace grandoriel générval des
grandeurs orientées oSt un espace tensoriel construit sur des espaces wvectoriels uni-
dimensionnels, & savoir ceux que constituent certains espaces grandoriels spécifiqties
privilégiés. Tl apparait méme comme Fancétre naturel de tous les espaces tensoriels.
Toutefois, le produit grandoriel n'introduit ici qu'une structure de produit tenscriel
conunutatif.

Nous allons reprendre cette construction avec le double dessein :

— de ne plus nous en tenir aux seules grandeurs orientées ;

d’abolir le privilége des espéces fondamentales.

B) GRANDEURS MESURABLES »-DIMENSIONNEES
(G.M.D)
La construction porte sur les symboles Uy, Vi, Wg, ..., qui peuvent s'inter-
préter a volonté, soit comme des G.S.I.A., soit conme des modules de G.S.0AL,
déterminés & l'aide de couples de base d'ailleurs quelconques.
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AXIOMES DE LA MULTIPLICATION GRANDORIELLE. — On pose une opération de
multiplication grandorielle ; le produit grandoriel de deux symboles est noté Ui, V; ;
le produit grandoriel de plusieurs symboles est défini par récurrence.

IV'-1 q* Wk Wi = U: Vj multiplicativité
IV'-2 Vi # 0w — 3* Wk Ui = Vj Wi divisibilité

1V'-3 Ui Vi = Vi Ui commutativité
1V'-4 (@Ui ) Vi = a(Ui Vj ) associativité mixte
o e (Ui Vi )Wr = Ui (V; Wk) associativité

On tire de la les premiéres propriétés du produit grandoriel
O VJ= Ui Op = Ouo
Ui#£Oy et VjE=0, — UiVjZOuw
ct la relation importante
(4'-6) Ui (Vi +Vi)=U:V; +U; Vi distributivité
dont la dédunction utilise aussi II1°-2 et TII'z.
Le TV'-2 permet d'introduire l'espéce neutre, notée I, telle que

Ui =U; I
et en particulier i = Ij I
puis la grandeur wnitaive d’espéce neutre, notée Io telle que
U;=U;l,
et en particulier Li=1;1, To = Iolp
A noter que Iy £ O
] . —i
e TV'-2 permet aussi d'introduire la grandeur inverse de Ui7=0y, notée (Ui ),
qui vérifie Ihy=U; (U-1;). '
On a en particulier si Iiz= Oy Iy =1I; (I=1) [ =1y (I—10).
A noter que | {(U-%)-)=U; In = (I-1y)
Les deux especes U et U—1 sont dites espéces tnverses.
U:
Le quotient grandoriel V_l‘ étant défini par
I
U.
VE.:WI; - Ui =V;jWr et V;£0,
J

la division se raméne a l'inversion et a la multiplication suivant la régle
7= Ui(V-]
On introduit alors le produit grandoriel généralisé.

AXIOMES DE L'EXPONENTIATION. — On pose une opération d’expomentiation
et:tre nombres algébriques et grandeurs ; la puissance ayant pour exposant le nombre
algébrique # d'un symbole U; est notée Up; .

Vi1 q* Vi V.= Wl exponentialité
V'-2 p# O — 3 Vj Vi = UP extractivité

V'-3 (aUi )P = ap U’i’ associativité mixte
V-4 U% = U ) associativité

V'3 Ut = u? uy distributivité-r
V-6 (Ui Vj)p= U} V¥ distributivité-2
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On tire de 13 les premiéres propriétés des puissances

U? =
Ui = U} U = =
U? = (U;1)-» (Uhe =u;?
B =1, UP U;P=1

S'agissant des exposants entiers algébriques Iexponentialité se raméne 3 la

multiplication de facteurs U; ou (U.-_1 ). A partir de cette remarque, on potirra
chercher 4 introduire l'exponentiation comme opération définie, avec le secours d'un
axiome de bipartitivité multiplicative 7g* V; Ui =V; V; qu'on” exploitera en donnant
une portée suffisante au prmc1pe d'induction mathemanque ; on en déduira totites
les propriétés primitives des puissances. :

AXIOME DE LA 7-DIMENSIONNALITE. — On dit que m grandeurs non nulles d'es-
péces non neutres Uy, Vi, ...., Sh, sont dépendantes (ou encore qu'elles forment
un systéme lié d'ordre ) lorsqu’il existe 7 nombres algébriques non tous nuls

f1peps . ... Py et une grandeur d’espéce neutre Je tels que U{-ﬂ V}’z. LS =1
Puisque aucune des m grandeurs n'est nulle, I, 3£ O

Dans le cas contraire, on dit que ces m grandeurs sont mde,bendantes (ou encore
qwelles forment un systéme libre d’ordre m).

Dés lors, deux cas sont possibles :

— ou bien il existe des systémes libres d’ordre aussi grand qu'on voudra ;

~— ou bien l'ordre des systémes libres est borné.

Posons alors un axiome qui nous place dans ce second cas :

11 existe un systéme de » grandeurs non nulles d’espéces non neutres
VT, |indépendantes, et il n'existe pas de systéme de » -+ 1 grandeurs non nulles
d'espéces non neutres indépendantes.

Cela signifie que l'espace grandoriel général a n dimensions. (En adoptant, au
contraire, la premiére hypothése, nous construirions un espace grandoriel général
doué d’un nombre infini de dimensions).

Tout systeme (libre) de n grandeurs non nulles d’espéces non neutres indépen-
dantes Uy, Vy, ..., Sh, constitue un repére grandoriel, qi’on note fUi Vj ....Shl

DEcoMPoSITION D'UNE GRANDEUR T DANS UN REPERE GRANDORIEL IUi Vi... Shl
— Soit d’abord T; une grandeur non nulle d'espéce non neutre ; les » + 1 gran-
deurs Ui, Vj, ..., Sa, Tt formant un systéme 1ié, il existe q1q2 ... gu,g non tous

. " 1 q2 n 9 9
nuls et a arithmétique non nul tels que uf vf... st t T{ = aloont qF=0, puisque
Ui, Vj, ...,Sh. forment un systéme libre.

Si Ty est une grandeur non nulle d’espéce neutre, cette relatlon est encore véri-
fiée avec GL=g2==....= g, =0 et g=1.

On peut donc écrire dans les deux cas

—ql —q2 —qn
I TR A PR e
et, puisque ¢ # o,
1 —-q2 qn
Tl:aq Ul qu.. Sh

N 20 o E 1 q

c'est-a-dire enfin, en posant { =a P E B = —

S e P
1
Tt = w v ....sh
oit > 0,
Si maintenant T est la grandeur nulle o , cette relation est encore vérifiée
avec t=20. =
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‘En résumé, toute grandeur T se met sous la forme
s t(ij...h) U;;l sz SIl)zn

ot t0--k) arithmétique et prpaps . ... p, algébriques.

I est aisé de mentrer par l'absurde que cette décomposition (quant aux expo-
sants d'abord, quant au coefficient ensuite) est unique.

T est d’espéce neutre ou non neutre suivant que les pr sont tous nuls ou non
tous nuls ; elle est nulle ot non nulle suivant que (ii--h) Pest ou ne lest pas.

pip2 ... p, sont dits exposants spécifiques de Tt (ou de T) dans le repére t(if.-Jt)
est dit mesure de Ty avec le repére,

SYSTEMES D'UNITES COMERENTS. — La grandeur d'espece T qui a pour mesure
l'unité s’appelle grandeur dérivée despéce T associée au repere ; on la note T .. h)
Ty .0y =Upr; VP ... Seny
Alnsi V T[ = t(” ..h) TG...h)
et Ton est amené, comme plus haut, & la comvention de cohérence des mesures, qui
assure la stabilité de la signification du mot « mesure » et fonde la notion de syste-
mes d'unités cohérents.

- EQUATION AUX DIMENSIONS D'UNE ESPECE T. —  Les facteurs de changement
(matériels ou formels) étant définis comme: précédemment, lorsqu’on ‘passe d’un sys-
téme d'unités cohérent 4 un autre

a Uy u (O Vo o Sy s T, ¢
O Tt & ° - Vo v° ] S & Ty ¢
on aboutit de la méme maniére & Péguation aux dimensions de I'espéce T relative-
ment aux espeéces de repérage choisies U, V. ..., S

@. == P! (Op? Spn,
COHERENCE DE L’AXIOMATIQUE. — Le systéme d’axiomes
| _ 5 (I IV 11T, IV’ V’ VI,
qu'on vient d'utiliser est vérifié par les fonctions de n variables arithmétiques X; du
type AXPI3XP2y. ., XPR, ol les paramétres sont assujettis aux conditions A arith-

métique, pi algébrigues ; cette remarque fournit une garantie satisfaisante de sa
cohérence.

- StructURE DES G.M.D,. -—— On peut faire fonctionner la loi de composition
externe V' X

— soit sur Pensemble des algébrigues, d'ot les G.M. n-dimensionnées (GM.D,),

-— soit sur l'ensemble des rationnels algébriques, en définissant ensuite une indé-
pendance rationnelle entre m grandeurs (exposants p rationnels algébriques), qui
ptend place dans le VI, ; la rationalité des exposants se conserve dans les démons-
trations ultérietres (exposants spécifiques pipsops....p, rationnels algébriques) : on
obtient alors les G.M. rationnellement n-dimensionnées (G.M.D7).

Les grandeurs mesurables, auxquelles nous avons ordinairement affaire, sont
toujours rationnellement dimensionriées ; mais, suivant le cas, on combinera entre
elles des grandeurs toutes inorientées, ou des grandeurs toutes orientées, ou des gran-
deurs dont les unes seront inorientées et les autres orientées ; on rencontrera donc
les trois types généraux suivants

G.IN.D, GO.MD", - Gi.(10)M.D7,.

UriLisation pEs G.M.D’,. — C'est un fait que la géométrie, la mécanique et la
physique ont coutunie de se développer sans dégager explicitement aucune structure
grandorielle interspécifique. Une fois la structure intraspécifique acquise, il suffit, en
effet, pour fonder un calcul général des wmesures des grandeurs, d’introduire une com-
binatoire qui porte sur itn systéme particulier de grandeurs unitaires Ug, Vo, Wo, . .-,
choisies respectivement dans chacune des espéces U, V. W, .... qu'on envisage. Un
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corps de définitions préalables, purement gramdorielles, y poutvoit. L’introduction
systématique de la multiplication grandorielle généralisée permet d’abord d’organiser
I'écriture symbolique de ces définitions liminaires (ainsi la relation grandorielle
Vip == LoT—1o, integre au formalisme la définition d’une vitesse unitaire Vo en
fonction d'une longueur unitaire Lo et d'une durée unitaire To) ; on reconnait
ensuite qu'elle transforme le calcul général des mesures des grandeurs en un calcwl
général des grandeurs, qui s’y trouvait implicitement contenu.

Si I'on met fin 4 Uoccultation accoutumée des opérations grandorielles, on abou-
tit aux conclusions suivantes :

1° En géométrie, on utilise des G.O.M.D"1 construites sur la longueur L.

2° En cinématique, on utilise des G.O.M.D*2 construites sur la longueur L. et le
temps T.

3° En dynamique, on utilise des G.(1c)M.D"s construites sur la longueur L, le
temps T et la masse M.

4° En physique, on utilise habituellement ces mémes G.(10)M.D’s. Il est naturel
de le faire, si I'on adopte la perspective cartésienne, qui traite la physique comme
une promotion de la mécanique. Cependant, la question se pose de savoir si 'on doit
ici attribuer & » une valeur & priori, et, dans le cas de l'affirmative, si 3 s’impose ou
est la plus commode (on sait que les valeurs 1, 2, 4 ont été proposées).

Jean CHAUVINEAU,
professeur au Lycée Henri-IT.
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