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4. THEOREME. — Trois points alignés ont pour homologues dans une transforma-
ton (%) trois points alignés.

En effet, si trois points sont alignés, or peut les noter A1, B1, C1, de fagon que
Pon ait la relation : A1 Bi1+ B1Ci = A1Cy.

11 en résulte que leurs homologues A2, Ba, Co sont tels que :

AsBs -} ByCo = AsCs C.Q.F.D.

5. ConNstQUENCES. — La figure homologue d’'un segment dans une tramsforma-
tion (m) est un segment.

La figure homologue d’une droite est une droite.

Tne droite orthogonale au plan = est globalement invariante dans la transforma-
tion (%) correspondante.

6. TrfoxiME. — Dans une transformation () la figure homologue d'un plan P,
est un plan (Pe).

En effet, soit un plan (1) contenant les 3 points Aj, By, Ci. Si un point My
est dans (&), il existe une droite rencontrant deux des c6tés du triangle A;B1Cy en
E1 et Fy et qui contient My. Par suite Mz est sur l'alignement EoF2 dans le plan
déterminé par les points Ag, Bz, C= respectivemient homologues de A1, By, Cy dans
la transformation considérée. Ce plan contient donc tous les homologues des diffé-
rents points de ‘P1.

Et inversement, tout point de ¢P2 est I'homologue d'un point de 1.

Donc : le plan @5 est la figure transformée du plan Pi.

7. ConstQUENCE. — Le demi-plan (p1) défini par le plan ($P1) par une droite
Dy, qui y est contenue, a pour transformé I'un des demi-plans ( p2) définis dans (¥ 2)
par la droite Ds.

Si A1 et Bi appartiennent & (p1), le segment A1B;1 ne contient aucun point de
Di. Donc le segment AsBs ne contient aucun point de Dz et A2B:2 sont dans
(P2) dans un méme demi-plan dont D2 est frontiére,

8. ConNstQUENCE. — Tout plan (/?) orthogonal au plan = est transformé globa-
lement en lui-méme par la transformation (=) correspondante.

Un tel plan partage 'espace en deux demi-espaces € et s”. Chacun deux est
globalement invariant dans la transformation (x) considérée.

9. TeforEME. — Deur triangles A1B1C1 et A'B'C’ doni les cbtés sont deux &
deux respectivement égaux :

AlBl ————A'B' A1C1 =A’C’ BlC1=B’C'
sont homologués dans un produit de transformations (w) dont le nombre est inférieur
ou égal ¢ TROTS, -

Le plan w1 médiateur de AyA’ définit une transformation (m1) qui associe :
A;—>A', Bi;—>Bs, C;:—>Co..

Par stite : A’'Bo— A1B1 = A'B’ et ByCy = B:C2 = B'C’,

plan %2, médiateur de BeB’ contient donc A’ et définit une transformation
(w2) qui associe :

A" >A’ Bo—> B.’ Co—>Cs
Par suite : A’Ca=— A'Cs=A'C’ et B2C2=B'C3 =DRB'C..
Le plan =3, médiateur de CsC’, contient donc A" et B’ et définit une transforma-
tion (=3) qui associe :

A—>A B—>B’ Ca—>C.
Donc le produit des transformations : (71)(w2)(wa) associe aux points Ag, By,
Ci, respectivement les pomts 8 2 (T C.Q.E.D.

Il peut se faire qu'une des transfotm'ttlons soit inutile par e*cempk si Be était
confondu avec B’. Donc le nombre des transformations () nécessaires est : £ 3.
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Il. — Orientation des triddres

Tout triédre est formé par trois vecteurs de méme orlgme et unitaires. Un triddre
est orienté, si Uon distingue un ordre entre les vecteurs qui le dehrussent

10. DI‘T‘IN II‘IO‘\'S — FEtant donné un triédre orienté : OA1 OA2 OAg Les
vecteurs O*\1 et OAo définissent un plan 72 qui partage 'espace en deux demi- -espaces
et nous noterons (e1) celui qui contient OAy. Dans le plan (7P) le support du vecteur
OAl définit deux demi-plans et nous noterons (1) celui qui contient OAz

Dans ces conditions :

Tout tnedre d’origine O (OA 1 OA's 2, OA's a) tel gque :

1) OA 1 est confondu avec 0/11 3

2) ()A 2 et OA2 sont dans le méme demi-plan (P1) ;

3) oA’ 3 et OAn sont dans le méme demi-espace (s1),
sera dit avoir la méme disposition ou le méme sens que le tricdre (521, O_§;, O—CT)

11. CONSEQUENCE, —- Cette relatlon est une relation d’équivalence. Elle permet

donc d’associer a tout triédre ( OA1. OBl, OIC1) un triédre irivectangle ayant la méme
disposition et aussi uw triédre dont les trois faces ont 60°.

iz, T HEORP_ME — Deur triedres omentes etcmf deﬁm.s' par des vecteurs unitaires :

(01/11, 01B1, O1C1) et @, : (02.42, Ong, O3 Cz), il existe un produit de
tranvformatzons (1:) dom le nombre est M, érieur & _(« QUATRE » gut transforme le
triedre (02/12, Osz, OvCo) en un medre (01A5, 0135, 0165) qui @ méme disposi-
tion que le tricdre (O:Al, 0131, 01C1)

Le plan 72 qui contient les vecteurs 01A1 et 01B1 est partagé par le support
O1A1 en deux dem1 plans dont 'un 7?1 contient O1B1 Dans ce demi-plan il existe
un vecteur 01B3 et un seul tel que :

—_— — —_
- angle (01A1 avec O1B3) = angle (O2A2 avec 02B2).

Les vecteurs utilisés étant unitaires les deux triangles O;A1B3 et O2A2B2 ont
donc leurs cotés respectivement égaux detx 3 deux :

01A1=02A2, 01B1 = 02B2, AsBs=:A;Raz,

11 existe donc un produit de transformations (11:) de nombre inférieur ou égal 4 3
qui associe les points Oz, A2, Bz respectivement aux points O3, Ay, Bs.

Dans ce produit de transfor*natlons Ca se transforme en un point Cs,

—)—

Si les deux vecteurs O1C1 et O1Cs sont dans le méme des deux deml -espaces
deﬁmq par le plan P le theoreme est démontré, car les deux triddres (OAL, OBs,
OCo) et (OA1, OBl, OCl) ont la méme disposition.

Si 01C1 et 01C3 sont dans deux dem:-espaces différents, la transformatlon (@)
définie par le plan @qul lalsse O: A1 et OlBs mvarlants assoc1era OLCr_», 01C4 et

les deux triédres. (O;Al, 01P3, O]_C_{) et (01A1, 01B1 01C1) auront la. méme
disposition. La proposition est done demontree
—_—
13. DEFINITION. — Un triédre (OU, OV, OW) étant choisi comme « REPERE »,
—p —
un tricdre (O'U’, O'V’, O'W’) sera dit « POSITIF » si le 'nombre de tran:forma

tions ("c) qui permettent de tramformer ce dernier en un iriedre (OU‘” V" O‘V")
de méme disposition que le repére est un nombre pair. Il sera dit négatif si ce nombre
est impair.
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14. Noration. — On désignera par Qs tout produit d’un nombre pair de trans-
formations (x) et par (1) tout produit d'un nombre impair de transformations (w).

On notera que : la transformation inverse notée (x)-!, d'tne transformation (m)
est une transformation (%) et aussi que : le produit d'une transformation () par
elle-rnéme : (7)(n) =1 est une coincidence ou identité.

15. THROREME. — Si deux triddres sont « positifs » (resp. négatifs), il exislz un
produit Qo d'un nombre pair de transformations (), qui transforme Uun d'eux en un
tricdre de wéwe disposition que Uautre,

Kemarquons Iabord que si un produit Qg rransforme un t triédre (Ozllo Osz,
OoV\ 2) en un tricdre de .nuve disposition qu 'un trledre (O1D1, (0N V (‘{Vv;), ja
transformation inverse Q3 transforme (OlUl, 01V1, 01W1) en un triédre de méme
disposition que lc t1iédre \()-:T?z, OTV:, o_\ﬂ)

Dés lors soit (OU OV O\V) le tridédre repére.

Si fO1U1, 01\1 01W1) est un triedre positif, il existe un produit Q2 qui le
transforme en un triedre de méme disposition que le repére.
— — — : ’ :
Si (02Us2, O2Va, 02Wa2) est un triddre positif, il existe un produit Q' qui le
transforme en un triédre de méme disposition que le repére.
Par suite, le produit (Q2) (Q'2)-! transformera le premier triédre en un triédre

de méme disposition que le second. Or, ce produit comporte un nombre pair de trans-
formations =. Il est donc un produit (Q "2). C.Q.F.D. (1).

16. THEOREME. — Si deux triedves sout Uun positif, Uautre négatif, il existe un
produit Q1 d'un nombre impair de transformations (z) qui transforme lun d'eux en
un triedre de méme disposition que Uduire.

11 résulte de ces deux théorémes, dont les conclusions s'excluent 'une Vautre, quie
leurs réciproques sont valables.

17. THREOREME, — Les triedres OU OV OW et OV OU OVV sont de disposi-
tions contrairves.

Soit (7:) le plan orthogenal au plan 7P qui cont1ent OU et OV et qui contient le
vecteur B bissecteur de l'angle des deux vecteurs OU et OV

— —_— —
Ta transformation (w) définie par le plan = associe : OU OV et OV a4 OU et
laisse globalement 1nvar1ant chacun des demi-espaces déterminés par le plan P

orthogonal a w. Donc OW ¢t OW’ sont dans le méme demi-espace dont P est
frontiére.

Donc : OU.OV.OW et OV. OU.OW’ sont de disposition contraire puisqu’ho-
mologués dans une transformation (x). Or : OV OU OW et OV OU O\/V' sont de

méme disposition par définition. Done : (OU ov. OW) et (OV ouv. OW) sont de
disposition contraire.

1& TuEoREME. — Les triédres (OU ov. OW) et (OU ov. OW) sont de dispo-
sition contraive.

Soit 7?1 le plan ((_)-ﬁ, (_)_\7) et 7?2 le plan (66.0_\;?). Une transformation (w)
définie par I'un des bissecteurs du diédre formé par les plans A1 et P2, transforme

—>

le demi-plan défini dans 1 par le support de OU qui contient OV1 en le demi-plan
——

défini dans P2 par ce méme suport et qui contient OW.

(1) D’une maniére générale deux triédres positifs (resp. négatifs) seront dits de méme
seus un triddre négatif et un triddre positif seront dits de sens contraires.
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Dans cette transformation (_6176\70_\7\}) devient ((5-[7, OT’\?, 0-\7') et les deux
triedres (666?6\?’) et (&? .6\?/".6?7') ont la méme disposition par définition.

Donc : (6%6\*/'6{{;) et ((3—[7 O_\K’g\:/') ic;r_ﬁ c-l_egispositg)il co_nt*raiie;

19. CoNSEQUENCE, — a) les triedres (OU, OV, OW) et (OW, OU, OV) sont de
miéme sens ;

b)Y les iricdres ( 0_60—\70—\.’\7 ) et (66, 6?’, —fﬁ) sont de sens contraires ;

c) les triedres (_5[7 ov (ﬁ\ﬁ et (— 66, — ov y — 6\7\/') sont de sens contraires.

20. APPLICATION. — Dans un tétraédre régulier ABCD, deux triédres définis en
échangeant deux sommets quelconques sont de sens contraires.

Ex. : AB, AC, AD et CB, CA, CD,

ou : ' AB, AC, AD et AB, AD, AC.

Méme proposition si le tétraédre est quelconqtte.

21. CoNcLUusiON. — ST deux figures sont howmologues dans un produst Qo d'un
nombre pair de transformation (m), deux triedres homologues : (04, OB, OC) et
(04", O'B’, O'C’) sont de méme sens.

St deur figures sont homologues dans un produit Q1 d’un nombre impair de
transformations (x), deux triédres homologues sont de sens contraires.

[il. — Déplacements et antidéplacements

22, DEFINITIONS. — On appelle « déplacement » tout produit Q2 d’'un nombre
pair de transformations (=).

On appelle « antidéplacement » tout produit Q1 d'un nombre impair de trans-
formations (w).

On appelle « figures égales » deux figures homologues I'une de l'autre dans un
déplacement.

" On appelle « figures antiégales » deux figures homologues dans un antidépla-

cement.

23. TutorEME, — Toute isomélrie est un déplacement ou un antidéplacement.
Clest le théoréme n® 12.

24. CoNcuusioN. — Le déplacement est ume transformation ponctuelle qui
conserve les distances mutuelles de deuwx points arbitraives et la disposition des trid-
dres. L’antidéplacement est une transformation ponctuelle qui conserve les distances
mutuelles de deux points arbitraires et modifie lo disposition des tiédres.

25. CoNstgueNces. — La transformation inverse d'un déplacement est un
déplacement. d

L’identité est un déplacement.

Le produit de deux déplacements est un déplacement,

Les déplacements forment un « groupe de transformations ».

26. CoNsEQUENCES, — Le produit de deux transformations (1) et (w2) définis
par deux plans =1 et w2 : i

1° si 71 est paralléle & ma, sappelle une translation ;

2° si my est sécant 4 ®z suivant une droite D, s’appelle une rotation d'axe D ;

3° si m1 est orthogonal & w2, s’appelle une fransposition :

4° si w1 est confondu avec w2, est l'identité.

Note. — Les lignes qui précédent sont un « essai » d’exposition a l'usage des
éleves de Math. Elémentaires, suggéré par la brillante conférence faite en mai 1053
par .M. G. CrogueT, Professeur 4 Ja Sorbonne, devant les Professeurs de Mathé-
matiques qui y avaient été conviés par la Commission d’Axiomatique de 'A.P.M.E.P.
it conviendrait de trouver une dénomination bréve et évocatrice pour dénommer
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