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II. Documents officiels

Rapport sur la composition de Mathématiques
(classe de Mathématiques)
au Concours général des Lycées, Coliéges et Ecoles normales en 1953

Le Jury était composé de MDM. Rorert, Inspecteur général, Président ; BousQuer,
professeur au Lycée Chaptal (Mathématiques supérieures) ; CuazaL, professeur au Lycée
Saint-Louis (classe préparatoire & 'Ecole Normale Supérieure) ; Ramis, professeur au
Lycée Louis-le-Grand (Navale) ; Mlle Raxsoxn, professeur au Lycée de Sévres ; M. RicHE,
professeur au Lycée Saint-Louis (classe préparatoire & I'Ecole Normale Supérieure de
Saint-Cloud).

ANALYSE DU SUJET (1)
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La partic I du problée était I'étude des tangentes & une ellipsz (E) inscrite dans
un paraliélogramme MNM'N’,

Paragraphe 1°. — Cas particulier d'un cercle (C).

Le parallélogramme dénoté ici mum's’, est un losange : les cOtés wman, m'n’ sont
tangents 3 (C) aux points g, g’ symétriques par rapport au centre o du cercle. Les
diagonales mm’ et nn’ sont perpendiculaires, le triangle mon est rectangle en o, og

est hauteur, d'ott la relation gm.gn=—=-— g% =-— 2 ou encore gm.g'n’ =r", car
gn == --—q’'1’,

Ainsi pour toute tangente (telle que m#n’) & (C) coupant -en deux points (tels
que m et ') les tangentes & (C) aux poinis g, g’, le produit des abscisses de ces points
comptées sur ces tangentes A partir de g et ¢° est égal au carré du rayon de (C).

Considérons, en revenant au losange de I'énoncé, une tangente quelconque pp’ a

(C) coupant mn et w’n’ aux points respectifs p, p° ; de ce qui précéde il s'ensuit que
i e b 5
gpb-gf =r=

Réciproquement, si une droite coupant mu en p1 et m'n' en p’y est telle que Ia
relation gfi.@'f’1 = r® soit vérifiée, la tangente & (C) distincte de p1g coupe m'n’
en un certain point p” tel que gp1.g’'p”"1 ==r% ; il en résulte que g'p"yv =g'p"s et
que la droite p1p’y est tangente 3 (C).

En résumé, il faut et il suffit que gp1.g’p’ 1 =r? pour que p1p’1 soit tangente
a (C).

Au lieu d’employer les abscisses gp. et g’ des points correspondants p, p’, varia-
bles avec la tangente pp’ considérée, on peut fixer leurs positions a Vaide des rap-

. m p'm' . . )
ports respectifs f_’__ ! p— Calculons le second en fonction du premier :
pn pa
2 2 2 gy 2
= o o ? 7 ™ lep gnj i
;[*J-n'l." = g"vyn’ —g - el == ____b = = p_ 2
gn  gp g§p.gn i{’.gll
n s .
. = == e ;. m pn  gn
De méme p'n’ = ——-——-B__—_- et, par division L—: e —
gm.gp ton pm gm
- pm pm  gm 3
ou, sous une forme plus syvmétrique. — . == === = constante (r).
tn p'n on

(1) Voair le texte Bulletin n” 157, pages il). Td3 2t 146,
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Cette relation (1) est nécessaire pour que la droite pp’ soit tangente a (C) : si,
réciproquement cn la suppose vérifiée avec une droite p1p’1, c'est-a-dire si

pam pm’  gm

la cousidération du point p”1 déja considérée plus haut, tel que

P pln’ on
Mg R ) o3 A= o) By S
Fife > il gt N N v 1ilE P4t
S S ameéne a4 conclure que 4 =iz
Pim phin’ gn P’ pon

c'est-a~dire que f’1 coincide avec p”;.
Ln résumé, la relation (1) est nécessaire et suffisante pour que la droite pp’ soit
tangente a (C).

Paragrapiie 2°, — Cas général d'une cllipse (E),

On désigne ici par P et P’ les points ot une droite (T) coupe les cotés paralléles
MNXN, M'N" du parallélogramme circonscrit a (E).

Considérons Tellipse (E) comme la projection, sur son plan, dun cercle (C).
Toute tangente & (E) est également la projection d'une tangente déterminée a (C) :
au parallélogramme MNM’N’ circonscrit A (E) correspond ainsi un certain parallé-
logramme mnm’s’ circonscrit & (C). Les points G et G’ sont les projections des points
de contact g et ¢’ de mu et w's’ avec (C) ; P et P’ sont les projections de certains
points p et p appartenant respectivement 3 wt et s’

Pour que (T) soit tangente & (E), il {aut et il suffit que la droite pp’ soit tan-
gente & (C), cest-a-dire que P£ X E_fi :S_:Lf

pu pn gn
Trois points alignés du plan de (C) et leurs projections sur le plan de (E) cons-

. N B N7 PM pm ‘M gm G_M
tituent deux figures semblables @ ainsi —=— “—=—x= = =_—.
rm PN pn’ PN gn GN

La condition nécessaire et suffisanie pour que (T) soit tangente & (E) est donc :

>
=
e,

PM PM GM
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Parrie 1I. — On v considére, outre Uellipse (E), son cercle orthoptigue () et
un point S situé sur la sphére avunt ce cercle () comme grand cercle. s désigne la
projection orthogonale de S sur le plan (@) de (E). Une tangente (T)) & (E) ren-
contre nécessairement le cercle () aux points de rencontre de (T1) avec les deux
tangentes a (K), orthogonales a ('1'1) : A, B, désignant ces points, leurs symétriques
A%, B par rappert au centre O de (E) appartiennent & (Q) et le parallélogramme
ABA'B’ est un rectangle circonserit a () et inscrit dans (Q).

Puragraphc 1°. — lLe point s [intéricur a (Q), mais non nécessairement a ()]
1'eat pas généralement situé sur (Ti1) : supposons que s ne soit pas sur (T)), c'est-d-
dire que le plan (ST4) ne soit pas perpendiculaire an plan (@) : dans ces condi-
tions la perpendiculuire menée par S au plan (ST1) coupe le plan (@) en un certain
point t1. La droite st1. projection de Sti, est perpendiculaire sur la trace (T1) [du
plan (ST1) sur (@)] en un certain point /.

Dans le plan Stil, le triangle {1Sh est rectangle en S, la hauteur issue de S
étant Ss. D'owt la relation sh.st; == - sS2 = — 2 en posant Ss= 17, que I'énoncé
stuppose non nul. Le point f1 est denc inverse du pied /i de la perpendiculaire a (T1)
issue de s, dans Vinversion de pole s et de puissance -— ¢2. Cette puissance est celle de
& par rapport a (Q).

S est situé sur la sphére ayvant (Q) comme grand cercle, sphére dont AN et
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BB’ sont dizmétres., SA est donc orthogonal 3 SA’, et de méme SB est orthogonal
A SB’.SA et SB situées dans le plan STy sont orthogenales 3 la droite St

11 en résulte que SA est perpendiculaire au plan SA’t: et que SB est perpendi-
cttlaire au plan SB’fy.

Le plan SA’H est bien défini si 13 ne coincide pas avec A’ 1 il en est ainsi si §
n'est pas situé sur BA’. Précisons que nous supposerons s #on Situé sur BA' on
sur AB’.

Le plan SA't1 coupe la droite (T1) en un certain point A” ; il ne saurait, en
effet &tre paralléle 4 (T1), sinon sa normale SA serait orthogonale & (T1) et s serait
situé sur AB', ce qui est exclus. La trace de SA’fy sur (Q) est A'%1, qui contient
donc A”, et qui est orthogonale & SA, et aussi & sa projection sA. Dans le triangle
+1AA”, t15 et As sont deux hauteurs et s est I'orthocentre. On peut noter aussi que
les trois droites SA, SA”, St; forment un triédre trirectangle, puisque chacune des
detx droites St1, SA est perpendiculaire au plan des deux autres.

Le symétrique de s par rapport & (T1) est situé sur le cercle AA”t1, d'ott résulte

la propriété, classique pour lorthocentre d'un triangle : WA BA” = —hs. ht1 (3).

On verrait de méme que le plan SB’ty est bien défini, coupe (T1) en un certain point

B” aligné avec #1 et B’ et que s est Uorthocentre du triangle t1BBf", d'ot la relation
hBL.WB” = —hs.ht1  (4).

Remarque. — Si s est situé sur BA’, Ja premiére relation définit un point A” ;
dans la seconde, B” étant rejeté a Uinfini sur (T1), B devient nul et hB” infini. On
peut considérer que la seconde relation subsiste encore. De méme si s est situé
sur AB'. i

Si s est situé sur (T1), f1 est rejeté & V'infini sur sh et I'on voit aussitot que A”
et B” sont respectivement confondus avec B et A.

2° Vovons la situation du point t1 par rapport & lellipse (E).

Dans les cas particuliers faisant Pobjet de la remarque précedente, f1 est en A
ot en B', ou 2 Vinfini : f1 est donc extérieur & (E).

Si /i est extérieur, sur (T1), au segment AB, #1 est extérieur & la bande de plan
comprise entre les paraliéles BA’, AB’, qui sont tangentes a (E): il est donc
impossible que #1 soit sur l'ellipse ou 3 son intérieur, Pellipse étant intérieure & cette
bande. ¢ est donc extérieur 4 (E).

Enfin, si /i est intérieur au segment AB, il est intérieur au cercle (Q). Or Pin-
version de pole s et de puissance — g2 n'altére pas le cercle (Q), mais échange ses
régions intérieure et extérieure ; elle change, d'autre part h en t1. 1 est donc exté-
rieur au cercle orthoptique (Q) de (E) ; & fortiors il est extérieur 4 (E).

Donc, daus tous les cas t1 est extérieur ¢ (E) : il s'ensuit qu'on peut mener par
t1 deux tangentes (T2) et (Ta) & (E). Les points de rencontre de (T2) avec AB et
A'B’ sont désignés par ts et #3 ; les points de rencontre de (T3). avec AB et A’B’
sont désignés par ts et 2. Avec ces notations le triangle tit2ts est ¢irconserit a l'el-
lipse (E) et les coOtés opposés aux sommets f1, f2, {3 sont respectivement, les droites
(T1), (T2), (Ta).

Nous écarterons tous les cas particuliers ot s serait situé sur un coté du rectan-
gle ABA’B’ autre que A'B’ ; dans ces conditions les points #1, fe, t3 sont & distance
finie.
La relation étudiée dans (I, 2°) s'applique ici au rectangle ABA'B’ circonscrit
a (E) et qui représente un cas particulier du parallélogramme MNM'N’. Rappelons
que, pour qu'une droite (T), coupant AB en f et A’B’ en t, soit tangente a (E) il
faut et il suffit que ces points satisfassent 3 la relation [transposition de (2)] :

Bk
tB t'B’
K ne dépendant que du rectangle et de (E), mais étant indépendant de £ et £.



Cette relation donne un moyen algébrique de caractériser, par leurs points de
rencontre avec AB et A’B’, les tangentes (T2) et (T's) menées du point f¢ a (E).
Pour que la droite (T) passe par #1, intersection de A"A’ et B”B’, il faut et il suffit

A AT
que — ==
B B”
| P tA . Sl :
En éliminant le rapport —— entre les deux relations qui précédent, on obtient
tB’
la condition, nécessaire et suffisante, 4 laquelle doit répondre ¢ pour que ¢ soit un
N t_A- t——A" - L A PAr T iR
des points fe et t3 ! — X —= soit tA.tA” —KtB.iB" =0 (3).
tB B” '

(T1) étant orientée, posons ht=1zx doi A = I-IX—-‘JL’, FAY = hA” - x
fB=—hB—x, tB”=hB"—x. La condition (5) se traduit par une équation du
second degré en .

(hA — ) (hA” —x) —K (hB —x) (hB" —x) =0.

Te coefficient de #2 dans le premier membre est 1 — K. Le coefficient constant
est A.RA” — KhB.hB”, Cest-d-dire, en tenant compte des relations (3) et (4) éta-
blies plus haut —-hs.ht1 (1 —K).

L'équation du second degré admettant comme racines w2==»hi2, &2 = i3,
d’aprés sa signification, le produit x2xs de ces racines s'exprime par le quotient des
coefficients précédents : 1— K est non nul, puisqu’il y ¢ deux racines. Ainsi

wors =— hs. hiy.
Soit hts his =—hs.ht1  (6).
Le triangle t1tefs a un orthocentre & situé sur la hauteur #1/, défini par la rela-
tion hite.hts ==-— hs’.ht1, qui, par comparaison avec (6) donne [if1 étant non nul]

hs' = hs. § coincide avec 5. Donc * le triange titsts a comme orthocentre le point s,
projection de S sur le plan (&).

Dans le triangle #St1, qui est rectangle en %, remarquons que hS%=hs.his.

La relation (6) s'interpréte donc encore par hts.htz = hS?, et prouve que le
triangle ¢2Sty est rectangle en S : ainsi Sfs et Sfs sont orthogonales, et T'on sait
déja que chacune de ces deux droites, étant contenue dans le plan STi, est ortho-
gonale 3 St1. Donc le triédre dont les arétes sont St1, Sta, Sis est trirectangle. Ou
encore, en considérant ses faces qui sont les plans (ST1). (STs), (STs) : les trois
plans (ST1), (ST2), (STs) sont deux & deux perpendiculaires.

A toute tangente (T1) i (E) correspondent deux autres tangentes déterminées
(T2) et (T3) & (E) et le point fixre S [quel que soit S d'ailleurs, sur la sphere de
grand cercle (Q)] est tel que les plans déterminés par S et les droites (T1), (T2). (Ts)
sait trirectangle.

Remarque. — On voit sans peine que les cas réservés dans I'étude précédente,
s'ils sé présentent, ne mettent pas en défaut la conclusion précédente : il &'y présente
seulement le fait que le triédre trirectangle y a une aréte paralléle au plan @Y.

(T1), (T=). (T3) forment un groupe symétrique de trois tangentes a (E),
c'est-a-dire que I’échange de deux tangentes ne modifie pas globalement ce groupe.

Parrie 111, — Elle consiste dans Iétude du lieu du point #1 (ou f2 ou f3), car
ces lieux soni, d'aprés ce qui précéde indiscernables.

Pour abréger, nous désignons par f I'un quelconque #; des sommets #1, 2, f3
(i==1, 2, 3) et par (T) le coté opposé (T} du triangle f1tats ; I continue & désigner,
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comme on I'a fait dans le cas ott i==1, la projection de s sur la droite (T). Rappe-
lens que sh.st == — o2,

1“ (E) peut étre considérée comme projection d'un cercle sur le plan (@). En
d’'autres termes, le cylindre admettant (E) comme section droite est coupé par cer-
tains plans (II) suivant des cercles. 1] suffit ici de caractériser leurs directions, tout
plan paralléle a un plan (11) étant aussi, ¢ priori, un plan (II) : ou aussi les direc-
tions de droites normales aux plans (II), et, pour fixer les idées, les droites (F)
passant par s et perpendiculaires aux plans (II),

Si un cercle a comme projection orthogonale sur (@) lellipse (E), un de ses
diametres est projeté suivant le grand axe Ox de (E), et il est paralléle & (Q) :
ainsi les plans (1) sont paralleles & Ox. L'angle aigu 8 du plan du cercle avec ( @)

b
est tel que cos =~ (7). Donc les droites (F) sont orthogonales a Ox. Soit Oz la
a

perpendiculaire élevée en O au plan (@) ; une droite (F) fait avec Oz un angle
aigu égal 3 0. 7] existe deux dreites (F), symétriques par rappott au plan (2 )
situées dans le plan paralléle au plan yOz et passant par s etl leur angle commun 0
avec Oz [complémentaire de l'angle de ces droites avec ()] est défini par (7), et

O < 6 < = : réciproquement, il est immédiat que tout plan perpendiculaire 3 une
2

telle droite contient un cercle, dont le centre est le point d'intersection de ce plan
avec Oz, dont le rayon est @ et qui est projeté sur (@) suivant Pellipse (E) ; car la
projection sur (@) de ce cercle est une ellipse qui a les mémes axes, en grandeur et
en position, que (E). o

Transformons une telle droite (F) par une rotation d'axe sS (paralléele 4 Oz)
et d'un angle droit, le sens de rotation étant quelconque ; on obtient une droite (1)
passant par s. Il n'existe que deux telles droites (F1), car la symétrie par rapport a
la droite sS et la symétrie par rapport au plan () produisent le méme effet sur une
telle droite (F:). Elle est orthogonale & Ox : autrement dit la parallele a (I';) pas-
sant par O est dans le plan #Os. Cette paralléle fait avec (2) un angle égal a celui

. b
que (F) forme avec (&), qui vaut donc ——8,
2

Or, on sait que par (2)) passent deux cylindres de révolution, de rayons égaux
a b, dont les axes passant par O sont dans le plan #Oz : leur épure classique montre
que Tangle aigu d'un tel axe avec O, c'est-d-dire son angle avec (@) a un sinus

r a r " 7:
égal a - : cet angle est donc égala — —¥.
a 2

Cette étude montre que les droites (F1), symétriques par rapport au plan (2)
sont paralléles aux axes de ces cylindres de révolution, ou, si l'on préfére, a leurs
génératrices.

2° (T) est tangente 4 (E) en un point que nous désignerens par . (F1) ayant
été choisie, considérons le cylindre de révolution contenant (E) et de génératrices
paralléles & (F1). D'aprés le théoréme de Dandelin, les foyers @ et ® de (E) sont les
points de contact avec le plan () des deux sphéres inscrites dans ce cylindre qui
sont tangentes au plan (L) : soit (X) celle de ces sphéres qui passe par ‘b. La paral-
1¢le & (F1) passant par u est génératrice du cylindre et c’est une tangente a la sphére
(2) en un point M de cette génératrice. Le plan tangent en M a (Z) est aussi le plan
tangent au cylindre le long de 2], et contient donc la tangente (T) a (E) au point g.

On voit que par (T) passent deux plans tangents & (Z), savoir le plan (Q) et
le ptan (TM), dont les points de contact respectifs sont @ et M. Ils sont évidemment
symétriques par rapport au plan médiateur du segment ®M. La droite (T) est done

I ]
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an

dans ce plan médiateur : la symétrie par rapport & ce plan échange ® et M et n’aliére
pas le point w -

Donc 'angle (aigu ou droit) de (T) avec la droite u® est égal A I'angle (aigu ott
droit) de (T) avec la droite uM, autrement dit & Fangle o des droites (T) et (F1), em

supposant O < o < -

2
Ce raisonnement s'applique aussi an fover @' et d’ailleurs (T) forme des angles
égaux, & priori, avec ud et pnd’,
Calculons sinz, en considérant que o est angle des rayons vecteurs focaux ad
et ufb’ du point w de (E) avec la tangente (T) d'aprés ce qui précede en appelant
fet 7 les d1<tance~ respectives de ® et @ a la droite (T), écrivons que

o ot
whb  ud wd - ud’
K désignant la projection orthogonale de O sur (T), O est le milieu de @9, segment
situé tout entier d'un méme coté de O, d’onr résulte que f - f = 20K. D’autre part
OK

u® - ud’ == 20. Ainsi on obtient sift o = — (8).
a

Calcul de la distance 3 du point t, qui engendre le liew dewmandé (L), 4 la droite
fire (F).

On voit immédiatement que 8 = st sin (st, F) (s¢, F) étant un angle aigu ou droit.

La rotation d'un angle droit autour de sS, gui transforme (F) en (F1), trans-
forme d'antre part s¢ en une parallele & (T), puisque st est orthogonate a (T). Done
sin (st, F) =<in (T, ) [(T. F1) étant aigu ou roit], la rotation conservant les
angles.

Le second membre de cette relation, sine, peut étre remplacé, d’aprés (8), par

OK
—. Donec §=st.— (9).
a a

3" Fn suivant les indications du textc, commencons par déterminer le lieu (L)
duns Phypotheése ott s est confondu avec O.
Alors sh est confondu avec OK. Comme st.sh==7¢% actuellement égal 3 R?

) a!+bl

[R ravon de () ; on sait que R2 = g2} 2] la relation (9) devient 3=

La distance de ¢ & (F) est constante. ¢ appartient donc & la section, par le plan
3 : a4 b2 .
(@), du cylindre de révolution d'axe (OF) et de rayon ——— : cette section est
a

une ellipse () de centre O.

Rec1pr0cmement a un point = de cette ellipse (e) correspondent deux tangentes
{T) a (E) ayant la direction perpend1cula1re au vecteur Or, et, par conséquent, deux
points ¢ du lieu (L), dont chacun est associé i la projection K de O sur (T) par la

relation OK. Oz‘——(az—l— b2) ; ces deux points sont nécessairement sur lellipse
{¢). Comme la droite Or ne coupe (¢) quen deux points, I'un des points ¢ considérés
coincide avec © et t appartient au lieu (). On peut conclure alors & Videntité du
lieu (L) avec 'ellipse (s).

Cette ellipse a, @ priori, comme axes de symétrie Ox et Oy : le demi-axe A

at 4 b?

porté sur Ox est égal au ravon ———— du cylindre. Pour calculer le demi-axe B
a
de (¢) porté sur Oy, il suffit de se rappeler les définitions de (F) et de 8 ; on voit
a* -+ b® cos a® - b?
@ b ‘
Observer que A est le demi-petit axe, B le demi-grand axe de () : A< B, et

que B= , dott, daprés (7) B=
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b
que 5= les deux ellipses (E) et (L) sont semblables et pourraient étre rendues

homothétiques par rotation d’un angle droit, de I'une d’elles, autour de Ogz.

4° Supposons maintenant s distinct de O : appelons (D) la polaire de s par
rapport au cercle (Q) : elle est perpendiculaire 3 la droite Os en un point O, tel que
Os.00"=R?, ce qui fait connaitre 00, puisque Os%"0O.

Le plan polaire de O par rapport i Ia sphére de grand cercle (Q) est perpendi-
culaire 3 Ogs en s, donc contient le point S de cette sphére ; la droite O'S est tan-
gente & cette sphére en S, ou encore le triangle OSO’ est rectangle, en S : on en

déduit la relation, entre vecteurs de I'hypoténuse 00, 50.50" = — 752 =— g2,
La comparaison entre cette relation et la suivante : sh.st=—p2  montre que

5O.s0' = sh.st ; les points O, O', h, t, sont sur un méme cercle, ce qui équivaut,
comme il est classique, air fait que les triangles shO et sO't sont semblables.

La similitude (indirecte) qui transforme ainsi s en s, h en O’, O en ¢ transforme
la droite (T) perpendiculaire 3 s% en % en la perpendiculaire 4 sO’ en O’, savoir la
droite (D). Le rapport de cette similitude est done le rapport de la distance de ¢ &

d
(D) 2 1a distance de O i (T), soit oK ©® appelant d la distance de ¢ 4 (D).

i . , st T .
Ce rapport de similitude est, d’autre part, égal a % D’ott 1a relation
5
d st )
=== (10).
OK sO
gy . . s _sO

Eliminons st entre les relations (g) et (10) : ceci donne finalement ZE== (1)

OK disparaissant, en méme temps, dans le résultat. Le second membre de (11) est
une constante. Le rapport des distances des points du lieu (L) aux droites (F) et (D),

dont la seconde seule est dans le plan (Q), est égal 3 Q Soit (L) le lieu des points
a

O :
du plan (Q) dont le rapport des distances & (F) et a (D) est égal & T Tout point
: a
de (L) appartient & (L). -

Réciproquement & un point = du lieu (L) correspondent deux tangentes (T) a
- (E) ayant la direction perpendiculaire au vecteur st et par conséquent deux points
¢ du lieu (L) dont chacun est associé  Ia projection h de s sur (T) par la relation

sh.st==—92 La relation (9) 8 ==st.—, qui ne reposait que sur la tangence de
a
(T) & (E), et non sur un choix spécial de t, s'applique au point 7 : nous écrirons

OK
pour plus de précision 3(1) = st =—— (9).
a

3 sO a
Par hypothése, = appartenant i (L) : ‘% =— (11
T a
D ’ t 1) rl- . “ d 8( ) Aseils ST d(T)
sulte — = —,
e (9') et (11, par élimination de (1), rés O— OK
Par hypothe fert & (), donc, daprés (10) —e == 0]
ar hypothese i appartient 4 (I.), donc, d'aprés (10 0= 0K
3 t I i
La comparaison conduit & S(T) =ZS(T) : le point = et chacun des deux points ¢
lui correspondant appartiennent, d'une part. 4 la droite s7, et d’autre part au lieu des
ST .
points dont le rapport des distances & s et & D est —— (conique de foyer s).
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Une telle conique et une telle droite n'ont au plus que deux points communs,
s w’étant pas sur D (conséquence du fait que ¢=<0) : nécessaitement t coincide
avec I'in des deux points # : tout point de (I") appartient 3 ).

On peut maintenant conclure & 'identité des lieux (L) et (L'). Ainsi (L) est
identique au liew géométrique des points du plan (Q) dont le rapport des distances

. . sQ
aux Jroites (F) et (D) est égal & —.
a

5° Etude de la projection orthogonale (T') de (L) sur un plan (I1), perpendi-
culaire & (F). — Par (D) passe un plan (U) déterminé paralléle 3 (F). La distance
mle d'un point quelconque m du plan (Q) 2 la droite (D) est proportionnelle 4 la
distance ml de m 4 ce plan (U) : car le triangle mlk rectangle en I donne la relation

N

ml=mk cos § (12) of1 B est 'angle kml. Cet angle est indépendant de . : cest 'an-
gle aigu de la droite O (paralléle & mk) avec une normale au plan (U).

Ceci posé, projetons la courbe (L) sur un plan (II) déterminé et perpendiculaire
a (F) en un point 5 : le plan (U) est le plan projetant la droite (D) sur le plan (II)
et son intersection (A) avec (II) est la projection de (D) sur (II). La projection de
#y est un point.n de (II).

Pour que # appartienne 4 la projection (') de (L) il faut et il suffit que m appar-
. \ N §(m) sO
tiennie & (L), cest-d-dire que —— ===
d(m) a

dans (@), des points de (L).

d'aprés la relation (11) caractéristique,

) . ml
d(m) est la distance mk de m & (D), qui d’aprés (12), est égale & -
c

&(m) sO 1

;la condi-
8

tion devient

ml  cosB a
8(m) distance de m & (F) se projette en vraie grandeur sur (I1) selon la distance
de n 2 o, soit &(m) = ne.
ml distance de m au plan (U), perpendiculaire & (TI) se projette en vraie gran-
deur sur (IT) selon la distance n) de # & (A).

o e . RS s
La condition s'écrit — =¢ (13) en posant ¢ — —
nh cos f

que la projection (T') de (L) sur () est une conique de foyer o [trace de la droite
(F) sur (IL)], de directrice (A) et d’excentricité e.

§ n'est pas situé sur D puisque sO.sO"==—02 et qu'on suppose o=~ o0, d'oli
certainement sO’ %0 : donc ¢ n'est pas sur (A) : (I') est une coniqlle proprement
dite, ellipse, hyperbole ou parabole selon que £ < I ot e > I ot e =1I.

Discutons ces éventualités selon la position de s dans (Q) : transformons A cet
effet expression trouvée pour e. Les perpendiculaires Oz et sS au plan () élevées
en O et s coupent le plan (IT) en des points Oy et s1. Os peut &tre considéré comme
projection orthogonale du segment Ojs1 sur le plan (2 ). Oysq est orthogonal 4 (F),
puisque situé dans le plan (II), et O1s1 est orthogonal 3 (D), puisque contenu dans
le plan 205 qui est perpendiculaire a4 (D).

O1s1 est donc une perpendiculaire au plan (U) qui est paralléle aux directions

1 L .
. (constante). C’est dire
a

T -
de droites (D) et (F). L'angle Os, O1s1 est ainsi I'angle B considéré plus haut. Os
est projection orthogonale de Oisy sur la droite Os, donc Os= Ojsy cos B et
sO
£Os B . P Ois q
L'expression de e devient e =— (14).
a

= 01s1.

Ce rapport est égal, inféricur, ou supérieur a 1, selon que, dans le plan (II), le
le point s, est situé sur le cercle de centre O; et de rayon g, intérieur ou extérieur a

2,



ce cercle. Or ce cercle est précisément projeté orthogonalement sur (&) suivant
I'ellipse (E). D’olt les résultats suivants :

Lorsque s est situé sur (E), (') est unc parabole : lorsque s est intérienr & (E),
(D) est une ellipse ; lorsque s est extérieur & (E) [soit dans la région comprise enire
(E) et (@)1 (1) est une hyperbole.

On ne demandait pas d’établir que, dans le cas général, le lieu (L) est lui-méme
une conique, ce que I'on pressent ; mais la démonstration ne serait plus aussi élé-
mentaire, On atirait pu encore discuter la nature de (I') en cherchant si cette courbe
a des points 4 Uinfini, ou, ce qui revient au méme, si (L) a des points 4 linfini. Rap-
pelons qu'on a vu déja que ¢ n'est rejeté a infini que si-sh=o, clest-a-dire s situé
sur. (T) : trouver les points a l'infini de (L), se raméne a mener du point s les tan-
gentes 4 (E), et cela confirme les résultats précédents.

Le lieu (1) peut-il éire un cercle ¢

T1 est nécessaire que (I') soit une ellipse, donc que s soit, d’abord, intérieur & (E).
Cette restriction étant supposée remplie, il est nécessaire et suffisant pour que (L)
soit un cercle, que le cylindre de section droite (T') soit coupé par le plan () sui-
vant un cercle : d’aprés une étude déja faite dans (III, 1°) il y a pour cela deux
conditions :

1" que l'axe focal (ou grand axe) de I' soit paralléle a (2) ;

2° que l'angle 0 des plans (II) et (2) [voir I1I, 1°] ait son cosinus égal au
rapport du petit au grand axe de (T).

b .
Or cosb=-. Cela revient & dire que (I') soit semblable ¢ (E).
a

La premiére condition exige que la directrice (A) de (I') soit orthogonale a la
direction du plan (1) qui est en méme temps une direction du plan (2) : clest la
direction de Ox. (A) est la projection de (D) sur (II) : pour gque l'angle de Ox avec
(A) soit droit, il faut et il suffit que langle de Ox avec (D) soit aussi droit ; enfin
(D) étant orthogonal, dans (2), a la droite Os, il faut et il suffit que s sodit situé
sur la droite Ox.,

La seconde condition peut s’exprimer en égalant les excentricités de (I') et de
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(E), d'ott d'aprés la formule (14) 25 _C ¢ étant la demi-distance focale de (E).
a a

Mais si s est sur Ox Os = Ois1. Il vient alors Os = ¢ ; s doit étre Vun des foyers
de (E).

Réciproquement si s est pris en ® ou @ [foyers de (E)], les conditions requises
pour que (L) soit un cercle sont toutes remplies.

On le contrdle trés simplement en considérant (par exemple pour s confondu
avec ®) les triangles f1fs¢3 inscrits dans (L), circonscrits & (E) et ayant, ici, pour
orthocentre ®.

Le symétrique de @ par rapport 4 un des cotés (T1), (T2), (Ts) d'un tel trian-
gle est, dune part, sur le cercle t1/2t3 ; d’autre part, @ étant foyer de (E), ce symé-
trique est sur le cercle directeur de (E) de centre @ et de rayon 2a. Les trois symé-
triques en question ne déterminent qu'un seul cercle et f1, {2, ts appartiennent donc
au cercle directeur précédent. Donc, lorsque s est en Pun des foyers de (), le lieu
(L) se confond avec le cercle directenr de (E) doni le centre est Pautre foyer.

RESULTATS GENERAUX

Le nombre de conctirrents était inférieur d'un cinquidme au nombre de ceux
qui avaient été présentés en 1952. Ce n'est pas 13, cependant, la seule différence
résultant de la comparaison des deux concours consécutifs, Les correcteurs, sur-



veillant & Paris épreuve, s'étaient d’emblée rendus compte que le concours de 1954
serait nettement moins bien réussi que ceux des deux années précédentes.

La premiére correction des compositions, effecttée avec un baréme initial provi-
soirement adopté par le jury et ne faisant jouer qu'un faible réle, relatif, i la par-
tie I, a montré que la grande majorité des copies se groupaient au-dessous de 5 sur
20 ; une téte, comparablement réduite, se manifestait entre 5 et 8, terminée par une
pointe trés effilée, d'une dizaine de compositions, s'étirant jusqu’d 13.

Or ce n'était pas du tout la physiomcnie des résultats de 1952, beaucoup plus
homogeénes, avec une cotation provisoire progressive peu différente de celle adoptée
cette année.

L’explication de cette anomalie a été facile & déceler : la partie I, considérée
a priori par tous les correcteurs comme un prélude n'offrant pas la moindre difficulté,
a arrété beaucoup d’éléves, fait perdre du temps a ceux qui I'ont finalement dominée,
et, seule, la pointe d’avant-garde, formée des meilleurs concurrents, a franchi ce cap
préliminaire sans s’y arréter longuement.

pm p'm  gm
pn  pn’  gn
(voir I, 1°),
mais la donnait & découvrir, par transformation, précisait-on, de la relation
gp.g’p = r? entre les points p et p’.
Il est surprenant qu'une nuance aussi minime dans les indications données aux
éléves, ait eu une telle répercussion. Ceux qui n'ont pas du tout réfléchi 3 la

Le texte de cette partie I n'indiquait pas la relation

pm

. . . . by 7 — Ay E "l o’

demande faite, qui consistait 4 évalver —— a l'aide de Pt et de constantes, ont été
p'n’ pn

tout de suite handicapés ; ils auraient pu en suivant la lettre du texte exprimer gp

a laide de P—_"—l et ¢’ a laide de g et porter les expressions obtenues dans la
pn n'
condition gp.g'p’ ==
Ce calcul avait l'avantage de fournir la relation cherchée comme condition
nécessaire 2f suffisante pour que pp’ soit tangente au cercle. Il n’est pas trés long et
on le rencontre dans bien des copies mais présenté avec quelle lourdeur ! On n’a

~3

858 o pm pm ., g
pas l'idée de 'abréger en posant — ==A, ——==1%"; d'autre part, les formules de
pn pn :
—  gm—lgn

géométrie analytique comme gp = ne sont pas familiéres aux €leves de

I — A
Mathématiques. Ce qu'il faut tirer comme conclusion de cette mésaventure, c’est que
nos €léves sont heaucoup trop dressés 4 démontrer des résultats fournis par le
professeur ou le livre : ils arrivent alors par tous les moyens au succés. Mais ils se
posent trop rarement la question : Comment aqurais-je pu trouver ce riésultat si la
question posée ne VeDt pas mentionné, se contentant d’aiguiller le chercheur dans
une voie déterminée d'étude ?

Dans tout le restant du probléme, sauf les derniéres parties de ‘III, le texte
guidait sans cesse les concutrents, et ils se sont bien trouvés de cette tutelle ; ainsi
les paragraphes (II, 1°) et (IIT, 1°) n'ont pas arrété les candidats.

Dans (I, 2”), pour établir, sans calcul, que #1 est extérieur 3 Pellipse (E), il
s’est produit ce fait que ce ne sont pas toujours ies meilleurs candidats qui l'ont
justifié correctement. On s'est en général servi de la remarque : si & est intérieur &



(Q), 11 est extérieur & (Q), et @ fortiori 3 (E) : mais on a souvent oublié de se
demander si & est toujours sur le segnient AB.

L’égquation du deuxiéme degré n’a pas géné ceux des candidats qui avaient établi
la relation demandée en (I, 1°). Regrettons cependant, dans ce passage, une grossicre
faute d’homogénéité dans 'une des meilleures copies.

La partie III a joué son rdle pour départager les meilleurs, ce que l'on avait
prévu. Clest surtout I'égalité angulaire (résultant cependant d'une simple rotation)
qui a’ définitivement arrété de nombreux candidats ; mais l'examen de la figure de
Dandelin, qui s'introduisait dans (III, 2°), nous a valu quelques démonstrations trés
élégantes. :

Dans (III, 4°) la formule d.0s=0K st n'a été établie que par deux concur-
rents. A ce stade de la compétition, les candidats savent qu'un résultat relatif 3 un
lieu géométrique implique I'étude d’une condition nécessaire et suffisante. On n’en
apprécie pas moins la franchise de celui qui écrit : « Il y aurait lieu de démontrer
la réciproque. »

Cette démonstration, reconnaissons-le, avec la méme sincérité, elit exigé un peu
plus de temps pour étre mise au point.

On a encore justifié que (') est une conique, mais la discussion de sa nature et
la recherche des cas ot (L) est un cercle ne sont étudiées dans aucune copie

Les défauts de mise au point les plus fréquemment signalés sont la confusion
entre « condilion nécessaire » et « condition nécessaire et suffisante », celle aussi

entre gp.g’p’ et gp.gp.

Le fait que la section plane triangulaire d'un triddre trirectangle a son orthocen-
tre confondu avec la projection orthogonale du sommet du tridédre sur ce plan semble
familier 3 beaucoup de candidats, qui n’en reprennent pas, bien souvent, la démons-
tration : cela ne dispense pas de précisions justificatives, potr passer, inversement,
du fait que s est orthocentre de f1tafs, au fait que le triedre (St1, St2, Sts) est tri-
rectangle.

Certains employent 'expression de « contre-projection » dans un sens qui a
paru trés obscur. Il semble qu'on puisse sans inconvénient se passer pratiquement de
ce néologisme, hon tout au plus dans une étude systématique de l'opération ponctuelle
inverse d'une projection orthogonale. ,

D’autres affirment qu’une ellipse est la projection de son cercle principal, absur-
dité, ou confusion, dans leur esprit, de la projection et de l'affinité,

La présentation et l'orthographe sont convenables 4 de rares exceptions pres :
les mots les plus écorchés sont : hypoténuse et losange.

Treize compositions ont été retennes pour une seconde lecture. Il a été possible
de décerner deux prix et quatre accessits : les moyennes (sur 20) sont 13,7 et 13,2
pour les prix ; 11,6, 11, 10,6 et 10,3 pour les accessits. La premiére copie non rete-
nue pour une récompense est fort éloignée des précédentes (moyenne 8,5) ; la der-
niére des treize compositions lues par tous les correcteurs a la moyenne 6,8.

La copie classée premidre est d'une rédaction pleine de netteté et de probité :
nous eussions désiré son impression au Bulletin Officiel ; mais, pour des raisons de
place, il ne fut pas donné suite & notre projet.

Sur les six concurrents primés, quatre se retrouvent comme lautéats du Concours
général de Physique.

I1 est rare dang les annales du Concours général, que la sélection des candidats
récompensés soit aussi aisée, et, d’aprés ce qui précéde, probante. Ainsi la rédaction
pen explicite du texte, qui est & L'origine de l'insucceés de I'épreuve chez la masse des
concurrents, aura finalement contribué au bon choix des meilleurs, _

Tous les lauréats sont éléves de lycées ; mais il n'est pas douteux que certains,
comme le premier prix du Concours de Premiére en 1952, et qui était éléve d'un
collége, ont été ainsi conduits 2 achever leur scolarité secondaire dans un lycée. Le
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