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1. Epreuve de Mathématiéues
a la Premiére Partie du Baccalauréat série A

Circulaire du 9 novembre 1953
(Supérieur, 2° Bureau)
aux Recteurs

Objet : Série 4.

J'ai Thonneur d'appeler votre attention sur les dispositions du Décret du 5 juin
1033 qui reconduit. pour les sessions de 1034, les dispositions du Décret du 13 octo-
bre 1952 instituant de nouvelles séries du Laccalauréat correspondant aux nouvelles
sections de I"Enseignement du Second Degré et de I'Enseignement Technique,

Ce texte maintient, parallélement 3 Vinstitution de la série A’, qui comporte

obligatoirement une composition de mathématiques Péerit, la suppression de la
possibilité de choisir une composition de mathématiques 4 la série A.

En conséquence, le hénéfice du régime transitoire institué par le Décret du
3T mars 1933 ne peut plus &tre sollicitd par les candidats a la série A qui doivent
désormais obligatoirement subir une épreuve de langue vivante étrangére i I'dcrit.

Aucune dérogation 3 ces dispositions ne sera accordée,

Je vous serais obligé de bien vouloir assurer la diffusion de I3 présente circu-
laire en invitant les chefs d'établissements 4 Ia faire lire dans les classes intéressées
et a 'afficher dans un emplacement approprié,

Pour le Ministre et par autorisation,
Le Directeur général de UEnseignement S upérieuy :
G. BERGER.
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II. Documents officiels

Rapport sur la composition de Mathématiques
(classe de Mathématiques)
au Concours général des Lycées, Coliéges et Ecoles normales en 1953

Le Jury était composé de MDM. Rorert, Inspecteur général, Président ; BousQuEr,
professeur au Lycée Chaptal (Mathématiques supérieures) ; CuazaL, professeur au Lycée
Saint-Louis (classe préparatoire & 'Ecole Normale Supérieure) ; Ramis, professeur au
Lycée Louis-le-Grand (Navale) ; Mlle Raxsoxn, professeur au Lycée de Sévres ; M. RicHE,
professeur au Lycée Saint-Louis (classe préparatoire & I'Ecole Normale Supéricure de
Saint-Cloud).

ANALYSE DU SUJET (1)

\

La partic I du problée était I'étude des tangentes & une ellipsz (E) inscrite dans
un paraliélogramme MNM'N’,

Paragraphe 1°. — Cas particulier d’un cercle (C).

Le parallélogramme dénoté ici mum's’, est un losange : les cOtés wman, m'n’ sont
tangents 3 (C) aux points g, g’ symétriques par rapport au centre o du cercle. Les
diagonales mm’ et nn’ sont perpendiculaires, le triangle mon est rectangle en o, og

est hauteur, d'ott la relation gm.gn=—=-— go% =-— 2 cu encore gm.g'n’ =r", car
gn == --—q’'1’,

Ainsi pour toute tangente (telle que m#n’) & (C) coupant -en deux points (tels
que m et ') les tangentes & (C) aux poinis g, ¢’, le produit des abscisses de ces points
comptées sur ces tangentes A partir de g et ¢° est égal au carré du rayon de (C).

Considérons, en revenant au losange de I'énoncé, une tangente quelcongue pp’ a

(C) coupant mn et w’n’ aux points respectifs p, p° ; de ce qui précéde il s'ensuit que
4 Tl bl
gb-gf =r=

Réciproquement, si une droite coupant mu en p1 et m'n' en p’y est telle que Ia
relation gf:.@'f’1 = r® soit vérifiée, la tangente & (C) distincte de p1g coupe m'n’
en un certain point p” tel que gpi.g'p”1 ==r? ; il en résulte que g'p"y =g'p"s et
que la droite p1p’y est tangente 3 (C).

En résumé, il faut et il suffit que gp1.g’p’ 1 =1r? pour que p1p’1 soit tangente
a (C).

Au lieu d’employer les abscisses gp. et g’ des points correspondants p, p’, varia-
bles avec la tangente pp’ considérée, on peut fixer leurs positions a Vaide des rap-

. m p'm' . . )
ports respectifs f_’__ : p— Calculons le second en fonction du premier :
pn pn
2 2 2 T g iy 2
= v 7 ? ? ™ lep gnj i
;[*J-n'l." E— g"vyn’ —g - el — ____b = = p_ -
gn  gp g§p.gn i{’.gll
n » .
B = = e .o m pn  gn
De méme p'n’ = ——-——-B__—_- et, par division L—: T
gm.gp o pm gm
r pm pm gm 3
ou, sous une forme plus syvmétrique. — . == === = constante (r).
tn pn gn

(1) Voir le texte Bulletin n” 157, pages il). Td3 2t 146,
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Cette relation (1) est nécessaire pour que la droite pp’ soit tangente a (C) : si,
réciproquement cn la suppose vérifiée avec une droite p1p’1, c'est-a-dire si

pam pm’ gm

f’[ll Pyﬂl,

la cousidération du point p”1 déja considérée plus haut, tel que

3|

s

i 1 tu - pluns pl
o = ameéne a4 conclure que —

tin pn’ gn Yl pen
c'est-a~dire que p’1 coincide avec p”;.

Ln résumé, la relation (1) est nécessaire et suffisante pour que la droite pp’ soit
tangente a (C).

Paragrapiie 2°, — Cas général d'une cllipse (E),

On désigne ici par P et P’ les points of1 une droite (T) coupe les cotés paralléles
MN, M'N" du parallélogramme circonscrit a (E).

Considérons Tellipse (E) comme la projection, sur son plan, dun cercle (C).
Toute tangente & (E) est également la projection d'une tangente déterminée a (C) :
au parallélogramme MNM’N’ circonscrit A (E) correspond ainsi un certain parallé-
logramme mnm’s’ circonscrit & (C). Les points G et G’ sont les projections des points
de contact g et ¢’ de mu et w's’ avec (C) ; P et P’ sont les projections de certains
points p et p appartenant respectivement 3 wt et s’

Pour que (T) soit tangente & (E), il {aut et il suffit que la droite pp’ soit tan-
gente & (C), cest-a-dire que pﬁ X E_ﬁ :S__f_f

pu pn gn

Trois points alignés du plan de (C) et leurs projections sur le plan de (E) cons-

5

~
3
=¥

0

~

. N . N7 PM pm ‘M gm G_M
tituent deux figures semblables @ ainsi —=— “—=—= = =_—.
rm PN pn’ PN gn GN

La condition nécessaire et suffisanie pour que (T) soit tangente & (E) est donc :

3
=
o,

PM PM GM

. e 2
PN PN  GN

Parrie 1I. — On v considére, outre Uellipse (E), son cercle orthoptigue () et
un point S situé sur la sphére avunt ce cercle () comme grand cercle. s désigne la
projection orthogonale de S sur le plan (@) de (E). Une tangente (T)) & (E) ren-
contre nécessairement le cercle () aux points de rencontre de (T1) avec les deux
tangentes a (K), orthogonales a ('1'1) : A, B, désignant ces points, leurs symétriques
A% B par rappert au centre O de (E) appartiennent & (Q) et le parallélogramme
ABA'B’ est un rectangle circonserit a () et inscrit dans (Q).

Puragraphc 1°. — lLe point s [intéricur a (Q), mais non nécessairement a ()]
1'eat pas généralement situé sur (Ti1) : supposons que s ne soit pas sur (T)), c'est-d-
dire que le plan (ST4) ne soit pas perpendiculaire an plan (@) : dans ces condi-
tions la perpendiculuire menée par S au plan (ST1) coupe le plan (@) en un certain
point t1. La droite st1. projection de Sti, est perpendiculaire sur la trace (T1) [du
plan (ST1) sur (@)] en un certain point /.

Dans le plan Stil, le triangle {1Sh est rectangle en S, la hauteur issue de S
étant Ss. D'owt la relation sh.st; == - sS2 = — 2 en posant Ss=1p, que I'énoncé
stuppose non nul. Le point f1 est denc inverse du pied /i de la perpendiculaire a (T1)
issue de s, dans Vinversion de pole s et de puissance -— ¢2. Cette puissance est celle de
& par rapport a (Q).

S est situé sur la sphére avant (Q) comme grand cercle, sphére dont AN et
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BB’ sont dizmétres, SA est donc orthogonal 3 SA’, et de méme SB est orthogonal
A SB’.SA et SB situées dans le plan STy sont orthogenales 3 la droite St

11 en résulte que SA est perpendiculaire au plan SA’t: et que SB est perpendi-
cttlaire au plan SB’fy.

Le plan SA’H est bien défini si 13 ne coincide pas avec A’ 1 il en est ainsi si §
n'est pas situé sur BA’. Précisons que nous supposerons s #on Situé sur BA on
sur AB’.

Le plan SA't1 coupe la droite (T1) en un certain point A” ; il ne saurait, en
effet &tre paralléle 4 (T1), sinon sa normale SA serait orthogonale & (T1) et s serait
situé sur AB', ce qui est exclus. La trace de SA’fy sur (Q) est A'%1, qui contient
donc A”, et qui est orthogonale & SA, et aussi & sa projection sA. Dans le triangle
#1AA”, t15 et As sont deux hauteurs et s est I'orthocentre. On peut noter aussi que
les trois droites SA, SA”, St; forment un triédre trirectangle, puisque chacune des
detx droites St1, SA est perpendiculaire au plan des deux autres.

Le symétrique de s par rapport & (T1) est situé sur le cercle AA”t1, d'ott résulte

la propriété, classique pour lorthocentre d'un triangle : WA BA” = —hs. ht1 (3).

On verrait de méme que le plan SB’ty est bien défini, coupe (T1) en un certain point

B” aligné avec #1 et B’ et que s est Uorthocentre du triangle t1BBf", d'ot la relation
hBL.WB” = —hs.ht1  (4).

Remarque. — Si s est situé sur BA’, Ja premiére relation définit un point A” ;
dans la seconde, B” étant rejeté a Uinfini sur (T1), AB devient nul et hB” infini. On
peut considérer que la seconde relation subsiste encore. De méme si s est situé
sur AB'. i

Si s est situé sur (T1), f1 est rejeté & V'infini sur sh et I'on voit aussitot que A”
et B” sont respectivement confondus avec B et A.

2° Vovons la situation du point t1 par rapport & lellipse (E).

Dans les cas particuliers faisant Pobjet de la remarque précedente, f1 est en A
ot en B’, ou 2 linfini : f1 est donc extérieur & (E).

Si /i est extérieur, sur (T1), au segment AB, #1 est extérieur & la bande de plan
comprise entre les paraliéles BA’, AB’, qui sont tangentes a (E): il est donc
impossible que #1 soit sur l'ellipse ou 3 son intérieur, Pellipse étant intérieure & cette
bande. ¢ est donc extérieur 4 (E).

Enfin, si /i est intérieur au segment AB, il est intérieur au cercle (Q). Or Pin-
version de pole s et de puissance — g2 n'altére pas le cercle (Q), mais échange ses
régions intérieure et extérieure ; elle change, d'autre part I en t1. 1 est donc exté-
rieur au cercle orthoptique (Q) de (E) ; & fortiors il est extérieur 4 (E).

Donc, daus tous les cas t est extérieur ¢ (E) : il s'ensuit qu'on peut mener par
t1 deux tangentes (T2) et (Ta) & (E). Les points de rencontre de (T2) avec AB et
A'B’ sont désignés par ts et #3 ; les points de rencontre de (T3). avec AB et A’B’
sont désignés par ts et 2. Avec ces notations le triangle tit2ts est c¢irconserit a l'el-
lipse (E) et les cotés opposés aux sommets f1, f2, {3 sont respectivement, les droites
(T1), (T2), (Ta).

Nous écarterons tous les cas particuliers ot s serait situé sur un coté du rectan-
gle ABA’B’ autre que A'B’ ; dans ces conditions les points #1, fe, t3 sont & distance
finie.
La relation étudiée dans (I, 2°) s'applique ici au rectangle ABA'B’ circonscrit
a (E) et qui représente un cas particulier du parallélogramme MNM'N’. Rappelons
que, pour qu'une droite (T), coupant AB en f et A’B’ en t, soit tangente a (E) il
faut et il suffit que ces points satisfassent 3 la relation [transposition de (2)] :

BBk
tB t'B
K ne dépendant que du rectangle et de (E), mais étant indépendant de £ et £.



Cette relation donne un moyen algébrique de caractériser, par leurs points de
rencontre avec AB et A’B’, les tangentes (T2) et (T's) menées du point f¢ a (E).
Pour que la droite (T) passe par #1, intersection de A"A’ et B”B’, il faut et il suffit

A A7
LS — ==
B’ B”
- tA . Bl :
En éliminant le rapport —— entre les deux relations qui précédent, on obtient
tB’
la condition, nécessaire et suffisante, 4 laquelle doit répondre ¢ pour que ¢ soit un
N t_A- t——A" - Y T iR
des points fe et t3 ! — X —= soit tA.tA” —KtB.iB" =0 (3).
tB B” '

(T1) étant orientée, posons ht=1zx doi A = I-IX—-‘JL’, FAY = hA” - x
fB=—hB—x, tB"=hB"—x. La condition (5) se traduit par une équation du
second degré en .

(hA — ) (hA” —x) —K (hB —x) (hB" —x) =0.

Te coefficient de #2 dans le premier membre est 1 — K. Le coefficient constant
est MA.RA” — KhB.hB”, Cest-d-dire, en tenant compte des relations (3) et (4) éta-
blies plus haut —-hs.ht1 (1 —K).

L'équation du second degré admettant comme racines w2==»hi2, &2 = i3,
d’aprés sa signification, le produit x2x3 de ces racines s'exprime par le quotient des
coefficients précédents : 1— K est non nul, puisqu’il y ¢ deux racines. Ainsi

wors =— hs. hiy.
Soit hts his =—hs.ht1  (6).
Le triangle t1tefs a un orthocentre & situé sur la hauteur #1/, défini par la rela-
tion hite.hts =-— hs’. ki1, qui, par comparaison avec (6) donne [iif1 étant non nul]

hs' = hs. § coincide avec 5. Donc - le triange titsts a comme orthocentre le point s,
projection de S sur le plan (@).

Dans le triangle #St1, qui est rectangle en % remarquons que hS%=hs.his.

La relation (6) s'interpréte donc encore par hts.htz = hS?, et prouve que le
triangle ¢2Sty est rectangle en S : ainsi Sfz et Sfs sont orthogonales, et Ton sait
déja que chacune de ces deux droites, étant contenue dans le plan STi, est ortho-
gonale 3 St1. Donc le triédre dont les arétes sont St1, Sta, Sis est trivectangle. Ou
encore, en considérant ses faces qui sont les plans (ST1). (STg), (STs) : les trois
plans (ST1), (ST2), (STs) sont deux & deux perpendiculaires.

A toute tangente (T1) i (E) correspondent deux autres tangentes déterminées
(T2) et (T3) & (E) et le point fixre S [quel que soit S d'ailleurs, sur la sphere de
grand cercle (Q)] est tel que les plans déterminés par S et les droites (T1), (T2). (Ts)
sait trirectangle.

Remarque. — On voit sans peine que les cas réservés dans I'étude précédente,
s'ils sé présentent, ne mettent pas en défaut la conclusion précédente : il &'y présente
seulement le fait que le triédre trirectangle y a une aréte paralléle au plan @h.

(T1), (T=), (T3) forment un groupe symétrique de trois tangentes a (E),
c'est-a-dire que I’échange de deux tangentes ne modifie pas globalement ce groupe.

Parrie 111 — Elle consiste dans Iétude du lieu du point #1 (ou f2 ou f3), car
ces lieux soni, d'aprés ce qui précéde indiscernables.

Pour abréger, nous désignons par f I'un quelconque #; des sommets #1, 2, f3
(i==1, 2, 3) et par (T) le coté opposé (T} du triangle f1tats ; I continue & désigner,
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comme on I'a fait dans le cas ott i==1, la projection de s sur la droite (T). Rappe-
lens que sh.st == — o2,

1“ (E) peut étre considérée comme projection d'un cercle sur le plan (@). En
d'autres termes, le cylindre admettant (E) comme section droite est coupé par cer-
tains plans (II) suivant des cercles. 1] suffit ici de caractériser leurs directions, tout
plan paralléle a un plan (11) étant aussi, ¢ priori, un plan (II) : ou aussi les direc-
tions de droites normales aux plans (II), et, pour fixer les idées, les droites (F)
passant par s et perpendiculaires aux plans (II),

Si un cercle a comme projection orthogonale sur (@) lellipse (E), un de ses
diametres est projeté suivant le grand axe Ox de (E), et il est paralléle & (Q) :
ainsi les plans (1) sont paralleles & Ox. L'angle aigu 9 du plan du cercle avec ( @)

b
est tel que cos =~ (7). Donc les droites (F) sont orthogonales a Ox. Soit Oz la
a

perpendiculaire élevée en O au plan (@) ; une droite (F) fait avec Oz un angle
aigu égal 3 0. 7] existe deux dreites (F), symétriques par rappott au plan (& )
situées dans le plan paralléle au plan yOz et passant par s etl leur angle commun 0
avec Oz [complémentaire de l'angle de ces droites avec ()] est défini par (7), et

O < 6 < = : réciproquement, il est immédiat que tout plan perpendiculaire i une
2

telle droite contient un cercle, dont le centre est le point d'intersection de ce plan
avec Oz, dont le rayon est @ et qui est projeté sur (@) suivant Pellipse (E) ; car la
projection sur (@) de ce cercle est une ellipse qui a les mémes axes, en grandeur et
en position, que (E). i

Transformons une telle droite (F) par une rotation d'axe sS (paralléele 4 Oz)
et d'un angle droit, le sens de rotation étant quelconque ; on obtient une droite (1)
passant par s. I1 n'existe que deux telles droites (F1), car la symétrie par rapport a
la droite sS et la symétrie par rapport au plan () produisent le méme effet sur une
telle droite (F:). Elle est orthogonale & Ox : autrement dit la parallele a (I';) pas-
sant par O est dans le plan #Os. Cette paralléle fait avec () un angle égal a celui

. b
que {F) forme avec (&), qui vaut donc ——8,
2

Or, on sait que par (2)) passent deux cylindres de révolution, de rayons égaux
a b, dont les axes passant par O sont dans le plan #Oz : leur épure classique montre
que Tangle aigu d'un tel axe avec O, c'est-d-dire son angle avec (@) a un sinus

r a r " 7:
égal a - : cet angle est donc égala — —¥.
a 2

Cette étude montre que les droites (F1), symétriques par rapport au plan (2)
sont paralléles aux axes de ces cylindres de révolution, ou, si l'on préfére, a leurs
génératrices.

2° (T) est tangente 4 (E) en un point que nous désignerens par . (F1) ayant
été choisie, considérons le cylindre de révolution contenant (E) et de génératrices
paralléles & (F1). D'aprés le théoréme de Dandelin, les foyers @ et ® de (E) sont les
points de contact avec le plan ({Q) des deux sphéres inscrites dans ce cylindre qui
sont tangentes au plan (L) : soit (X) celle de ces sphéres qui passe par ‘b. La paral-
1¢le & (F1) passant par u est génératrice du cylindre et c’est une tangente a la sphére
() en un point M de cette génératrice. Le plan tangent en M a (Z) est aussi le plan
tangent au cylindre le long de »]NI, et contient donc la tangente (T) a (E) au point g.

On voit que par (T) passent deux plans tangents & (Z), savoir le plan (Q) et
le ptan (TM), dont les points de contact respectifs sont @ et M. Ils sont évidemment
symétriques par rapport au plan médiateur du segment ®M. La droite (T) est done

5
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an

dans ce plan médiateur : la symétrie par rapport & ce plan échange ® et M et n'aliére
pas le point . ~

Donc 'angle (aigu ou droit) de (T) avec la droite u® est égal & I'angle (aigu ott
droit) de (T) avec la droite uM, autrement dit & Fangle o des droites (T) et (F1), em

supposant O < o < -

2
Ce raisonnement s'applique aussi an fover @' et d’ailleurs (T) forme des angles
égaux, & priori, avec ud et pnd’,
Calculons sinz, en considérant que o est angle des rayons vecteurs focaux ad
et wd’ du point w de (E) avec la tangente (T), d'aprés ce qui précéde : en appelant
7et 7" les distances respectives de ® et @ 4 la droite (T), écrivons que

o
whb - ud ud -4 ud
K désignant la projection orthogonale de O sur (T), O est le milieu de ®%’, segment
situé tout entier d'un méme coté de O, d’onr résulte que f - f = 20K. D’autre part
OK

u® - ud’ == 20. Ainsi on obtient sint o = — (8).
a

Calcul de la distance 3 du point t, qui engendre le liew dewmandé (L), 4 la droite
fire (F).

On voit immédiatement que 8 = st sin (st, F) (s¢, F) étant un angle aigu ou droit.

La rotation d'un angle droit autour de sS, gui transforme (F) en (F1), trans-
forme d’antre part s¢ en une parallele & (T), puisque st est orthogonate & (T). Done
sin (st, F) =<in (T, ) [(T. F1) étant aigu ou roit], la rotation conservant les
angles.

Le second membre de cette relation, sine, peut étre remplacé, d’aprés (8), par

OK
—. Donec §=st.— (9).
a a

3" Fn suivant les indications du textc commencons par déterminer le lieu (L)
duns Phypotheése ott s est confondu avec O.
Alors sh est confondu avec OK. Comme st.sh==¢% actuellement égal 3 R?

’ a!+bl

[R ravon de () ; on sait que R2 = g2} 2] la relation (9) devient 3=

La distance de ¢ & (F) est constante. ¢ appartient donc & la section, par le plan
3 : a4 b2 .
(@), du cylindre de révolution d'axe (OF) et de rayon ——— : cette section est
a

une ellipse (¢) de centre O.

Rec1pr0cmement a un point = de cette ellipse (e) correspondent deux tangentes
{T) a (E) ayant la direction perpend1cula1re au vecteur Or, et, par conséquent, deux
points ¢+ du lieu (L), dont chacun est associé i la projection K de O sur (T) par la

relation OK. Oz‘——(az—l— b2) ; ces deux points sont nécessairement sur lellipse
{¢). Comme la droite Ox ne coupe (¢) qu'en deux points, I'un des points ¢ considérés
coincide avec t et t appartient aut lieu (). On peut conclure alors & lidentité du
lieu (L) avec 'ellipse (s).

Cette ellipse a, @ priori, comme axes de symétrie Ox et Oy : le demi-axe A

at 4 b?

porté sur Ox est égal au ravon ———— du cylindre. Pour calculer le demi-axe B
a
de (¢) porté sur Oy, il suffit de se rappeler les définitions de (F) et de 8 ; on voit
a* -+ b® cos a® |- b?
@l b ‘
Observer que A est le demi-petit axe, B le demi-grand axe de (¢) : A< B, et

que B= , dott, dapreés (7) B=
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b
que 5= les deux ellipses (E) et (L) sont semblables et pourraient étre rendues

homothétiques par rotation d’un angle droit, de I'une d’elles, autour de Ogz.

4° Supposons maintenant s distinct de O : appelons (D) la polaire de s par
rapport au cercle (Q) : elle est perpendiculaire a la droite Os en un point O, tel que
05.00"=R?2, ce qui fait connaitre OQ’, puisque Os#"0.

Le plan polaire de O par rapport a Ia sphére de grand cercle (Q) est perpendi-
culaire 3 Ogs en s, donc contient le point S de cette sphére ; la droite O'S est tan-
gente & cette sphére en S, ou encore le triangle OSO’ est rectangle, en S : on en

déduit la relation, entre vecteurs de I'hypoténuse 00, 50.50" = — 752 = — g2,
La comparaison entre cette relation et la suivante : sh.st=—p2  montre que

5O.s0' =sh.st ; les points O, O', h, t, sont sur un méme cercle, ce qui équivaut,
comme il est classique, air fait que les triangles shO et sO't sont semblables.

La similitude (indirecte) qui transforme ainsi s en s, h en O', O en ¢ transforme
la droite (T) perpendiculaire 3 s% en % en la perpendiculaire 4 sO’ en O’, savoir la
droite (D). Le rapport de cette similitude est done le rapport de la distance de ¢ &

d
(D) 2 1a distance de O i (T), soit oK ©® appelant d la distance de ¢ 4 (D).

Ll 3 , st = .
Ce rapport de similitude est, d’autre part, égal a % D’oti 1a relation
5
d st )
=== — (10).
OK sO
g \ . s _sO

Eliminons st entre les relations (g) et (10) : ceci donne finalement == (1)

OK disparaissant, en méme temps, dans le résultat. Le second membre de (11) est
une constante. Le rapport des distances des points du lieu (L) aux droites (F) et (D),

dont la seconde seule est dans le plan (Q), est égal & Q Soit (L) le lieu des points
a

O :
du plan (Q) dont le rapport des distances & (F) et a (D) est égal & I, Tout point
: a
de (L) appartient & (L). -

Réciproquement & un point = du lieu (L) correspondent deux tangentes (T) a
- (E) ayant la direction perpendiculaire au vecteur st et par conséquent deux points
¢ du lieu (L) dont chacun est associé a la projection h de s sur (T) par la relation

sh.st==— 92 La relation (9) 8 ==st.—, qui ne reposait que sur la tangence de
a
(T) & (E), et non sur un choix spécial de f, s'applique au point 7 : nous écrirons

OK
pour plus de précision 3(1) = st =—— (9).
a

3 sO a
Par hypothése, = appartenant i (L) : ‘% =— (11"
T a
D ’ t 1) rl- . ti d 8( ) Al ST d(T)
sulte — = —,
e (9') et (11), par élimination de (1), rés O— 0K
Par hypothe fertt & (), donc, daprés (10) — == 0]
ar hypothese i appartient 4 (I.), donc, d'aprés (10 0= 0K
3 t " i
La comparaison conduit & S(T) =ZS(T) : le point = et chacun des deux points ¢
lui correspondant appartiennent, d'une part. 4 la droite s7, et d’autre part au lieu des
ST .
points dont le rapport des distances & s et & D est —— (conique de foyer s).

d(r)
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Une telle conique et une telle droite n'ont au plus que deux points communs,
s n’étant pas sur D (conséquence du fait que ¢=<0) : nécessaitement t coincide
avec I'in des deux points # : tout point de (I") appartient 3 ).

On peut maintenant conclure & 'identité des lieux (L) et (L'). Ainsi (L) est
identique au liew géométrique des points du plan (Q) dont le rapport des distances

. . sQ
aux Jroites (F) et (D) est égal & —.
a

5° Etude de la projection orthogonale (T') de (L) sur un plan (I1), perpendi-
culaire & (F). — Par (D) passe un plan (U) déterminé paralléle 3 (F). La distance
mle d'un point quelconque m du plan (Q) 2 la droite (D) est proportionnelle 4 la
distance ml de m 4 ce plan (U) : car le triangle mlk rectangle en I donne la relation

N

ml=mk cos § (12) of1 B est 'angle kml. Cet angle est indépendant de . : cest 'an-
gle aigu de la droite O (paralléle & mk) avec une normale au plan (U).

Ceci posé, projetons la courbe (L) sur un plan (II) déterminé et perpendiculaire
a (F) en un point 5 : le plan (U) est le plan projetant la droite (D) sur le plan (II)
et son intersection (A) avec (II) est la projection de (D) sur (II). La projection de
#y est un point.n de (II).

Pour que # appartienne 4 la projection (') de (L) il faut et il suffit que m appar-
. \ P §(m) sO
tienne & (L), cest-d-dire que —— ===
d(m) a

dans (@), des points de (L).

d'aprés la relation (11) caractéristique,

) . ml
d(m) est la distance mk de m & (D), qui d’aprés (12), est égale & -
c

&(m) sO 1

;la condi-
8

tion devient

ml  cosB a
8(m) distance de m & (F) se projette en vraie grandeur sur (I1) selon la distance
de n 2 o, soit &(m) = ns.
ml distance de m au plan (U), perpendiculaire & (TI) se projette en vraie gran-
deur sur (IT) selon la distance n) de # & (A).

o e . RS s
La condition s'éerit — =¢ (13) en posant ¢ — —
nh cos f

que la projection (T') de (L) sur () est une conique de foyer o [trace de la droite
(F) sur (IL)], de directrice (A) et d’excentricité e.

§ n'est pas situé sur D puisque sO.sO"==—02 et qu'on suppose o=~ o0, d'oli
certainement sO’ %0 : donc ¢ n'est pas sur (A) : (T') est une coniqlie proprement
dite, ellipse, hyperbole ou parabole selon que £ < I ot e > I ot e = I.

Discutons ces éventualités selon la position de s dans (Q) : transformons A cet
effet 'expression trouvée pour e. Les perpendiculaires Oz et sS au plan () élevées
en O et s coupent le plan (IT) en des points Oy et s1. Os peut &tre considéré comme
projection orthogonale du segment Ojs1 sur le plan (2 ). Oysq est orthogonal 4 (F),
puisque situé dans le plan (II), et O1s1 est orthogonal 3 (D), puisque contenu dans
le plan 205 qui est perpendiculaire 4 (D).

O1s1 est donc une perpendiculaire au plan (U) qui est paralléle aux directions

1 - ’
. (constante). C’est dire
a

T -
de droites (D) et (F). L'angle Os, O1s1 est ainsi I'angle B considéré plus haut. Os
est projection orthogonale de Oisy sur la droite Os, donc Os= Ojsy cos B et
sO
08 B . 4 Ois q
L'expression de e devient e =— (14).
a

= O1s1.

Ce rapport est égal, inféricur, ou supérieur a 1, selon que, dans le plan (II), le
le point s, est situé sur le cercle de centre O; et de rayon g, intérieur ou extérieur a

2,



ce cercle. Or ce cercle est précisément projeté orthogonalement sur (&) suivant
I'ellipse (E). D’olt les résultats suivants :

Lorsque s est situé sur (E), (') est unc parabole : lorsque s est intérienr & (E),
(D) est une ellipse ; lorsque s est extérieur & (E) [soit dans la région comprise enire
(E) et (Q)] (1) est une hyperbole.

On ne demandait pas d’établir que, dans le cas général, le lieu (L) est lui-méme
une conique, ce que I'on pressent ; mais la démonstration ne serait plus aussi élé-
mentaire, On atrait pu encore discuter la nature de (I') en cherchant si cette courbe
a des points 4 Uinfini, ou, ce qui revient au méme, si (L) a des points 4 l'infini. Rap-
pelons qu'on a vu déja que ¢ n'est rejeté a Iinfini que si-sh=o, clest-a-dire s situé
sur. (T) : trouver les points a l'infini de (L), se raméne a mener du point s les tan-
gentes 4 (E), et cela confirme les résultats précédents.

Le lieu (1) peut-il étre un cercle ¢

T1 est nécessaire que (I') soit une ellipse, donc que s soit, d’abord, intérieur & (E).
Cette restriction étant supposée remplie, il est nécessaire et suffisant pour que (L)
soit un cercle, que le cylindre de section droite (T') soit coupé par le plan () sui-
vant un cercle : d’aprés une étude déja faite dans (ITI, 1°) il y a pour cela deux
conditions :

1" que l'axe focal (ou grand axe) de I' soit paralléle a (2) ;

2° que l'angle 0 des plans (II) et (2) [voir I1I, 1°] ait son cosinus égal au
rapport du petit au grand axe de (T).

b .
Or cosb=-. Cela revient & dire que (I') soit semblable ¢ (E).
a

La premiére condition exige que la directrice (A) de (I') soit orthogonale a la
direction du plan (1) qui est en méme temps une direction du plan (£2) : clest la
direction de Ox. (A) est la projection de (D) sur (II) : pour gque l'angle de Ox avec
(A) soit droit, il faut et il suffit que Iangle de Ox avec (D) soit aussi droit ; enfin
(D) étant orthogonal, dans (2), a la droite Os, il faut et il suffit que s sodit situé
sur la droite Ox.,

La seconde condition peut s’exprimer en égalant les excentricités de (I') et de

0181

(E), d'ott d'aprés la formule (14) 25 _C ¢ étant la demi-distance focale de (E).
a a

Mais si s est sur Ox Os == Qis1. Il vient alors Os = ¢ ; s doit étre Uun des foyers
de (E).

Réciproquement si s est pris en ® ou @ [foyers de (E)], les conditions requises
pour que (L) soit un cercle sont toutes remplies.

On le contrdle trés simplement en considérant (par exemple pour s confondu
avec ®) les triangles f1fs¢3 inscrits dans (L), circonscrits & (E) et ayant, ici, pour
orthocentre ®.

Le symétrique de @ par rapport 4 un des cotés (T1), (T2), (Ts) d'un tel trian-
gle est, dune part, sur le cercle t1/2f3 ; d’autre part, @ étant foyer de (E), ce symé-
trique est sur le cercle directeur de (E) de centre @ et de rayon 2a. Les trois symé-
triques en question ne déterminent qu'un seul cercle et f1, {2, ts appartiennent donc
au cercle directeur précédent. Done, lorsque s est en Pun des foyers de (1), le lieu
(L) se confond avec le cercle directenr de (E) doni le centre est Pautre foyer.

RESULTATS GENERAUX

Le nombre de concurrents était inférieur d'un cinquidme au nombre de ceux
qui avaient été présentés en 1952. Ce n'est pas 13, cependant, la seule différence
résultant de la comparaison des deux concours consécutifs, Les correcteurs, sur-



veillant & Paris épreuve, s'étalent d’emblée rendus compte que le concours de 1954
serait nettement moins bien réussi que ceux des deux années précédentes.

La premiére correction des compositions, effecttuée avec un baréme initial provi-
soirement adopté par le jury et ne faisant jouer qu'un faible réle, relatif, i la par-
tie I, a montré que la grande majorité des copies se groupaient au-dessous de 5 sur
20 ; une téte, comparablement réduite, se manifestait entre 5 et 8, terminée par une
pointe trés effilée, d'une dizaine de compositions, s'étirant jusqu’d 13.

Or ce n'était pas du tout la physiomcnie des résultats de 1952, beaucoup plus
homogeénes, avec une cotation provisoire progressive peu différente de celle adoptée
cette année.

L’explication de cette anomalie a été facile & déceler : la partie I, considérée
a priori par tous les correcteurs comme un prélude n'offrant pas la moindre difficulté,
a arrété beaucoup d’éléves, fait perdre du temps a ceux qui I'ont finalement dominée,
et, seule, la pointe d’avant-garde, formée des meilleurs concurrents, a franchi ce cap
préliminaire sans s’y arréter longuement.

pm p'm  gm
pn  pn’  gn
(voir I, 1°),
mais la donnait & découvrir, par transformation, précisait-on, de la relation
gp.g’p = r? entre les points p et p’.
Il est surprenant qu'une nuance aussi minime dans les indications données aux
éléves, ait eu une telle répercussion. Ceux qui n'ont pas du tout réfléchi 3 la

Le texte de cette partie I n'indiquait pas la relation

pm

. . . . by 7 — Ay E "l o’

demande faite, qui consistait 4 évalver —— a l'aide de pEt et de constantes, ont été
p'n pn

tout de suite handicapés ; ils auraient pu en suivant la lettre du texte exprimer gp

a laide de P—_"—l et ¢’ a laide de g et porter les expressions obtenues dans la
pn n'
condition gp.g'p’ ==
Ce calcul avait l'avantage de fournir la relation cherchée comme condition
nécessaire 2f suffisante pour que pp’ soit tangente au cercle. Il n’est pas trés long et
on le rencontre dans bien des copies mais présenté avec quelle lourdeur ! On n’a

~

PY: o pm pm ., ;
pas l'idée de 'abréger en posant — ==A, ——==1%"; d'autre part, les formules de
pn pn :
—  gm—lgn

géométrie analytique comme gp = ne sont pas familiéres aux €leves de

I — A
Mathématiques. Ce qu'il faut tirer comme conclusion de cette mésaventure, c’est que
nos €léves sont beaucoup trop dressés 4 démontrer des résultats fournis par le
professeur ou le livre : ils arrivent alors par tous les moyens au succés. Mais ils se
posent trop rarement la question : Comment qurais-je pu trouver ce risultat si la
question posée ne UeDt pas mentionné, se contentant d’aiguiller le chercheur dans
une voie déterminée d'étude ?

Dans tout le restant du probléme, sauf les derniéres parties de III, le texte
guidait sans cesse les concutrents, et ils se sont bien trouvés de cette tutelle ; ainsi
les paragraphes (II, 1°) et (IIT, 1°) n'ont pas arrété les candidats.

Dans (I, 2”), pour établir, sans calcul, que #1 est extérieur 3 Pellipse (E), il
s’est produit ce fait que ce ne sont pas toujours ies meilleurs candidats qui l'ont
justifié correctement. On s'est en général servi de la remarque : si & est intérieur &
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(Q), 11 est extérieur & (Q), et @ fortiori 3 (E) : mais on a souvent oublié de se
demander si /& est toujours sutr le segnient AB.

L’équation du deuxiéme degré n’a pas géné ceux des candidats qui avaient établi
la relation demandée en (I, 1°). Regrettons cependant, dans ce passage, une grossicre
faute d’homogénéité dans 'une des meilleures copies.

La partie III a joué son rdle pour départager les meilleurs, ce que l'on avait
prévu. Clest surtout I'égalité angulaire (résultant cependant d'une simple rotation)
qui a’ définitivement arrété de nombreux candidats ; mais l'examen de la figure de
Dandelin, qui s'introduisait dans (III, 2°), nous a valu quelques démonstrations trés
élégantes. !

Dans (III, 4°) la formule d.0s=0K st n'a été établie que par deux concur-
rents. A ce stade de la compétition, les candidats savent qu'un résultat relatif 4 un
lieu géométrique implique I'étude d’une condition nécessaire et suffisante. On n’en
apprécie pas moins la franchise de celui qui écrit : « Il y aurait lieu de démontrer
la réciproque. »

Cette démonstration, reconnaissons-le, avec la méme sincérité, elit exigé un peu
plus de temps pour étre mise au point.

On a encore justifié que (') est une conique, mais la discussion de sa nature et
la recherche des cas ot (L) est un cercle ne sont étudiées dans aucune copie

Les défauts de mise au point les plus fréquemment signalés sont la confusion
entre « condilion nécessaire » et « condition nécessaire et suffisante », celle aussi

entre gp.g’p’ et gp.gp.

Le fait que la section plane triangulaire d'un triddre trirectangle a son orthocen-
tre confondu avec la projection orthogonale du sommet du tridédre sur ce plan semble
familier 4 beaucoup de candidats, qui n’en reprennent pas, bien souvent, la démons-
tration : cela ne dispense pas de précisions justificatives, potr passer, inversement,
du fait que s est orthocentre de f1tefs, au fait que le triédre (St1, St2, Sts) est tri-
rectangle.

Certains employent 'expression de « contre-projection » dans un sens qui a
paru trés obscur. Il semble qu'on puisse sans inconvénient se passer pratiquement de
ce néologisme, hon tout au plus dans une étude systématique de l'opération ponctuelle
inverse d'une projection orthogonale.

D’autres affirment qu’une ellipse est la projection de son cercle principal, absur-
dité, ou confusion, dans leur esprit, de la projection et de l'affinité,

La présentation et l'orthographe sont convenables 4 de rares exceptions pres :
les mots les plus écorchés sont : hypoténuse et losange.

Treize compositions ont été retennes pour une seconde lecture. Il a été possible
de décerner deux prix et quatre accessits : les moyennes (sur 20) sont 13,7 et 13,2
pour les prix ; 11,6, 11, 10,6 et 10,3 pour les accessits. La premiére copie non rete-
nue pour une récompense est fort éloignée des précédentes (moyenne 8,5) ; la der-
niére des treize compositions lues par tous les correcteurs a la moyenne 6,8.

La copie classée premidre est d'une rédaction pleine de netteté et de probité :
nous eussions désiré son impression au Bulletin Officiel ; mais, pour des raisons de
place, il ne fut pas donné suite & notre projet.

Sur les six concurrents primés, quatre se retrouvent comme lautéats du Concours
général de Physique.

I1 est rare dans les annales du Concours général, que la sélection des candidats
récompensés soit aussi aisée, et, d’aprés ce qui précéde, probante. Ainsi la rédaction
peu explicite du texte, qui est & L'origine de l'insucceés de I'épreuve chez la masse des
concurrents, aura finalement contribué au bon choix des meilleurs, ‘

Tous les lauréats sont éléves de lycées ; mais il n'est pas douteux que certains,
comme le premier prix du Concours de Premiére en 1952, et qui était éléve d'un
collége, ont été ainsi conduits 2 achever leur scolarité secondaire dans un lycée. Le



premier prix du concours de Mathématiques en 1953 avait obtenu en 1932 un deuxié-
me accessit au concotirs de Premiére.

La concordance de tels résultats, dans des épreuves qui portent, en somme, sur
la totalité des programmes des classes, 3 dominante scientifique, préparant au Bacca-
lauréat, donne grande confiance, non seulement dans la vertu éducative des mathé-
matiques, mais dans la valeur des maitres qui ont formé tous ces jeunes gens 3 la
réflexion, a l'observation, aux qualités de composition, d’ordre et de méthode.

L’émulation iniroduit tne note humaine, dont on ne saurait exagérer le prix,
dans le travail que nous exigeons des jeunes gens, qui, certes, ne sont pas placés
tous dans des considérations comparables, & Age égal, dans une compétition de ce
genre : certains ont pu ne « démarrer » que d’une maniére relativement récente, tous
nw'ont pas bénéficié des éléments de culture réputés les plus formateurs, ou d’une
ambiance permettant une activité intellectuelle désintéressée. Le but du Concours
général n'est pas de distinguer les uns des autres, mais de mettre en évidence la
synthese des efforts du corps enseignant et des éléves. Tl ne fait aucun doute que la
véritable émulation consiste, pour chacun, et avant tout, & se dépasser soi-méme.

P, Rogerr,
Inspecieur général de I'Instruction publigue,

Certificat d'Aptitude aqu professorat de I'Enseignement du Second degré
: (Ancien régime)

Mathématiques
(SEssION 1053)

Rapport de M. I'Inspecteur général ROBERT, Président du Jury

EPRETIVES PRATIQUES

Les épreuves pratiques du C.A.P.E.S. ancien régime, pour les stagiaires ache-
vant leur seconde année de stage pédagogique, ont été passées, au cours de 1953, dans
des conditions semblables & celles des années précédentes. Un jury, présidé par un
Inspecteur général de mathématiques, qui a désigné d’avance ses deux assesseurs,
assiste, pendant une demi-journée, & deux classes d'une heure dirigées par le candi-
dat et faisant partie de son service normal de professeur stagiaire. Ce jury délibére
ensuite, prend connaissance des indications fournies par le chef d'établissement et les
conseillers pédagogiques chargés, au cours de T'année terminale du stage, et de celle
qui I'a précédée, de la tutelle pédagogique du candidat. A la suite de la visite du jury
dans les classes du candidat, le jury s’entretient avec lui de sa maniére d’enseigner.
Aprés avoir pris connaissance de tous les documents capables de Iéclairer, le jury
décide, soit d'autoriser le candidat & subir les épreuves théoriques en le proclamant
admis aux épreuves pratiques, soit de lui refuser cette autorisation.

La mention trés bien, bien, assez bien ou passable, attribuée aux candidats admis,
n'est définitivement arrétée quwaprés 'assemblée de la Commission nationale statuant
sur les propositions des jurys régionaux.

25 candidats ont subi les épreuves pratiques, dont 24 stagiaires d’enseignement
et un adjoint d'enseignement titulaire autorisé & y prendre part. Tous ont été déclarés
admis aux épreuves pratiqties, 3 avec mention trés bien, 7 avec mention bien, 12 avec
mention assez bien et 3 avec mention passable.

I5 candidates ont subi les épreuves pratiques (toutes stagiaires d’enseignement) ;
toutes ont été admises, 3 avec mention trés bien, 6 avec mention bien, 6 avec mention
assez bien. g

Ces résultats prouvent, au point de vue pédagogique, le bien-fondé de Pinstitu-
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tion, et les jurys ont constaté quaprés la seconde année de stage, les inexpériences
relevées a Pactif des concurrents par leur conseiller pédagogique de premiére année,
se sont atténuées ou ont disparu. La bonne tenue, 'énergie, le zéle et la pratique d'un
enseignement efficace sont signalés par les rapports des présidents de jurys régio-
naux, qui ne comportent que de rares réserves. Ce fait est & I'"éloge des intéressés,
mais atteste aussi le dévouement et la compétence des conseillers pédagogiques qui
les ont formés. Avec les chefs d’établissement et les collégues directs des stagiaires,
un travail hautement profitable a été par eux accompli et il n'est pas douteux que
les professeurs issus de ce mode de recrutement atteindront, dés leurs débuts, a une
maitrise pédagogique qui n'est pas aussi commune chez les licenciés abordant I'en-
seignement sans atitre guide que leur expérience lointaine d'éléve.

Certes, il est encore, dans la conduite des classes, des tempéraments un peu
timides ou qui ont pu étre mis en défiance par les difficultés des premiers contacts
avec les éléves. Souvent aussi, les stagiaires déterminent le choix, qu’ils effectuent
librement, de telle classe ot1 ils subissent une épreuve, pour des raisons affectives qui
ne font pas intervenir le programme de la classe : on redoute d’affronter I'inspection
dans une classe faible ou peu vivante,

Cette observation tend & confirmer ce que le rapport général de ce concotirs a
signalé avec force l'an dernier : les épreuves pratiques renseignent mal sur les
connaissances des candidats, si révélatrices qu’elles puissent étre quant a leurs dons
pédagogiques.

L’attribution de la mention par le jury n’est ni rapide, ni facile : car les deux
lecons peuvent éclairer deux aspects différents de la personnalité du stagiaire en Iui
permettant de manifester des quahtes de divers ordres.

Une de ces legons a toujours été plus particuliérement employee 3 la correction
d'un devoir, réellement rédigé par les éléves. Il a été relevé que bien des stagiaires,
3 ce propos, savent plutét les critiquer que les encourager, ou, du moins, croient bien
faire en multipliant des recommandations excellentes, mais banales, 4 propos de la
présentation matérielle ‘des copies par exemple. Si ces conseils sont neufs, ils sont
tardifs en pleine année scolaire. S’ils sont répétés réellement chaque semaine, on a
par contre le sentiment qu’ils n’ont pas porté. Trop d'insistance améne Pauditoire a
se contracter et a souvent empéché le maitre de terminer sa correction de devoir a
la fin de la séance.

Les petites réserves quappelle le fond méme de Penseignement donné semblent
provenir de préjugés que les jeunes professeurs ont conservé du temps ol ils étaient
éléves : ainsi les nuances du langage décélent, dans leurs dires, une hiérarchie des
tiches logiques du raisonnement : on « démontre » une proposition ; on « énonce
la » réciproque, au mieux ; on « regarde » si elle est vraie. Dans un probléme on
« vérifierait » que la solution trouvée convient aux exigences du texte : 14 il est rare
qu'on dépasse le conditionnel.

Quant au désir de rendre plus naturelle telle démonstration qui se trouve dans
un manuel, il est beaucoup trop rare. A ne pas faire cette intéressante tentative
devant une classe, on tombe dans un conformisme d'ol ne sortira rien d'intéressant
lors des épreuves orales du concours théorigue.

EPREUVES THEORIQUES

Le jury national du C.AP.E.S., ancien reglme (section mathématiques, hommes
et femmes), pour la session 1933, etdlt composée de M. Rosert, Inspecteur général
de I'Instuction publique, président ; de Mlle Bupox, professeur au lycée Jules-Ferry ;
de MM. Mixois et THERON, professeurs aux lycées Lakanal et Chaptal. Ce jury
avait la charge des épreuves théoriques, comprenant des épreuves écrites et des
épreuves orales.

La session des épreuves théoriques a commencé le 9 juin, date du .début des



épreuves écrites ; elle a été close le 21 juillet 1953, date de la proclamation des
résultats. :

EPREUVES fCRITES. — Elles ont eu lien les 9, 10, 12, 13 juin. L'épretve de
calcul numérique (13 juin) n’intervient pas pour Padmissibilité.

Les textes des sujets proposés étaient les mémes pour les candidats et les can-
didates ; les listes d’admissihilité, distinctes, ont été affichées le 29 juin.

33 candidats, sur 34 inscrits, ont composé ; 28 ont été déclarés admissibles. La
moyenne (sur 20) obtenue par le premier est 14,3 ; la moyenne du dernier est 3,7.
5 candidats seulement ont une moyenne supérieure a 10.

Sur 23 candidates, 4 ont renoncé & composer ; 19 ont été déclarées admissibles.
La moyenne (sur 20) obtenue par la premiére est 11,5 ; celle de la derniére est un
peu supérieure a4 5,5 ; 4 candidates ont une moyenne supérieure & I0.

On trouvera, en annexe 4 ce rapport, les textes des sujets de composition et les
rapports des correcteurs.

Le nombre de concurrents & recevoir au C.A.P.E.S. mathématiques, ancien
régime, a été fixé, par arrété ministériel. & 41 candidats et 22 candidates ; deux
candidats requs aux épreuves pratiques étant dispensés des épreuves théoriques, le
nocmbre de candidate & recevoir était réduit de 41 4 39 au minimum. Tl était donc
mis au concours 3¢ places pour 33 candidats, et 22 places pour 25 candidates !

Bien que de telles conditions soient exceptionnellement favorables, nous devons
regretter qu'un concurrent et quatre concurrentes m’aient pas compris, en ne se pré-
centant pas aux éprettves écrites, leur intérét d’en profiter : sur ces cing défaillants,
quatre étaient en exercice au Maroc.

EpreuvES OrALES. — Elles ont eu liew au lycée Louis-le-Grand du 4 au 21 juil-
let. Les admissibles ont été répartis en trois séries de 18 au maximum. L'un d’entre
eux, inscrit pour la deuxiéme série, n’a pu, pour raison de santé, venir passer l'oral.

Avant chaque série, une séance d'appel des concurrents a comporté le tirage au
sort, déterminant I'ordre de passage des deux lecons qui leur ont été proposées, et
T'association des sujets de ces lecons, renfermée sous enveloppe : ces sujets n'ont été
connus des candidats qu’an début de la période de trois heures précédant immédia-
tement chaque lecon, et accordée pour sa préparation.

I’exposition de ces lecons, prévie pour une durée d’une demi-heure, a été en
général bien délimitée et faite posément, en tenant compte des conseils généraux
donnés aux groupes de candidats lors de appel de chaque série. La qualité de ces
lecons a été variable, mais 'ensemble a donné une impression satisfaisante dés le
début de P’oral, par le souci de la composition et du soin des détails. De toute évi-
dence, un travail sérieux de préparation a été accompli, pendant l'année, pour la
préparation de ces épreuves orales : en particulier, maint stagiaire ayant échoué en
1952 a pu, dans de meilleures conditions, réparer honorablement son échec en 1933.
Certaines des lecons faites auraient été favorablement appréciées s'il s’était agi du
concours d'agrégation.

Mais la concordance des bonnes lecons d’oral et des bonnes mentions d’épreuves
pratiques, a laquelle on aurait pu s'attendre, ne s’est pas réalisée le moins du mende ;
4 tel point qu’on peut se demander si ce ne sont pas les candidats, ayant eu des épret-
ves pratiques moyennes, qui ont fait pour l'oral le plus gros effort de préparation
intelligente. '

Sur les 92 lecans entendues, 24 ont des notes allant de 15 a 19, 30 des nctes de
13 A 14, 25 des notes de 10 & 12, et 13 des notes de 0 & 9.

Une candidate et trois candidats ont obtenu pour leurs deux lecons des notes
supérieures ou égales & 13 : 'un de ces candidats a été par ailleurs regu 3 I'Agré-
gation de mathématiques de 1953.

La comparaison de ces notes avec leurs analogties de 1932 met en évidence un



nombre presquie égal de bonnes lecons et moitié moins de mauvaises, avec une accu-
mulation plus sensible que I'an dernier entre 13 et 14 (30 au lieu de 21 l'an dernier).

Il semble que les chservations faites l'an dernier aient porté et en particulier
qwen plusieurs établissements les stagiaires ont pris un contact sérieux avec leurs
collégues enseignant dans le second cycle. 11 y a lieu de poursuivre cette pratique
pour les concurrents de 1954, qui seront presque tous des adjoints d’enseignement
non chargés de la responsabilité d'une classe ; nous espérons que cela leur confére
une plus grande liberté de travail et d’entretien avec les professeurs de D’établisse-
ment.

RESULTATS GENERAUX

Candidats. — Pour V'ensemble des épreuves théoriques, la moyenne des notes
obtenues (majorations non comprises) par chacun des 27 candidats ayant subi les
épreuves orales s'échelonne de 15,1 4 7. Le jury a proposé, pour P'admission défini-
tive, les 23 premiers candidats de cette liste. La moyenne du dernier recu (majora-
tions non comprises) est de 8,6 ; I'an dernier, cette moyenne avait été de g,4. Sur
ces 23 candidats, 17 sont des stagiaires, 6 sont des adjoints d’enseignement.

Comme deux candidats, déja signalés comme dispensés des épreuves écrites, ont
€té requs aux épreutves pratiques, 25 candidats au lieu de 41 prévus, ont été proposés
au choix du Ministre. i

Candidates. — La moyenne des notes pour les 19 candidates admissibles, qui ont
toutes suivi les épreuves orales, varie entre 13,2 et 7,5. Les 18 premiéres candidates
de cette liste ont été proposées pour 'admission définitive : elles se répartissent en
I1 stagiaires d’enseignement et 7 anciennes admissibles, dont 6 adjointes d’enseigne-
ment et un professeur du cadre local ’A.E.F. La moyenne de cette derniére, qui est
aussi la derniére recue, et qui ne bénéficiait d’aucune majoraticn, est de 9.

Une seule candidate admissible a donc été éliminée & Iécrit, bien qu'elle ait fait
preuve, malgré son état de santé, de courage i l'oral, mais ses épreuves écrites
avaient été faibles (rang d’écrit 187).

Les textes des épreuves écrites, minutieusement rédigés, avaient été conglis pour
n'exiger que de la méthode, mais aucune connaissance savante, et leur longuetir rai-
sonnable n'apparentait nullement I"écrit 4 celui du concours d’agrégation, peut-étre
méme pas au Concours général des Lycées et Colléges..

La sélection finalement réalisée semble comparable & celle du nouveau certificat
d’aptitude au professorat du Second Degré, fonctionnant pour la premiére fois en
1953, épreuves pratiques y comprises,

Le premier des candidats recus a réussi d’autre part au concours d’agrégation
de 1933 : en le comptant, 12 de ces candidats ont été nommés dans des lycées de Ia
meétropole, du Maroc ou d’Allemagne occupée. Les candidates ont trouvé ume situa-
tion moins favorable, et 2 seulement ont été nommées dans des lycées. On peut espé-
rer que les meilleurs, placés dans de bonnes conditions pour poursuivre leur effort,
pourront, par la suite, accéder 4 I'agrégation. '

En somme, le C.A.P.E.S. (ancienne formule) aura en 1953 contribué d’une
maniére substantielle & pallier la crise du recrutement, et ceci d'une maniére immeé-
diate, parce que I'dge des requs ne comporte pas potr eux Uobligation de faire leur
service militaire.

Les €liminés aprés les épreuves écrites sont déja, ou vont étre nommés adjoints
et adjointes d’enseignement dans letrs établissements respectifs. Il est vraisemblable
quils pourront réparer leur échec a la derniére session du C.A.P.E.S., ancien régime,
prévue pour 1954.



ANNEXE I

Rapport sur I’épreuve dite : probléme
Correcteurs : M. THERON et Mlle Bupon
Rapporteur : M. TuErox (1)

La composition comportait deux parties : dans la partie I, il s'agissait de faire
retrouver aux candidats certaines propriétés des cercles de Chasles d'une ellipse. Ils
étaient ainsi préparés 2 I'étude de la seconde partie ; son but était de déterminer un
triédre connaissant les angles respectifs de chaque aréte avec le plan de la face oppo-
sée ; mais on demandait auparavant de déterminer un parallélépipéde dont toutes les
longueurs d’aréte sont données et dont les six faces sont tangentes i une sphére don-
née, probléme équivalent,

Sur un total de 100 points, il en fut attribué 44 2 la partie I et 46 & la partie IT ;
10 points restant disponibles pour récompenser-les qualités de présentation, bonne
rédaction, soins apportés aux figures, clartés dans les explications.

54 copies furent corrigées. Les notes (sur 100) vont de 8 i 64, cette derniére
attribuée deux fois. Prés des deux tiers des notes sont comprises entre I4 et 30
inclus, avec prépondérance du cdté des basses notes. 5 copies ont moins de 14
Au-dessus de 30 les notes se suivent assez réguliérement jusqu'a 42 ; puis § copies
se détachent en s'espacant. La ‘moyenne des notes est 26,5, et la note médiane, c’est-a-
dire celle située au milien de la liste des notes classées est 24.

Cette statistique appelle les observations suivantes :

a) Il 'y a trop de copies faibles ou franchement mauvaises. La note médiane est
24, or le total des points attribués A la partie I, amputée de la question la plus diffi-
cile [montrer que MF et MF’ sont tangents & (w)], ainsi que de I'étude de la réci-
proque dans la recherche du lieu de M, atteint 24. Un candidat ayant traité cet
ensemble de questions, de longuenr modeste. et dont le niveau ne dépasse pas celui
d'un bon Baccalauréat, aurait donc obtenu une note voisine de 26, compte tenu des
To peints réservés, La moitié des concurrents n’a pu arriver 1.

Les candidats qui, pour la plupart enseignent dans les classes inférieure;, ne
sent évidemment pas préparés 4 1'épreuve de géométrie par leur enseignement. Il faut
quils sachent que leurs souvenirs de candidats au Baccalauréar sont insuffisants et
qu'ils doivent consacrer en cours d’année un certain temps & s'exercer i la recherche
d’'un probléme de géométrie.

b) Par contre, les copies les mienx notées, sont satisfaisantes, les concurrents
n'ont pu terminer le probléme qui faisait un tout assez long, mais une seule difficulté
sérituse les séparait du hut. Avec quelques heures de plus I'éprenve aurait été conve-
nablement traitée.

Voici les principales remarques d'ordre général au sujet du concours :

1° Les’ candidats utilisent rarement les indications contenues explicitement . ou
implicitement dans I'énoncé. Par exemple, celui-ci parle dés le début d'une simili-
tude (), la plupart des questions étaient simplifiées par la considération de (S), a
commencer par celle qui suivait immédiatement Pintroduction de cette similitude
(milieu M de EE’). Or trés rares sont les copies ol cette similitude est utilisée.

2° Les méthodes sont souvent maladroites, et, chose plus grave, une méthode est
rarement exploitée systématiquement. Il n'est pas rare de voir un candidat traiter
une question ou deux en utilisant une méthode excellente, puis I'abandonner sans
raison en poursuivant ses recherches, alors qu'il pouvait continuer i I'utiliser. II
semble que I'on n'ait pas conscience que l'unité d’un probléme a presque toujours
patir corollaire une certaine unité de la méthode de recherche.

3° Les rédactions manquent souvent de netieté, et ce défaut n'est sans doute pas

{1 Voir le texte Bulletin n® 157, pages 10 et 161,
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toujours involontaire. Ainsi, parmi les nombreux candidats qui n'ont pu montrer que
les droites MF et MF’ sont tangentes 4 (w), mais qui ont utilisé ce résultat ultérieu-
rement, un seul a marqué nettement qu'il était obligé d’admettre un point. Il est
rare que l'on distingue nettement entre les éléments ou résultats conntls, ceux recher-
chés et ceux admis.

4° Les candidats ont une tendance regrettable A faire appel a leur érudition au
lieu de regarder directement les questions. Ainsi pour chercher le lieu de M, beau-
coup d’entre eux, ayant reconnu une figure classique (cordes conjuguées d'un cercle),
ont fait appel & leur mémoire et ont évalué (MF - MF')2 et (MF — MF)2, 3 grand
renfort de calculs, alors qu'une propriété précédente, MF et MF’ tangents 3 (o), qui
avait dit étre longuement étudiée, donnait immédiatement le résultat.

5" Une seule faute grave se retrouve dans heaucoup de copies, au sujet du lemme
demandé en (IT, 2°) : elle consiste, étant donné un cercle et sa projection sur un plan,
4 confondre I'angle du plan du cercle et du plan de projection avec Yangle des tan-
gentes en deux points correspondants du cercle et de lellipse. Sur les 36 candidats
ayant traité ou effleuré cette question, 17 ont commis cette faute.

ANNEXE T1I

Rapport sur I’épreuve dite : corrigé (1)
Corrctenrs : Mlle BunoN et M. THERON
Rapporteur : Mlle Bunon k

L — Le probleme proposé comporte deux parties qui ont été notées également.
Dans Ia premiére, il s’agissait de calculer les angles B et C d’'un triangle ABC

. P
connaissant @, A, Ia longueur « de Ia bissectrice intérieure de A ou le produit By des
P N

bissectrices intérieures de B et C. B+ C étant égal 4 IT — A, I'inconnue classigtte
est B— C. Un seul candidat s'est écarté, sans succés d'ailleurs, de ce procédé, Deux
autres candidats ont utilisé des formules de transformation fausses. La plupart ont

abouti 2 une équation correcte du second degré en cos . Les conditions a impo-

ser a cette inconnue ont été trés mal déterminées en général ; ce sont pourtant celles
qui interviennent dans le deuxiéme cas de résolution des triangles. Beaucoup de
candidats se contentent de conditions nécessaires
B—C
2
sans se demander si elles sont suffisantes. Trés peu examinent completement les

-—1 < cos <1, ou 0 <] o8 <1,

. B—-C ol = o :
limites de cos ——— avant d’étudier I'équation du second degré, d’ott des longueurs.
2
Pour 'une et l'autre des équations (2° et 3") le calcul di discriminant est inutile,
flsin—) indique I'existence des racines et montre que scule la plus grande pett
5

convenir, f(1) fournit alors la condition de possibilité.
A la suite de ces calculs. un candidat a remarqué que les données fixent d'ine

maniére unique c’est-a-dire, 3 une symétrie prés, la direciion de la bissec-

P
trice de A ; le lieu de A, tel que

soit constant, est alors une hyperbole équi-

latére. Un autre candidat constate que, A étant dessiné, ainsi que sa bissectrice inté-

(1) Voir le texte Bulletin n® 157, pages 161 et 162.



rieure AAq, il suffit de mener par Ay la tangente 3 l'enveloppe dit segment BC—a,
malheureusement cette enveloppe n’est pas la conique indiquée..

Une construction est suggérée par le texte dans le cas ol la donnée est «, elle
permet de vérifier les résultats trouvés par la trigonométrie. La similitude des calculs
entre le cas olt « est donné et celui ot By est donné, fait prévoir dans ce dernier cas
une construction 4 la régle et au compas. La deuxiéme partie du probléme permet
de vérifier les calculs du 3” et conduit 4 une construction, avec la donnde B.

Les calculs font alors intervenir symétriquement b et ¢ par leur somme et leur

Y ’
produit. A et @ étant des données, on pose ¢ -+ b - c==2p et bcsin A ==2h, les
variables b et ¢ sont remplacées par 2p et &, dont les significations géométriques sont
immédiates. Le produit By peut étre, d'aprés la formule (2), ramené a la surface 28
du quadrilatére BB1CCj.

La quatriéme question permet d’étudier géométriquement la variation de S
quand A décrit son lieu et de retrouver la condition de possibilité du 3°.

Le lieu de A est connu. Le lieu de E (BE==0 -+ ¢) n'a pas été déterminé avec
assez de précision : le centre et le rayon du cercle dont fait partie ce lieu auraient dit
¢tre indiqués ; Parc de cercle a été rarement limité avec exactitude. Les variations
de h et de p ont été admises trop intuitivement. :

Le maximum de S est réalisé quand le triangle est isocéle ; sa valeur So a été
(uelquefois calculée. mais la valeur trouvée n'a jamais été comparée au résultat du 3°.

La cinquiéme question indique que p est lié aux données par une équation du
second degré ; peu de candidats I'ont étudiée et aucun n'a conclu. X

Le commentaire est pauvre : lorsque la bissectrice intérieure est remplacée par

la bissectrice extérieure sin ——— intervient dans le calcul, un candidat a remarqtié
2

que la fonction devient impaire sans en tirer les conséquences ; lorsque les angles du
triangle sont remplacés par des angles de droites orientées, le cercle lieu de A est
completement décrit, les bissectrices intérieures et extérieures ne se distinguent plus,
Un-seul candidat a abordé la question.”

Chacune des remarques signalées a donné des points supplémentaires, ainsi le
meilleur devoir a été noté 17,5 sur 20 ; lu note la plus faible est 1,5 sur 20 ; 15 copies-
ont obtenu la moyennc sur 33 copies (pour les hommes) ; 13 copies ont obtenu la
moyenne sur 21 copies (pour les femmes) ; g notes sont inférieures a 5 sur 20 (hom-

mes) ; 3 notes sont inférieures 3 3 sur 20 (femmes).

II. -— La signification de cette épreuve est indiquée dans le programme du
concours et a ¢té rappelée en téte du texte du probléme, Il ne s’agit pas d’un simple
cxercice de recherche, mais d’un corrigé.; elle s'adresse & des candidats qui ont
enseigné, peuvent témoigner ici de leur expérience. Nous savons la difficulté du
ccmpte rendu des devoirs, et comment certains professeurs y échappent dans les
classes nombreuses : pourtant, quand, faute de temps, les interrogations deviennent
occasionnelles, le devoir hebdomadaire est le seul contact individuel entre le profes-
seur et chacun de ses éléves, d’'ott sa valeur. A coté de la correction écrite sur cha-
que copie, le corrigé oral s'adresse 4 tous : principalement 3 I'éléve moyen qui-désire
des méthodes générales qui réussissent, au mauvais éléve qui. souhaite pourtant
comprendre la solution, a I’éléve doué qui ne veut connaitre les techniques que pour
les oublier, et devant chaque probléme souhaite s’adapter aux données particulidres
et faire des synthéses nouvelles,

Or, si la lecture des corrigés montre un entrainement 4 la recherche des pro-
blémes de mathématiques (habileté dans les calculs, en géométrie), ume certaine.
clarté dans l'expression, elle révéle un manque de streté dans les procédés employés
(discussion d’une équation du second degré, variation d’une grandeur géométrique,
limitation d’un lieu), souvent des connaissances insuffisantes (du triangle, par exem-
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ple), sans doute une culture pauvre pour I'ensemble des mathématiques élémentaires :
vagues souvenirs de 1'époque oit T'on était soi-méme un candidat au Baccalauréat.

Ce manque de maturité, confirmié par les leqons d'oral, est, j'espére, un gage de
jeunesse, c'est-a-dire d’aptitirde 2 apprendre et a travailler.

ANNEXE T1II

Rapport sur le caleul numérique (1)
Correcteurs : Mlle Bubox et M. THERON
Rapport de A, Mixors

La premiére partie de cette épreuve consistait en I'application de quatre formules
dennées de trigonométrie sphérique. Elle ne comporiait aucune autre difficulté que
celle que I'on rencontre en classe de Mathématiques Elémentaires ou de Sciences
Expérimentales, dans le maniement des Tables de logarithmes. Dans une seconde
partie, on expliquait la signification géographique du calcul précédent et I'on deman-
dait ‘d’en déduire lz longueur du chemin Paris-Montréal parcouru par un avion, ce
qui n'exigeait qu'une régle de trois. Une troisiéme partie faisait utiliser les mémes
formules 4 un bateau situé sur un méridien donné. On demandait d’étudier I'ensem-
ble des points de ce méridien en lesquels il était possible d’entendre un signal donné
émis par une station de T.S.F. située a Brest.

En somme, il s'agissait dans tout ce probléme, de calculs que tous les navigateurs
sont amenés & faire iournellement. Effectivenient aucun candidat n’a été géné par la
difficulté du text~. Dans la premiére partie, le texte invitait les candidats a se con-
tenter de la précision bien suffisante du dixiéme de minute. Il ne semble pas qu'ils
aient apprécié A ca valeur lallégement des calctls qui en résultait.

Trop de candidats disposent leurs calculs sang ordre. Ils ignoront visiblement ce
qu’est un tableau de calculs. Ils manipulent leurs tables avec maladresse. Les petites
erreurs dues A des interpolations fantaisistes sont fréquentes. Nombreux aussi sont
les candidats qui calculent lentement

La note 18 a été attribuée une fois, la note 15 deux fois, la plus faible note a
été 2, attribuée une fois 4 une copie dont I'auteur, visiblement, igrore tout du calcul
numérique. 30 notes ont été supérieures ou ¢gales a la moyenne.

En résumé, c'est une épreuve tout 4 fait convenable, que I'on voudrait, pourtant,
bien meilleure encore. Malgré son faible coefficient, elle est susceptible d’apporter
aux candidats des points qu'ils auraient grand tort de mépriser. Les candidats aux
concours futurs seraient sages en y pensant.

ANNEXE TV

Rapport sur I’exposé pédagogique
Correctenrs : MM. Rosurt et MInOIS

Texte de Véprenve — « En toutes choses, disait Arago, qu'il s'agisse J'ume
fable de La Fontaine ou du traité de Géométrie descriptive de M. Monge, ce qui
est réellement beau, parait simple et semble avoir dfi coiiter peu d'efforts, »

Et Lagrange disait : « Avant d’avoir entendu Monge, je =e savais pas que je
savais la Géométrie descriptive. »

Approuvez-vous Arago et Lagrange lorsqu'ils semblent ideatifier Ja beauté et Ia
simplicité ? Voire expérience d'éléve et de professeur vous permet-clle de dire que
la géométrie descriptive soit belle et simple ? N'en peut-on dire autant d'autres parties
du dorraine mathématique ? Les sciences mathématiques vous semblent-elles seules 2
s'imposer & l'esprit humain par le double caractére de simplicité et de beauté ?

(1) Voir le texte Bulletin n® 157, pages i62 ct 163.
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‘Rapport des correcteurs. — Une phrase d'Arago servait de suppoit au texte,
Arago disait son émotion devant le traité de Géométrie descriptive de Monge qui
venait de paraitre. Il en admirait tout particuliérement la simplicité et la beauté de
'ordonnance. Ainsi se trouvait posé le probléme du bean en mathématiques et 'on
demandait aux candidats d’apporter leur contribution i ce probléme en utilisant leurs
souvenirs d'étudiants et leur expérience de jetnes professeurs,

On regrette cue trop de candidats se contentent de phrases banales & aspect
pédagogique. On regreite aussi que, beaucoup, se méprenant sur la phrase d’Arago,
se croient obligés de vanter la beauté d’une épure. Par contre, on est heureux de lire
des copies d'une belle qualité. Flles sont I'eeuvre de candidats réfléchis et le jury a
plusieurs fois constaté. 3 T'oral, une concordance entre les gualités mises en évidence
par les lecons et les qualités mises en évidence par les exposés.

On déplore beaucoup de maladresses dans l'expression de la pensée. On déplore
surtout Pexistence de copies émaillées de multiples fautes d’orthographe. Efles ont
été sévérement pénalisées.

Loin d’étre détestable. cette épreuve n’est cependant pas brillante. Les candidats
seraient bien inspirés en utilisant une fraction de leurs loisirs & la lecture des grands
classiques scientifiques, et & la réflexion personnelle. Avec un peu d’entrainement,
lexposé pédagogique ceeserait de les dérouter. Qu’ils fassent un petit effort. Ce sera
loin d'étre du temps perdu.

ANNEXE V
Rapport sur ies épreuves orales

Les conseils donnés dans le rapport de l'an dernier ont été suivis relativement
atx plans des lecons, aux ranvels de résultats. antéricurs, a la durée des exposés.
L'effort de préparation a semblé généralement trés sérieux et beatcoup de lerons
sont hororahbles ; les candidats ont déplové du so'n, répudié la vaine virtuorité de
calcu] et présentent de véritables lecens & 'usare des éléves. Sauf lorsque T'tn deux
est tombé sur un sujet qu'il se trouvait n’avoir jamais préparé auparavant, on ne
peut incriminer que des détails, comme des oublis de présentation de résultats qui
auraient dt étre signalés dans la lecon cu cui se rattachaient & la méthode adoptée ;
souvent le choix des exemples destinés a illustrer le suiet a été maladroit ou aurait
pu étre amélioré.

Cependant. certains sujets ne sont pas bien dominés par les candidats : ce n'ont
pas €té tant les lecens de géométrie descriptive, convenables sans étre brillantes, que
nots visons ici, mais surtout les lecons de géométrie de mathématiques élémentaires :
transformations ponctuelles et con‘ques. Les candidats y apportent bien des maté-
riaux, mais ne les ordonnent pas harmonieusement, et la catise en est qu’'une concep-
tion de I'unité de ces sujets ne leur apparait pas ~ncore clairement. Comme il 2 été
ohservé déja dans le rapport de l'an dernier, ces lecons ont chevauché entre plusieurs
exposés possibles, et celte constatation rejoint les observations du correcteur du pro-
Lleme décrit (annexe 1) ; on abandonné une méthode qui a de I'efficacité pour faire
la part égale aux conceptions varifes des différents auteurs de livres classigues, Ce
qui péche de ce c6té n'est denc pas linsuffisance du volume des connaissances du
candidat, mais ure certaine absence d'idées générales et d'esprit critique.

Elle se manifecte encore i propos des problémes d’existence, ol on ne distingue
pas assez ce qui est spéculatif (analyse) et ce qui est constructif, et on néglige la
mise au point nécessaire pour s'assurer de la convenance des résultats (synzhésé).

Si cette méthode d'investigation. uniforme dans ses caractéres généraux, étair
plus familiére aux concurrents, qui ne voit qu'ils y trouveraient un solid® appui pour
donner de la vie aux exposés des lecons de concours en choisissant, puis traitant
complétement les problémes essentiels auxquels on peut presque toujours les réduire.

Les auteuts de legons n'ont pas rappelé volontiers les définitions, ni les propo-
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sitions dont on a besoin, au moment méme otk on les utilise (ou trés pew avant), ce
qui améliore fa précision des démonstrations.
A coté de ces défauts généraux, relevons queluns défauts particuliers asser
répandus. Certains candidats sont timorés, trop impressionnés, par exemple, par. la
lettre-du texte de leur ]econ : une question d’algébre comme 1nequat10ns (du premier
ou du second degré) n'est pas au fond différente de U'étude du =1gne d'une fonction
(linéaire ou de la forme a#2% -+ bx - ¢), tout au moins sur le prlnCipe les applica-
tions' étant mises 4 part : un candidat qui traite d’abord ax2? -~ b¥ - ¢ > o en refai-
sant une théorie olt le signe > 0 n’a somme toute rien & voir, intes -préte trop éttoi-
tement son texte, Un autre candidat avait 4 parler des sections planes du cylindre de
révolution : il n’a pas compris, que cylindre voulait dire ici surface cvlmdrlque, et il
a parlé du solide engendré par un rectangle totrnant autour d’un"de ses cbtés, ce qui
n'a aucun rapport avec la legon.
Mais, 4 c6té des timides, il y a ceux qui montrent ume désinvolture exagérée
vis-d-vis de la correction du langage et de la rlgueur formelle. Ceci sévit surtout
-dans les lecons d’algébre : confusions fréquentes, qu'un professeur devrait s'attacher

. A
a €viter, entre une fonction et sa limite, entre 'accroissement moyen —A—y et une
X

dérivée, notamment, et négligences de langage pour désigner péle-méle une courbe,
une fonction, une équation. Exemples : « la fonction ax 4 by 4+ c =0 est la fone-

e -—3s+4

! o e ! , 4
tion linéaire », « I'expression y = ————— quand & tend vers zéro, tend vers - ».

Cette tendance au charabia s accentue avec Thahitude de faire de Ia Iettre &
quelque chose gui n’est ni fixe, ni mobile, alors que dans les démonstrations d’analyse
son emploi est habituellement de désigner un nombre positif arbitraire, trés petit

¢i Fon veut. Que dire de cette affirmation : « Quand x tend vers ——, l'expression
a

a’x -+ b’ tend vers un nombre trés petit que nous désignons ‘par —e » ?

Une équation peut étre indétermunée, mais ce qualificatif ne devrait pas 8&tre
employé pour une inéquation. Un professeur qui trouve pratique de s'exprimer comme
suit : « I'équation représente une droite » ou « I'égalité a == bg -} r représente une
division » devrait faire. au moins une fois, Veffort de traduction de cette phrase
convenue en un langage tout & fait précis.

On excuse le lapsus, mais quand if se répéte, il inquiéte. 11 v a méme des cas
ot il ferait rire les éléves : « La prochaine fois. nous étudierons le cas particulier
ol la droite A est un cercle. »

Passons maintenant en revue quelques lecons suggérant des observations qui
peuvent étre utiles aux futurs candidats.

GEOMETRIE

Llasse de Troisiéme. — Etude d'un lieu géométrigue : points d’oit Uon voit un
segment donné sous un angle donné. .

11 n’est pas déraisonnable d’exposer d’abord une construction qui permettrait
d’obtenir tout point du lieu ; mais sa discussion (qui fut escamotée) est un peu
difficile. Cependant. on ‘peut construire deux points particuliers My, Mg du lieu
sitiiés sur la médiatrice du segment donné AB (et ce sont les seuls), sans difficulté.

On dispose, pour la recherche, de deux théorémes : 1° tous les points d'un arc de
cercle d’extrémités A et B voient AB sous le méme angle : 2° par trois points non
alignés passe un cercle unique. Ceci posé, soit M un point quelconque du lieu autre
que A et B (on suppose U'angle donné « non nul, et différent d’un angle plat) : 'arc
de cercle AMR rencontre la médiatrice de AB en un point unique, qui est nécessai-
rement un point du lieu, ce ne peut étre que M; ou M»o. Les points du lieu sont
nécessairement sur deux arcs fixes AM{B, AM,B, symétrique par rapport & AB.
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- - —_— ———
Reciproquement, soit N un point de I'arc AM;B. les angles ANB, AM;B sont égaux,
.

——
donc ANB = ¢ et N est un point du liew. If n'y a plus qu'a conclure. La méthode
suivie est celle qui est préconisée pour les lieux géométrigties en général.

Classe de Seconde. -— Figures homothétigues d'une droite, ®un cercle.

Pour montrer que deux cercles du plan sont homothétiques, le candidat a utilisé
un lemme : deux vecteurs paralléles sont (en général) homothétiques, en T'appliquant

—— T
a deux rayons paralléles CM, C'M’, 11 aurait dfi souligner nettement que cela ne
donne pas utie infinité d’homothéties, bien gu’il y ait une infinité de couples de
points (MM’). LA encore joue un théoréme d'unicité 3 bien rappeler, et dont il y a
lieu de discuter 'application (point partageant un segment CC' dans un rapport algé-
brique donné).

11 ne faut pas présenter le tracé des tangentes communes comme un moven de
trouver Jes centres d’homothétie : c'est une application de la théorie nouvelle. an
contraire.

Classe de Seconde. — Division harmonique de points alignés. Faisceau harmo-
nique de drottes.

11 est illogique d'employer prématurément expression de faisceau harmonique
pour quatre droites qui déterminent sur une cinquidme une division harmonique.
L’appellation ne se trouve justifiée qu'aprés la preuve du fait que la propriété est
indépendante du choix de la cinquidme droite.

11 serait tout aussi cocasse d’appeler puissance d’un point P, par rapport & un

cercle, le produit PA.PB (A et B étant, sur le cercle, alignés avec P), puisque Ia
définition fait intervenir, en plus du point et de la droite, une sécante passant par
le point. On attend, avant de le faire. d’avoir démontré que ce produit est indépen-
dant de la sécante.

Classe de Seconde. — Relations g2 =— b2 —+ 2 —2bc cos A, J—— = ——b—~ == L—
. sinA - sinB sinC
dans le triangle.

. ——

Ne pas dire qu'on oriente un vecteur AB pour vouloir dire qu'on oriente sa
droite de support.

Le seul moyen d’éviter, dans la lecon, un dogmatisme déroutant pour Vesprit est
de se proposer deux problémes : le calcul de ¢ connaissant b, ¢, A (ot méme b, c,
cos A), ce qui détermine le triangle ; le calcul de 2R, aprés avoir montré, d’aprés les
¢léments, qu'il ne dépend, par exemple, que de a et sin A. "

Classe de Premiére. — Parallélisme des droites et des plans.

Lorsqi'une droite est paralléle & un plan, il n'est pas vrai qu'une autre droite
raralléle a Ia premiére soit aussi paralléle au plan : elle peut étre contenue dans le
plan. y

De telles restrictions jouent sans cesse dans cette théorie ; on s'est étonné de les
voir complétement méconnues. Elles disparaissent, soit en modifiant le sens originel
du mot paralléle, soit, ce qui est préférable, dans I'enseignement, en parlant de direc-
tion de droites ; une telle direction peut appartenir A un plan. Mais ce nouveau lan-
gage n'est a signaler qu'en fin de théorie, :

Classe de Premiére. — Angles ditdres. Plans perpendiculaives.

Un angle diédre a une infinité de rectilignes ; deux aneles diddres coincident
complétement si un rectiligne de 'un est superposé 3 un rectiligne de l'autre : tous
les rectilignes d’'un angle diédre et de ceux qui lui sont égaux sont égaux. Tels sont
les faits de base.

Il n'a pas été insisté sur la différence entre les angles de la géométrie plane et les
angles diedres ; detx angles diddres égaux peuvent étre superposés dune infinité de
maniéres. '

Un gros lapsus a été commis par une candidate : « si deux plans sont perpendi-
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pe,

culaires, toute droite de I'un est perpendiculaire 3 leur intersection », la démonstra-
tion qui suivait aussitot, bien entendu, visait un énoncé correct, mais non apparent.
Ceci ne prouve-t-il pas qu'on a tort d’énoncer des propositions avant de les démon-
trer ? L'éléve peut penser que I’énoncé est important et la démonstration accessoire,
méme quand le premier est vicieux et quand la seconde est juste.

Classe de Premiére. — Polume de la pyramide et du trone de pyramide g bases
paralléles, ;

Le candidat a omis de rappeler des préliminaires essentiels, le volume d'un prisme
triangulaire et la similitude, & la base d'une pyramide, de toute section par un plan
paralléle au plan de base, avec la conséquence relative au rapport des aires de la sec-
tion et de la base.

Il'y a lieu de mettre en évidence, par des figures partielles, la juxtaposition des
trois pyramides en lesquelles on peut partager, dans la démonstration classique, un
prisie triangulaire.

Classe de Mathématiques. — Rofation dans le plan définie comme transformation
ponctuelle,

Cette transformation n’est pas une construction arbitraire de lesprit : elle se
dégage, comme technique de dessin, de Iétude préalable d'une figure plane inva-
riable dont on a fixé un des points. Il est bien difficile, sans ce préliminaire, de
faire saisir pourquoi deux figures déduites I'une de l'autre par rotation sont super-
posables.

Classe de Mathématiques. — Similitude dans le plan, définie comme transfor-
mation ponctuclle.

—_—— —

Dans certaine réciproque ofl interviennent deux vecteurs AB, A’B’, bien pré-
ciser si les hypothéses faites ont lieu quels que soient B et B’ (et alors il vaudrait
mietx les appeler M et M — M pouvant étre pris confondu avec tout point du plan).

Les candidats ont tendance & réduire deux figures semblables F et F’ & de tels
vecteltrs, sans insister sur l'indépendance que les éléments de la transformation mani-
festent vis-a-vis du choix de A et B.

Les éléves ont rencontré I'appellation de triangles semblables dés la classe de
Troisiéme. Il y a sur ce point un raccord a présenter entre les deux sens de la notion
de similitude,

Classe de Mathématiques. — Recherche des cercles passant par deux points ct
tangents & un cercle donné.

L’étude préalable des faisceaux de cercles n'est pas essentielle pour traiter cette
lecon. Seule, la théorie des axes radicaux est indispensable. L’esprit de la méthode
est, deés lors, de substituer au probléme le probléme équivalent : faire passer par les
deux points un cercle dont I'axe radical avec le cercle donné seit tangent 3 celui-ci.
Ceci conduit & rechercher I'enveloppe des axes radicaux, avec ce cercle, des cercles
passant par les deux points donnés (un point I en général) ; cette étude met en jeu
plusieurs cas de figure et il est bon de la faire avant d'aborder le probléme posé.

Le candidat a introduit dans la discussion du probléme, comme condition néces-
saire, que T doit d'abord exister, ce qui était illogique,

Classe de Mathématiques. — Définition et étude de la parabole.

L’étude compléte des propriétés de la parabole dépasse la durée d'une seuie
lecon orale, mais celle qui a été faite sur le sujet, ne comportant que des construc-
tions par points et la distinction des deux régions déterminées par la courbe, a sem-
blé vraiment trop pauvre,

Le candidat a démontré, avec lenteur, que toute courbe semblable a4 une para-
bole est une parabole : il se devait d’aller plus loin et de montrer que deux para-
bcles quelconques sont semblables, de donner le cas d’égalité et le cas d’homothétie,
g1l entrait dans cette considération. R



Classe de Mathématiques, ~—~ Théoréme de Poncelet pour Uellipse.

Le théoréme qui fait intervenir les deux foyers a été reconstitué, un peun péni-
blement, en partant de ce qu'il fallait démontrer. Clest 13 un échec relatif, car le fait
essentiel de la démonstration (la symétrie d'un systéme de deux cércles.par rapport
4 leur ligne des centres), apparait mal, masqué par des détails.

Un procédé pour retrouver avec méthode la démonstration, consiste & supposer
les foyers de Tellipse fixes, et son grand axe variable. La correspondance entre les
tangentes menées d’un point 3 une telle ellipse se dégage sans peine.

Classe de Mathématiques, — Tangenie en un point d’une hyperbole. Asymptote.

Le candidat n’a pas pu rapprocher simplement les deux parties de la lecon et a
fait un long détour, avec plus d’érudition que de méthode, par la théorie des direc-
trices, des cercles (u), de l'intersection de I'hyperbole avec une droite.

Or le raisonnement qui établit Pexistence d'une asymptote est exactement appa-
renté & celui qui établit l'existence d’une tangente. Dans les deux cas, on est conduit
a appliquer le méme fait : I'inverse d’'un point fixe par rapport & un cercle variable
qui tend vers un cercle point, tend vers ce point.

II. — ALGEBRE, TRIGONOMETRIE, ARITHMETIQUE

Classe de Seconde. -— Résolution d'un systéme de deux équations & dewx incon-
nies.

- A ce niveau, on doit recommander la méthode bien naturelle qui consiste & substi-
tuer 4 I'une des inconnues, son expression en fonction de Pautre, tirée de l'une des
équations, et c'est aussi la moins dangereuse pour le candidat. S'aventurer d’emblde,
sans exemples numériques préliminaires, dans la résolution par des combinaisons
linéaires des équations données, n'est pas trés raizonnable.

Par un souci de conformisme mal compris, le candidat a parlé de systémes
d’égalités numériques au lieu de sysiémes d'équations, mais les accolades qui sem-
blent préciser des systémes équivalents, quel est alors lear sens ?

La faute coutumiére a ¢té commise. Dans un cas particulier Je candidat a ren-
contré une équation de la forme 0.y = o0. Il a concly & une indétermination du 5ys-
téme. Cependant, si le systéme proposé efit été formé de cette équation et d'une autre
comme 0..r == 1. il n'est pas nécessaire d'étre grand clerc pour conclure i I'impossi-
bilité du systéme. i -

Classe de Seconde. — Etude des fonctions ~ et - et de leurs représentations
graphiques. XA

Nul lien n'a été établi entre les études de ces deux fonctions, qui ont été juxta-

posces comme s'il s'était agi de v=-— et y==x2, par exemple !

T

Le candidat ne s'est pas risqué & justifier que les courbes représentatives étu-
diées sont homothétiques. _

Classe de Mathématiques. — Exemples numdériques simples d'équations qul se
rens2itentt & des équations du premicr ou du second degré.

Le stagiaire qui est tombé sur cette legon n'a pas su discuter I'équation irration-

nelle Va2 —4r 4 3=2x-} 1, ne tenant nul compte de la signification arithmé-
tique du radical : il a trouvé deux solutions, alors gi'une seule convient 4 1'équation
primitive.

Classe de Mathématiques, — Exemples numériques de variations de fonctions

ax'+ bx ¢ 2l
- | T c————

de la forme « S RS {a'==0).

Le candidat n'a pas su construire des exemples simples, ce qui lui a fait com-
mettre des erreurs de calcul, Voulant mettre en évidence l'involution des racines de
I'équation ¥y =2 quand A varie, il a perdu un temps précieux & faire le changement

21 el : , ]
daxes r=X+=— y=Y -3 (—5— et 3 ctant les coordonnées du point de ren-
5



contre de la courbe représentative avec son asymptote paralléle & 1'axe des #). Ceci
-elit été une trés honne chose §'il efit' prévu d’avance la forme de la nouvelle équation
par laquelle Y s'exprime en fonction de X : le calcul de ses coefficients importait peu,

Classe .de Mathématiques. -— Notion de fonction primitive. Utilisation pour
le calcul de certaines aires.

Un raisonnement célébre, attribué & Newton, consiste & montrer qu'une certaine
aire, fonction de x, fournit une primitive de la fonction f(x). Il suffit de lire le texte
de la lecon pour comprendre que cette initiation ne nécessite aucune complication :
on considére un intervalle ot f(x) est positive, et V'aire est engendrée par le dépla-

cement de I'ordonnée M = f(#) quand U'abscisse Om = r croit, de la borne infé-
rieure a, de I'intervalle. 4 X. Cette aire S(X) est & priori positive et fonction crois-
sante de X. AX

Le candidat a montré que — tend vers f(«), quand AX, accroissement de X 3

AS
partir de la valeur . tend vers zéro par valeurs positives. 11 a conclu, trop tdt, &
I'existence d'une dérivée pour S(X), pour la valeur x. Or, ce n'est pas plus difficile
de conclure quand AX est négatif.

Les éléves n’auraient rien compris au rafistolage de cette lacune fait ensuite :
il v était question de conventions algébriques pour laire comptise entre mM et
m1M;j, ordonnée de la courbe d’abscisse # - AX, quand AX est négatif.

La formule de Green et les questions d’intégrales curvilignes, qui introduisent
en Analyse un sens positif d'un contour, efc..., ne sont pas du niveau de la classe ;
ve ne peut étre qu'd la fin ‘de 'a lecon, quand la confusion entre S(X) et AS, que
les éleves ont tant tendance & faire, n'est plus A redouter, qu'il y aurait lieu de signa-
ler (3 des fing gratuites). qu'on peut. abstraction faite des restrictions f(x) > o,
x> a. généraliser les résultats ohtenus, et Newton lui-méme en aurait été le pre-
mier surptis.

Classe de Mathématiques. — Equation o cosx - bsinx=—c.

L . y ool x % <
T’emploi exclusif de Pinconnue auxiliaire tg —==+ a masqué complétement le
2

rapport étroit de I'équation avec celles, si simples. de la forme

cos#==A ou sinxr—3B.
Cependant les considérations justifiant en Physique, dans cette classe, la construction
de Fresnel, y sont d'une certaine importance.

La candidate n’a pas montré la réciproque qui s'imposait pour établir I'équiva-
lence du probléme avec la recherche des abscisses curvilignes des points de rencontre
du cercle trigonométrique avec une certaine droite.

Classe de Mathématiques. — Multiples convmuns & deux ou plusicurs entiers.
PPC.M.

En confondant avec des nombres premiers entre eux deux 3 deux des nombres
premiers entre eux dans leur ensemble ‘(a'd’c” ... quotients des entiers donnés par
leur P.C.C.ID. A) la candidate intéressée a donné une formule fausse pour le P.P.C.M.
de a, b, c ... : u=Ad'b'¢’ ... Mais celle-ci était correcte pour le cas de detix
nombres seulement. " =

Classe de Philosophie. = Etude de la fonction v=axr--b-=. au moyen des
dérivées. %3
L'auteur a été bien mal inspiré d’effectuer la somme indiquée sous la forme

ax? 4 by -+ ¢
x

et surtout d'appliquer, dans cette classe, et A cet exemple, une théo-
rie des branches infinies du ressort des Spéciales. Tl a successivement cherché, quand

& augmente indéfiniment en valeur absolue lim.2 (soit ¥) lim. v—yx (soit 3) et le
x

signe de l'infiniment petit v
conque.

v+ —3 comme s'il s'était agi d'une fonction y quel-



DEUXIEME PARTIE

Sur les bases axiomatiques de I'addition des segments orientés
de méme origine et sur la multiplication scolaire

(Conférence faite par M. L. Cuarrerex, au Lycée Henri-IV en mars 1953)

I

Nous nous proposons de fonder axiomatiquement la régle du parallélogramuie
en géometrie euclidienne. Nous serons conduit dans cette &tude 3 montrer qu'en réalité
l'addition des segments orientés concourants est indépendante du postulatum d'Fu-
clide, celui-ci n'intervenant seulement que lorsqu’il s’agit de passer. des segments
concourants aux vecteurs (libres).

Dans tout ce qui suivra, nous sous-entendrons le qualificatif « orienté », et, pour
éviter toute ambiguité avec les vecteurs, nous représenterons pat (OA) ou (a) le
segment orienté d’origine O, d'extrémité A et de longueur q,

Titant donnés des segments de méme origine O, cherchons s'il est possible de
définir une opération, appelée addition, qui jouisse des propriétés axiomatiques sui-
vantes :

I1) elle est bien déterminée, c’est-a-dire quelle conduit 4 un segment unique
d'origine O, appelé somme ; : i

To) elle est commutative ;

T3) elle est associative ;

L4) le segment nul (cest-d-dire de longueur nulle) est par rapport i l'opération
deffet nul : (@) +- (0) = (O) - () = (@).

JI) Dans le cas ol les segments sont portés par une méme droite, leur addition
découle de I'addition algébrique des scalaires (axiome de permanence).

Explicitons cette condition. En vertu du postulat de Cantor-Dedekind, il existe
une correspondance uniivoque et réciproque entre les points d’un axe et les scalaires.
par suite, entre les segments portés par un méme axe et les scalaires. On admet que
la somme de deux segments colinéaires est un segment colinéaire A ces segments ¢t
que le scalaire qui mesure la somme se déduit par les régles ordinaires de I'addition
algébrique des mesures des deux segments,

Remarquons que la condition 11, jointe aux quatre conditions I, entraine que
I'ensemble des segments de méme origine constitue un espace vectoriel. sous réserve
d’établir, en outre, ce que nous ferons plus loin, que, %, désignant un scalaire réel,
on a k(a) 4 k(b) =k (a4 b), lorsque (a) et (b) ne sont pas colinéaires.

III) La figure formée par deux segments d’origine O et leur somme reste égale
a elle-méme dans une rotation autour d’'un axe quelconque passant par O (axiome de
la congruence).

IV) L’opération est continue, c’est-i-dire que si (OA) est un segment fixe et
(Ox) un segment qui tend vers zéro, le segment (OA) + (Ow) tend vers un segment
limite qui est (OA) (axiome de continuité),

Il en résulte de 1a que si (B)——>(c), (a) -+ (B)—>(a) + (¢). Car, posant
(6) = () 4- (2). (2) tendant vers zéro. on a, en vertu de Iz

(@) + (B = (a) +- [(¢) + ()] =[(a) + ()1 4 (=) qui =——>(a) + (o).

Etablissons deux propriétés préliminaires.

1° Fn vertu de 11, la somme de deux segments opposés est un segment nul.
Réciproquement. si lo somme de dewux segments est nulle, ces deuv segments sont
opposés.

Soient en effet (a1) et (a2) deux segments tels que (a1) + (a2) =o0. Consi-
dérons Te segment (2’1} opposé & (a1) : on a (a1) + (a'1) =o.

D’aprés 'hypothése (condition 13) [(a1) 4 (a2)] (@) = («'1), d'ot (condi-
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tions Io et I3) (a2) == [(a1) -+ (a'1)]==(a"1) et (condition I4) (a2)=={(a"1), ce
qui établit la propriété.

2° La somme de deux segments concourants est coplanaire @ ces segments.

Soit  (s) = (a1) -+ (a2).

Considérons les segments (a'1) et (a’2) respectivement opposés & (a1) et (az2). On
a [(a) -+ (@'1)] - [(az) - (a'2)] =0, doit (conditions Iz et Is)

[(a1) 4 (a2)] 4- [(a"s) - d'2)] = o,

et, en posant (s) = (a'1) + (¢’2). (s) 4 (s) =o.

11 en résulte, d’aprés la propriété précédente, que les segments (s) et (s) sont
opposés.

Faisons tourner la figure formée par (a1), (a2) et (s) de deux droits autour de
Paxe A passant par O et perpendiculaire au plan P déterminé par (21) et (az).

D’aprés Paxiome de la congruence, (21), (a2) et (s) viennent en coincidence avec
(@'1), (a'2) et (s'). Or la coincidence de (5) et (s) serait impossible si ces segments
n'étaient pas dans le plan P, car (s) et (s") étant opposés, resteraient, aprés la rota-
tion autotr de A, de part et d'autre du plan P, cette fotation laissant le segment (s)
d’'un méme coté de P ; d'ott contradiction.

A. SOMME DE DEUX SEGMENTS CONCOURANTS DE MEME LONGUEUR

Soient (CA1) et (OA2) deux segments de méme longueur a ; nous cdésignerons
§ : — T

par 2t la mesire de l'angle A;OA:. moindre que = (O < < =), par s la Jongueur
2

de la somme {OS) des deux segments,
L

a) Direction de (0S). -— Soient O la bissectrice de I'angle A10A2 moindre
que = et Oz la demi-droite opposée. Une rotation de deux droits autour de la droite
502 améne la figure A1OAs en ATOA2, (OA'() et (OA') coincidant respective-
ment avee (QAs2) et (OA;). D'aprés 'axiome de la congruence, (OS) vient coincider
avec la somme (0S') de (OA’1) et (QOA'0), cest-d-dire de (OAz) et (OA1). Dautre

e

T
pert, en vertu de I», (OS') n'est autre que (OS) ; par suite, U'égalité S'OA'1=S0A,;
o T
donne SOA2 = SOA;. ce qui montre, OS étant dans le plan A1OAs, que la demi-
droite OS est portée par la droite 503’
b) Sens de (0S). — Supposons (OA;) fixe et faisons tendre (OA=) vers (OA1)
—

en lui faisant balayer l'angle A:OA; moindre que © ; d'aprés 'axiome de continuité
(Osy tend vers (OA3) -+ (0A;), cest-a-dire, en vertu de l'axiome de permanence,
vers 2(QA1). Or dans cette rotation Oz vient coincider avec la demi-droite OAy
(Oz' coincidant avec la demi-droite opposée & OAi) ; il en résulte que le sens de
(OS) ne peut étre que celui de Oz.

¢) Longuenr de (OS). — La longueur s est fonction de a et de x (s, 2, ¥ 2 0).
Donnons d'abord i r une valeur déterminée et cherchons la forme de la fonction
s=7f(a). Soient (OA’;) et (OA’2) deux segments respectivement colinéaires a
(OA;) et (0As2), de méme sens qu'eux et de longueur commune &’. Posons

; (5) = (OA'1) 4 (OA’2),

Evaluons de deux facons la somme (8) -+ (s"). On a {conditions I et Ia) :
[(OA1) 4+ (0A2)] + [(0A1)4-(OA) J=[(OA) +(0A1) 14+ T(0A2) +(0A) |.

La longueur de la somme (OA1) 4 (OAs) est f(a) ; celle de (OA"1) 4 (OA’2)
est f(a'). D'autre part (condition II). les deux segments [(OA1) 4 (OA'1)] et
[(OA2) -+ (OA’2)] ont méme longueur o -+ a', de sorte que leur somme a pour lon-
gueur f (e - o).

La fonction f(a) satisfait donc & I'équation fonctionnelle f(a—a)==f(a)+f{a).
En vertu de l'axiome de continuité, la fonction 7(e) est elle-méme continue et I'on
sait que, dans ces conditions, f(a) est de lu ferme H.e, H étant une constante par



rapport & @ (mais une fonction de x). Nous poserons H.== 2¢(x) et nous aurons donc
§ = 2a9(x),
Recherche de la fonction o(x).
Cette fonction doit satisfaire @ priori 4 certaines conditions : elle doit étre conti-
ste (condition IV), positive ou nulle (S 0). De plus 9 (0) =1 (cas olt (OA1) et

{OAz) sont confondus), et ¢ (( ==0 (cas 011 (OA;) et (OAs) sont opposés).

Ainsi la fonction continue o(4) (0 < r < ) deit satisfaire aux conditions :
¢(x) =20
¢(0) =r.
© ) 9
o(-) =o.
2

Considérons deux segments (OA’1) et (OA'2) de méme longueur g, que (OAy)
et (OAg), admettant comme bissectrice de I'angle A’ 1OAn moindre que = la bissec-

—
trice Oz, de langle A10A9 moindre que % Posons A’1OA’s =2y et supposons,
pour fixer les idées, v < # (1).
Evaluons de deux facons la somme
() = [(0A1) + (0A2)] - [(OA"1) + (OA%)]
qu'on peut écrire aussi
(X)) = [(0A1) + (OA')] + [(OA2) 4 (OA'D)] ;
c'est un segment porté par Os.
La longueur de (X) est 2a9(r) 4 2a0(y). D'autre part, (OA1) + (OA’1) est
—

un segment de longueur 2as ( y) porté par la hissectrice Oz1 de A10A’; : de

—
méme (OA2) + (OA’s), porté par la bissectrice de Ozo de As0A’s a pour lon-
—y . — — X _’_y
2

X :
gueur 240 ( ). Dailleurs 20z = 20zs == . par stite la longueur de ()

est 2.200 (-

D'ott I'équation fonctionnelle, trcuvée par Poisson,-a laquelle satisfait o(r) :
- x—=3y\. x4y

®) o) + o) =20 (22)0 o (12 @

Remarquons que la deuxiéme condition (C) est satisfaite d’elle-méme, car si

I'on remphce dans (E) & par « (—f-l—) on obtient 29(x) == 2¢(0).o(x) d'olt, g(x)
étant =% 0, 9(0) =1, 2
Etude a;zalvz‘zque de Véquation (E).

Nous supposons uniquement que la fonction o(s) est continue, sans admettre
l'existence de la dérivée.
Zropriétés immédiates de la fonction o(x).

? I fowctwn est paire. — Permutons x et v dans (E) : (y—x) = (x—_y)
dott, x et y étant quelconques, ¢ (—.x) == o(x). 2 =
2° ¢ (r— 1) =-—o(¥). — Remplagons dans (E) v par = — .t :

ox) g (m—x) =20 :—x) o & (—-)
o 2 2

d'ott, en supposant w(-)==o. ory+o(r—a)=o,
2

{1) Le lecteur est prié de faire la ngure. On suppose (OADY et (OA')) d'un méme
cdré de Qs
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3" Fonction $(#). — Posons Y(x) = @(Ew.v).
2

U(x) est continue en vertu de la continuité de 9(x).
d(r) est impaire, car

b(—x) —<P( +r)=9 [T—(——J)] ———9(~——ﬂﬂ = Y(#).

4(x) 2 o pour o< v<~,
2

Les conditions (C) donnent  ${0) = o et ¢ (.7-:-) = T,
2

(TS T
Remplacons dans (E) » et v par - —x et —— 1, il vient
2 2

(M) $(#) 4~ dly) =2 (f_?’) . (.x —J’).

(B

4° La fonction o(x) est décroissante entre 0 et — ; Y(x) est croissante. — Rem-
plagons dans (E) v par = — v, il vient

(2) o) — oy) = — 2y (T2

d'olt, en supposant & > v, o(x) — @ (v) < 0 pour 0 < & < -.
2
IT résulte immeédiatement de 13 que Y(«) est croissante entre les mémes limites.
On voit aussi qu’entre ces limites o(x) et &(x) sont < I.

5° Remplacons dans (1) & par —y :

x— 5%
@ 9 — ) =241 222 o (212
6" Ajoutons membre & membre (E) et (2) :

s =o(572) o) 4222 o(12),

Ajoutons membre 4 membre (1) et (3) :

s e )

Posons i a, i) =] ; les deux relations précédentes deviennent :
2 2
(s [ 9(a—+b) =9e(@)e(d) —ba)d(b),

L ¥ (@ + b) =Ua)9(b) + $(b)(a).
Ceci établi nous pouvons trouver les fonctions p(x) et Y(x).
Tannery a démontré dans son « Introduction 4 la Théorie des Fonctions d'une

()

variable » que, movennant la condition supplémentaire ———>1 quand 2—>0
x
variable » que, movennant la condition supplémentaire {(x)/4—>1 quand a—>o,
les seules fonctions comtinues satisfaisant aux relations (5) sont @(#) ==cosx et
Ux) =sinx, cos.w et sinx étant définis par leurs développements en série. Son
$(x)

raisonnement montre que si ———>1I, les fonctions sont alors coslx et sinlx.

. - T:
Or cette condition supplementalre est satisfaite pour o <— a

La relation (1), dans laquelle cp( J ) < 1. donne ~ [\!f(ﬂ q;(m < -{J(x_ij)

s+ (2) L’équation (E) joue aussi un role fondamental dans I'édification de Ja Trigonomé-
trie en Géométrie non euclidienne.



— 59 i

c'est-d-dire qué la fonction $(x) est convexe (vers le haut). Mais on sait qu'une
fonction continue convexe admet en chaque point une dérivée 3 droite et une dérivée
a gatche, sauf au plus en un ensemble dénombrable de points. Soit alors #o un point

non exceptionnel du segment O < x <Z. Dans la relation (3) faisons x =x -+ h et

2
ho
v = g, on chtient o+ hh) — ) = \P((hz)) ?<xo + ]_21)
2

Iraisons tendre /i vers O par valeurs positives : le premier membre a une limite

+ A 2

Y(x0) 5 9 (o =+ -)—0¢(ro) en vertu de la continuité ; de sorte que L a une
2

¥+ (x0) 4 (x :

limite ) : c'est dire que -ﬁ— a une limite [ quand =0 par valeurs posi-
@ (Xo X

o
tives. D'ailleurs $(x) étant une fonction impaire, T, encore pour limite ! quand
pa

47=>0 par valeurs négatives.
On a donc o(#x) = cos L.

Drautre mrt on voit tout de suite que la condition cp( ) =o0, jointe & @(x) >0
pour o X x <~ entraine 1= 1. 11 en résulte qu'en deﬁnltwe on a o(x) = cos x, et,
2

par suite $§==2a cos . }

Ainsi se trouve déterminée la somme de deux segments concourants de méme
longueur.

Il importe de remarquer que dans cette étude nous n'avons pas eu d faire inter-
venir le postulatum d'Euclide, ni pour la détermination de la direction et du sens de
(0S), ni pour la recherche de la fonction ¢(#). On sait, en effet, que les fonctions
cos x et sina étant introduites par leurs développements en série, ou ce qm revient
atn méme par leurs propriétés caractéristiques (3) déduites de I’équation (E) a laquelle
sont jointes les conditions (C), la théorie analytique des fonctions circulaires (de
méme que la trigonométrie sphérique) s'édifie indépendamment du postulatum d'Eu-
clide.

En géométrie euclidienne, @cos+ n'est autre que la pro_]ectlon orthogonale
(O1) de (OA1) ou (OAg) sur Oz ; on a donc OS =201, ce qui, dans ce cas,
conduit & la régle du parallélogramme,

' En géométrie non euclidienne (riemanienne ici, 4 cause de I'inégalité ¢(x) < 1),
on a OI > agcos#, dolt OS << 2 OI.

Pour passer du cas particulier étudié de la somme de deux segments concottrants
de méme longueur au cas général de deux segments concourants quelconques;, on
peut conduire les raisonnements de maniére 3 ne pas introduire le postulatum d’'Tlu-
clide. C’est ce que nous allons montrer maintenant.

B. SOMME DE DEUX SEGMENTS CONCOURANTS RECTANGULAIRES
Soient (OA) et (OB) deux segments rectangulaires, a et b leurs longueurs. Tra-.
N P

¢ons dans langle droit AOB la demi-droite Oz définie par l'angle aigu AOz—a
que nous déterminerons plus loin. Les demi-droites OD et OE symétriques de Oz
par rapport 3 OA et OB respectivement sont en prolongement l'une de lautre.
Marquons sur OD le point D, sur OE le point E et sur Oz le point K i égalés
distances ¢ de O (OD =O0E = OK-—@) et tels que
(0A) = (OD) +- (OK), (OB) = (OE) + (OK).
Les segments (OD) et (OE) étant opposés, on a (OA) -+ (OB) = 2z (OK).
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Tout revient a déterminet « et o pour que les conditions indiquées soient satis
faites. Or, d’aprés le cas A, on a
(1 { a=2p cosq,

= n
1 b=2gcos(— — 2) = 2¢ sin 4,

s ‘1
d'oft - \/a‘z -+ b2 et cos a==
20

Remarquons que si 'on consxdere les segments k (OA) et R (OB), ¢ se trouve
multiplié par le scalaire & et z reste le méme ; cest dire que k(a) + k(&) = k(¢-+5).
Ainsi se trouve établie une propriéié armoncée au début de cette étude.

En géoméirie euclidienne, les relations (1), qui s'écrivent

OK cos o= ~ OA,
.2

OK sin « =21 OB,

montrent que le point K se projette orthogonaleniem sur OA en son milieu et de
méme sur OB en son milieu. Le point K est donc le milieu de I'hypoténuse AB du

A , 4 SEEEY & 1 .
triangle rectangle AOB. (AB= 1/ a?-}- b2 ; OK=- AB). On retrouve ainsi la
2
régle du parallélogramme.
C. SOMME DE DEUX SEGMENTS CONCOURANTS QUELCONQUES

TN
Tragons dans Pangle AOB (moindre que ©) des deux segments donnés la demi-
droite Oz, que nous déterminerons plus loin, et menons la perpendiculaire. DOE a

Oz ; la demi-droite OA est dans l'angle droit D/(;z et la demi-droite OB dans P'angle
droit E/O\z
On pose Ab\D:m (< j) B:aEz—-B (<f), A{(B\B::p (< =). On a
s b g=r—g=g.

Marquons respectivement sur les demi-droites OD et OE les points D et E situé
4 égale distance g de O (OD = OE==5p), sur Oz les points F et H (OI"——.;‘
OH =3") et tels que

(OA) = (0OD) + (OF), (OB) = (OE) -+ (OH).
Les segments (OD) et (OE) étant opposés, on aura :
(OA) + (OB) = (OF) + (OH)
ou (OA) + (OB) ==2(0K), K étant le milieu de FH.
‘Tout revient 4 déterminer %, B, ¢, &', ¢” pour que les conditions indiquées soient

satisfaites.

D’aprés le cas B, on a :
(z) | :=acosq, (3) | e=bcosh, (OA==a ; OB=1).

{ ¢'=asina, | " ==bsinf.

On en tire immédiatement a cos m=b cos == b cos (¢’ — 2),

. ¢ —bcos g
dou tga=——-—0-—--
bsing’

o ams1 déterminé donne la demi-droite OD, par suite Oz ; on obtient ensuite
8, ¢, o', p”, d’ol1 les points F et H, par suite K et la somme (OS) ==2(0K) des deux
segments (OA) et (OB).

Remarquons encore que si l'on considére les segments k(OA) et k(OB) 2 et 8 ne
changent pas tandis que ¢, 5. 2 sont multipliés par le scalaire k. Par suite

k(a) + k(b) = k(a + D).
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En géométrie euclidienne, les relations (2) montrent que A se projette orthogo-
nalement en D sur DOE et en F sur Oz ; de méme les relations (3) indiquent que
B se projette orthogonalement en E sur DOE et en H sur Oz Les quadrilatéres
ODAF et OEBH sont donc des rectangles et I'on a alors AF=BH(=¢). Il en
résulte que le point K milieu de FH est situé sur AB en son milieu. On retrouve ainsi,
dans le cas général, la régle du parallélogramme.

II

Etant donnés deux segments concourants (OA) = (a) et (OB) = (b), cher-
chons s'il est p0551ble de définir une opération, appelée multiplication scalaire, qui
jouisse des propriétés axiomatiques suivantes :

I) elle ne fait intervenir que les longueurs a, b des segments et leur angle
(o < 8 < =) et elle conduit & un scalaire umque f(a, b, 8), appelé produit scalaire ;

11) elle est distributive par rapport & Paddition des segments ;

I1I) lorsque les segments sont colinéaires et de méme sens, leur produit scalaire
f(a, b. 0) est égal au produit arithmétique ab de leurs longueurs : f(a, b, o) = ab ;

IV) le produit scalaire est positif lorsque 6 est algu

V) lopération est contmue, c’est-a-dire que si (b)"'—>(c) le produit scalaire de
(a) par (b) a une limite qui est le produit scalaire de (2) par (¢).

A. — Soit (¢) un segment colinéaire 4 (b) et de méme sens que (b). La longueur

de (b) + (¢) est b+ c et d’aprés la condition II), on doit avoir
f@, b, 0) + f(a, ¢, ) = f(a, b ¢, ).

Fixons a et 0 ; en vertu de la condition V), la fonction f(a, b, 9) considérée

comme fonction de b, est continue et I'équation fonctionnelle précédente cntraine
f(a, b, 8 =H(a, 0).b,"

H étant une constante par rapport 3 &.

Considérons maintenant un segment (c) colinéaire & (a) et de méme sens que (a),
on devra avoir comme précédemment

H(a, 0).0+ H(c,8).b=H(a ¢, 0).5,

d'oli 'équation fonctionnelle

H(a, 0) - H(c, 0) = H(a - ¢, §),

H(g, 0) = K.qg,
K étant une constante par rapport 4 @, mais une fonction de 6.
On peut donc poser
(1) f(a, b, 8) =abe(8),

9(8) étant une fonction continue 3 déterminer.

qui entraine

B. —— 11 est possible, dés maintenant, d’établir certaines propriétés de la multi-
plication scalaire, & partir de I'égalité (1) :

a) si (a) ou (b) est nul, le produit scalaire est nul ;

) =i I'on permute ¢ et b, le produit scalaire ne change pas : la multiplication
scalaive est comwnulative ;

¢) soit {a") l'opposé de (a) (¢4 o' =0 ; en vertu de la condition II),

£(a, b, 8) + f(d. b, ) =f(a+a/, b, ) =7(O, b, 6) =0,
f('-?") b: 0)='—"f(ll, b; e)

si (a) ou (b) change de sens, le produit scalaire charge de signe ;
d) changer le $ens de (¢) revient 4 remplacer 6 par 5 —8 ; il en résulte que
fla, b, s —0) =—f(a, b, 0),

d'on

ou, d’aprés (1),
(2 o(r —8) = — o(f).

k1 ) x
Pour 6 =~, (2) donne (p(z) =0, c'est dire que le produit scalaire de deux seg-
2 2

wments perpendiculaires est nul,
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Remarquons encore que si 9 est obtus = — 0 est aigu, donc o(x —0) est positif,
par suite o(8) est négatif : lorsgue O est obtus, le produit scalaire est négatif.

Enfin, pour 8 = o0, la formule (2) donne o(x) ——co(o) d'oti résulte, en vertu
de la condition T1T), o(0) = 1 et f(a, b, ) = — ab, ce qui permet de donner la gene-
ralisation algébrique de la condition III) si deux segments sont portés par un méme
axe, leur produit scalaire est égal au produit de leurs mesures algébriques (rappottées
a cet axe).

'C. — RECHERCHE DE LA FONCTION ¢(f).
Considérons un segment (QC) = (c) de méme longueur que (OB) et tel que (OB)
et (OC) soient d'un méme c6té du plan par rapport au support de (OA). Nous

supposerons, pour fixer les idées, que (OC) est situé dans l'angle AOB moindre qe 7.

Nous poserons AOB — 47, AO’C.—y (x> .

La somme (OB) -+ (OC) a pour longteur 2b cos Y ot elle fait I'angle rty
2
avee (OANOERE= Y T R E bt o
2 2 2

La condition IT) donne, en tenant compte de la formule (1),

abg(x) + aco(y) == a.2b cos i : v ) ‘P(x 'l‘y),

2
c'est-a-dire, en remarquant que ¢ ==b,

x—y x4y
®) #(#) 4 ¢ly) =2 cos T ?(_2_)
Telle est 1'équation fonctionnelle & laquelle doit satisfaire la fonction continue
o(%).

¢(x) doit, d’autre part, satisfaire aux conditions précédemment trouvées ¢(0) = 1,

e

On voit tout de suite que la fonction #(#) = cos # répond & ces conditions, Eta-
blissons que c’est la seule fonction possible.

Montrons d'abord que toute solution de (E') est décroissante dans lintervalle
(O, =).

Remplagons y par © — y_dans (E") ; on obtient, en tenant compte de (2),

ﬂ@—ﬂwze@?ty?e+x:0.
¥y

Les inégalités O <——< m et O<———y-<7—F entrainent que le facteur
2 2

x s 0 w
_I_ Y st positif, tandis que :p<-+

y>5;ﬂ
2

en resulte que 9(#) — o(y) < o, et, comme # >y, que ¢(x) est décroissante.
‘Ceci établi, nous utlhserons le principe d’une méthode indiquée par J. ANDRADE
(« Lecons de Mécanique Physique »). i
Faisons y =0 dans (E), il vient,

(3) o(x) + 1=12cos ’—: CP(§>'

xr— - T r—
"v)est négaitf (car -+
2 2

—_—

Pour =E, on a 1=\/2 qz(z)d’oﬁ @(E):—Z. Connaissant cp(,z), la relation (3)
2 _ 2

T
donne cp(z—; ), et ainsi, de proche en proche <p(;ﬂ- 9.
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Faisons dans (E') x=k2— y=(k —2) — (k entier), on obtient :
n 2“
g T T N T
k— Je— _]z e _]_
(kg ) el le—a) % | =scos Zofle—1) 2

. T ] =313
formule qui donne cp(k —n-)connalssant @ pour les valeurs précédentes de k.
2

La fonction cos # satisfaisant & (E’), et par suite 4 (3), on a, quels gue soient les

. T
entier n et k, cp(k —) = co0s (k 1) .
2" 2"
Soit & un angle quelconque (O < » < m). Fixons provisoirement #, il existe un
. T T
entier k tel que =<z <(ht1)—.
2" 2"

. -’ -~ 7':
Ia différence entre les deux membres extrémes, — tend vers o quand n——> ;
2

. . ™
il en résulte que #— —>x quand n—>o0,
2[1
La fonction o(#) étant décroissante, on a

o [(k+1) 2] < o) <<p<k21n>,

ou cos (k- 1)1< o(x) < cosh—.
2" 2"

Ies deux membres extrémes tendant vers cos x quand #—>¢, on a 9(+) = cos z.

L’opération envisagée est donc possible et elle conduit 4 la définition habituelle du
produit scalaire : ab cos 6.

On remarquera encore que les raisonnements précédents n’ont pas fait intervenir
le postulatum d’Euclide ; Ja multiplication scalaire est donc en réalité indépendante
de ce postulatum. Mais il convient de noter qu'en Géométrie non euclidienne (ici
riemanienne), le produit scalaire ne s'exprime pas en fonction de la projection
orthogonale de I'un des segments sur le support de 1'autre.

L. CHATTELUN,

Symétries & plan invariant et orientation des triédres
Déplacements et Antidéplacements
(Note de M. H. MiRraBEL, Professeur au Lycée Saint-Louis)

I. — Transformations (x)

1. DEFINITION, — Etant donné un plan (z), nous dirons que deux point A1 et
Az sont homologues dans la transformation (w) si le plan = est médiateur du seg-
ment AiAs.

2. CoNSEQUENCES. — qa) Le plan = est invariant dans cette transformation, car il
est constitué de points eux-mémes invariants,

b) Le plan m détermine dans l'espace deux demi-espaces e1 et e2 dont il est la
commnune frontiére et tout point de e2 est homologue d’un point de &1 dans la trans-
formation () et inversement,

¢) Deux points A; et Bi appartiennent au méme demi-espace, par exemple e,
si leur segment A1B1 ne contient aucun point du plan =. Leurs homologtes Az et Bs
appartiennent dans ces conditions au méme demi-espace es.

3. TrEOREME. -— Toute transformation (x) est une ISOMETRIE, c’est-d-dire qifo
tout couple de points A1Bi, elle associe un couple de points AsBs, tels que :
A1By = A B>.
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4. THEOREME. — T'rois points alignés ont pour homologues dans une transforma-
ton (%) trois points alignés.

En effet, si trois points sont alignés, or peut les noter A1, B1, C1, de fagon que
Pon ait la relation : A1Bi1+ B1Ci = A1C.

11 en résulte que leurs homologues A2, Ba, Co sont tels que :

AsBs -} ByCo = AsCs2 C.Q.F.D.

5. CoNsEQUENCES. — La figure homologue d'un segment dans une transforma-
tion (m) est un segment.

La figure homologue d’une droite est une droite.

Tne droite orthogonale au plan = est globalement invariante dans la transforma-
tion (%) correspondante.

6. TrfoxiME. — Dans une transformation () la figure homologue d'un plan P,
est un plan (Pe).

En effet, soit un plan (1) contenant les 3 points Aj, By, Ci. Si un point My
est dans (&), il existe une droite rencontrant deux des c6tés du triangle A;B1Cy en
E1 et Fy et qui contient My. Par suite Mz est sur l'alignement EoF2 dans le plan
déterminé par les points Ag, Bz, C2 respectivemient homologues de A1, B, Cy dans
la transformation considérée. Ce plan contient donc tous les homologues des diffé-
rents points de ‘P1.

Et inversement, tout point de @2 est I’homologue d'un point de 1.

Donc : le plan @5 est 1a figure transformée du plan Pi.

7. ConstQUENCE. — Le demi-plan (p1) défini par le plan ($P1) par une droite
Dy, qui y est contenue, a pour transformé I'un des demi-plans ( p2) définis dans (¥ 2)
par la droite Ds.

Si A1 et Bi appartiennent & ($1), le segment A1B1 ne contient aucun point de
Di. Donc le segment AsBs ne contient aucun point de Dz et A2B:2 sont dans
(7P2) dans un méme demi-plan dont D2 est frontiére,

8. ConNstQUENCE. — Tout plan (/?) orthogonal au plan = est transformé globa-
lement en lui-méme par la transformation (=) correspondante.

Un tel plan partage 'espace en deux demi-espaces € et s”. Chacun deux est
globalement invariant dans la transformation (=) considérée.

9. TrforEME. — Deur triangles A1B1C1 et A'B'C’ doni les cdtés sont deux &
deux respectivement égaux :
AlBl — A4'B’ A1C1=A’C, B1C1=B’C'

sont homologués dans un produit de transformations (w) dont le nombre est inférieur
ou égal ¢ TROTS, <
Le plan w1 médiateur de AyA’ définit une transformation (m1) qui associe :
4/X1"f>A', Bi—>B,, Ci—>Cos.
Par suite ; A'Ba=—A1B1 =AD" et ByCi =B:Cs = B'C,
plan %2, médiateur de BeB’ contient donc A’ et définit une transformation
(w2) qui associe :

A" >A’ Bo—> B.’ Co—>Cs
Par suite : A’Ca=— A'Cs=A'C’ et B2C2=B'C3 =DR'C..
Le plan =3, médiateur de CsC’, contient donc A" et B’ et définit une transforma-
tion (=3) qui associe :

A—>A B—>B’ Ca—>C.
Donc le produit des transformations : (z1)(w2)(na) associe aux points Ag, By,
Ci, respectivement les pomts A, B, C. C.Q.E.D.

11 peut se faire qu'une des transfotm'ttlons soit inutile par e*cempk si Be était
confondu avec B’. Donc le nombre des transformations () nécessaires est : < 3.
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Il. — Orientation des triddres

Tout triédre est formé par trois vecteurs de méme orlgme et unitaires. Un triddre
est orienté, si on distingue un ordre entre les vecteurs qui le dehrussent

10. DI‘T‘IN II‘IO‘\'S — FEtant donné un triédre orienté : OA1 OA2 OAg Les
vecteurs O*\1 et OAo définissent un plan 72 qui partage I'espace en deux demi- -e5paces
et nous noterons (e1) celui qui contient OAy. Dans le plan () le support du vecteur
OAl définit deux demi-plans et nous noterons (1) celui qui contient OAz

Dans ces conditions :

Tout tnedre d’origine O (OA 1 OA's 2, OA's a) tel gque :

1) OA 1 est confondu avec 0/11 3

2) ()A 2 et OA2 sont dans le méme demi-plan (P1) ;

3) oA’ 3 et OAn sont dans le méme demi-espace (s1),
sera dit avoir la méme disposition ou le méme sens que le tricdre (521, O_§;, O—CT)

11. CONSEQUENCE, —- Cette relatlon est une relation d’équivalence. Elle permet

donc d’associer a tout triédre ( OA1. OBl, OIC1) un triédre trivectangle ayant la méme
disposition et aussi uw triédre dont les trois faces ont 60°.

iz, T HEORP_ME — Deur triedres omentes etcmf deﬁm.s' par des vecteurs unitaires :

(01/11, 01B1, O1C1) et €, : (02.42, Ong, 02 Cz), il existe un produit de
tranvformatzons (1:) dom le nombre est M, érieur & _ QUATRE » gut transforme le
triedre (02/12, Osz, OvCo) en un medre (01A5, 0135, 0165) qui @ méme disposi-
tion que le tricdre (O:Al, 0131, 01C1)

Le plan 72 qui contient les vecteurs 01A1 et 01B1 est partagé par le support
O1A1 en deux dem1 plans dont 'un 7?1 contient O1B1 Dans ce demi-plan il existe
un vecteur 01B3 et un seul tel que :

— — —_—
. angle (01A1 avec O1B3) = angle (O2A2 avec 02B5).

Les vecteurs utilisés étant unitaires les deux triangles O;A1B3 et O2A2B: ont
donc leurs cotés respectivement égaux detx 3 deux :

01A1=02A2, 01B1 = 02B2, AsBs=:A;Raz,

11 existe donc un produit de transformations (11:) de nombre inférieur ou égal 4 3
qui associe les points O2, A2, Bz respectivement aux points O3, Ay, Bs.

Dans ce produit de transfor*natlons C2 se transforme en un point Cs,

—)—

Si les deux vecteurs O1C1 et O1Cs sont dans le méme des deux deml -espaces
deﬁmq par le plan P le theoreme est démontré, car les deux triddres (OAL, OBs,
OCo) et (OA1, OBl, OCl) ont la méme disposition.

Si 01C1 et 01C3 sont dans deux dem:-espaces différents, la transformatlon (@)
définie par le plan @qul lalsse O: A1 et OlBs mvarlants assoc1era OLCr_», 01C4 et

les deux triédres. (O;Al, 01P3, O]_C_{) et (01A1, 01B1 01C1) auront la. méme
disposition. La proposition est done demontree
—_—
13. DEFINITION. — Un triédre (OU, OV, OW) étant choisi comme « REPERE »,
—p —
un tricdre (O'U’, O'V’, O'W’) sera dit « POSITIF » si le 'nombre de tran:forma

tions ("c) qui permettent de tramformer ce dernier en un triedre (OU‘” V" O‘V")
de méme disposition que le repére est un nombre pair. Il sera dit négatif si ce nombre
est impair.
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14. Noration. — On désignera par Qs tout produit d’un nombre pair de trans-
formations (x) et par (1) tout produit d'un nombre impair de transformations (w).

On notera que : la transformation inverse notée (x)-!, d'tune transformation (m)
est une transformation (=) et aussi que : le produit d'une transformation () par
elle-rnéme : (7)(n) =1 est une coincidence ou identité.

15. THkOREME. — Si deux triddres sont « positifs » (resp. négatifs), il exisiz un
produit Qo d’'un nombre pair de transformations (), qui transforme Uun d’eux en un
tricdre de wéwe disposition que Fautre,

Kemarquons Iabord que si un produit Qg transforme un triédre (Ozllo Osz,
OoV\ 2) en un tricdre de .nuve disposition qu 'un trledre (O1D1, (0N V (‘{Vv;), ja
transformation inverse Q3 transforme (OlUl, 01V1, 01W1) en un triédre de méme
disposition que lc t1iédre \()-:T?z, OTV:, o_\ﬂ)

Dés lors soit (OU OV O\V) le tridédre repére.

Si fO1U1, 01\1 01W1) est un triedre positif, il existe un produit Q2 qui le
transforme en un triedre de méme disposition que le repére.
— — — : ’ :
Si (02Us2, O2Vy, 0:Wa2) est un triddre positif, il existe un produit Q' qui le
transforme en un triédre de méme disposition que le repére.
Par suite, le produit (Q2) (Q'2)-! transformera le premier triédre en un triédre

de méme disposition que le second. Or, ce produit comporte un nombre pair de trans-
formations =. Il est donc un produit (Q ’2). C.Q.F.D. ().

16. THEOREME. — S% deux triedves sout Uun positif, Uautre négatif, il existe un
produit Q1 d'un nombre impair de transformations (z) qui transforme lun d'eux en
un triedre de méme disposition que Uduire.

11 résulte de ces deux théorémes, dont les conclusions s'excluent I'une Pautre, que
leurs réciproques sont valables.

17. THEREOREME, — Les triedres OU OV OW et OV OU OVV sont de disposi-
tions contrairves.

Soit (7:) le plan orthogenal au plan 7P qui cont1ent OU et OV et qui contient le
vecteur B bissecteur de l'angle des deux vecteurs OU et OV

— —_— —
T.a transformation (w) définie par le plan = associe : OU OV et OV a4 OU et
laisse globalement 1nvar1ant chacun des demi-espaces déterminés par le plan P

orthogonal a w. Donc OW ¢t OW' sont dans le méme demi-espace dont P est
frontiére.

Donc : OU.OV.OW et OV. OU.OW’ sont de disposition contraire puisqu’ho-
mologués dans une transformation (x). Or : OV OU OW et OV OU O\/V' sont de

méme disposition par définition. Done : (OU ov. OW) et (OV ouv. OW) sont de
disposition contraire.

1& TuEorREME. — Les triédres (OU ov. OW) et (OU ov. OW) sont de dispo-
sition contraive.

Soit 7?1 le plan ((_)-ﬁ, (_)_\7) et 7P2 le plan (66.0_\;?). Une transformation (w)
définie par I'un des bissecteurs du diédre formé par les plans A1 et P2, transforme

—>

le demi-plan défini dans 1 par le support de OU qui contient OV1 en le demi-plan
—

défini dans P2 par ce méme suport et qui contient OW.

(1) D'une maniére générale deux triédres positifs (resp. négatifs) seront dits de méme
seus un triddre négatif et un triddre positif seront dits de sens contraires.
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Dans cette transformation (_6176\70_\7\}) devient ((5-[7, OT’\?, 0-\7') et les deux
triedres (666?6\?’) et (&? .6\?/".6?7') ont la méme disposition par définition.

Donc : (6%6\*/'6{{;) et ((3—[7 O_\K’g\:/') ic;r_ﬁ c-l_egispositg)il co_nt*raiie;

19. CoNSEQUENCE, — a) les triedres (OU, OV, OW) et (OW, OU, OV) sont de
miéme sens ;

b)Y les tricdres ( 0_60—\70—\.’\7 ) et (66, 6?’, —fﬁ) sont de sens contraires ;

c) les triedres (_5[7 ov (ﬁ\ﬁ et (— 66, — ov y — 6\7\/') sont de sens contraires.

20. APPLICATION. — Dans un tétraédre régulier ABCD, deux triédres définis en
échangeant deux sommets quelconques sont de sens contraires.

Ex. : AB, AC, AD et CB, CA, CD,

ou : ' AB, AC, AD et AB, AD, AC.

Méme proposition si le tétraédre est quelconqtte.

21. CoNcLUsION. — S7 deux figures sont howmologues dans un produst Qo d’un
nombre pair de transformation (m), deux triedres homologues : (04, OB, OC) et
(O'A’, O'B', O'C’) sont de méme sens.

St deur figures sont homologues dans un produit Q1 d’un nombre impair de
transformations (x), deux triédres homologues sont de sens contraires.

[il. — Déplacements et antidéplacements

22, DEFINITIONS. — On appelle « déplacement » tout produit Q2 d’'un nombre
pair de transformations (=).

On appelle « antidéplacement » tout produit Q1 d'un nombre impair de trans-
formations (w).

On appelle « figures égales » deux figures homologues I'une de l'autre dans un
déplacement.

" On appelle « figures antiégales » deux figures homologues dans un antidépla-

cement.

23. TutorEME, — Toute isomélrie est un déplacement ou un antidéplacement.
Clest le théoréme n°® 12.

24. CoNcuusioN. — Le déplacement est ume transformation ponctuelle qui
conserve les distances mutuelles de dewx points arbitraires et la disposition des trid-
dres. L’antidéplacement est une transformation ponctuelle qui conserve les distances
mutuelles de deux points arbitraires et modifie la disposition des tiédres.

25. CoNstgueNces. — La transformation inverse dun déplacement est un
déplacement. 4

L’identité est un déplacement.

Le produit de deux déplacements est un déplacement,

Les déplacements forment un « groupe de transformations ».

26. CoNsEQUENCES, — Le produit de deux transformations (1) et (w2) définis
par deux plans =1 et w32 : i

1° si 71 est paralléle & ma, sappelle une translation ;

2° si my est sécant 4 w2 suivant une droite D, s’appelle une rotation d'axe D ;

3° si m est orthogonal & w2, s’appelle une fransposition :

4° si w1 est confondu avec w2, est l'identité.

Note. — Les lignes qui précédent sont un « essai » d’exposition a l'usage des
éleves de Math. Elémentaires, suggéré par la brillante conférence faite en mai 1053
par .M. G. CmogqueT, Professeur 4 Ja Sorbonne, devant les Professeurs de Mathé-
matiques qui y avaient été conviés par la Commission d’Axiomatique de 'A.P.M.E.P.
it conviendrait de trouver une dénomination bréve et évocatrice pour dénommer
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les transformations (w). Le mot de symétrie étant susceptible de créer des confu-
sions. Elles peuvent avantageusement remplacer les transpositions employées tradi-
tionnellement jusqu’ici dans l'étude des déplacements.

H. MIRABEL,
Professeur de Mathématiques Supérieures
ou Lycée Saint-Louis.

Théorémes et formules paralléles du triangle
(pur E. EXRHART, professeur agrégé au Lycée Kléber, Strasbourg)

4 ﬁA A /3 /by

> X~ NG
¥ (T) () ¥
t. Les paramétres. — Soient donnés un nombre algébrique a, deux nombres posi-
——  —
tifs B, C, inférieurs 3 II et deux axes BX, BY, tels que, dans le plan orienté,

E)?, B_S?) =+ T . Prenons sur BX le point C tel que BC=a et faisons passer
- P q

par B et C respectivement deux axes i; ct Etels que
— — >
(BX, y)==B—1I, (CX, §) =N —C. )
Si ¢ >0, B-—C < II, on obtient la figure (T), si ¢<o, B ~+- C> II, on obtient
- .
la figure (T’). (Dans les deux cas B, y se coupent.en un point A situé dans le demi-
plan des Y positifs). Dans (T) et (T") nous appellerons a, B, C les paramétres du

triangle orienté, .
I. Théorémes paralléles

2. Eléments homologues invariants. — D’aprés la construction identique des’
deux figures, il est évident que les coordonnées des sommets A, B, C y ont méme
expression en fonction des paramétres. On en déduit facilement qu'il en est de méme
pour les coordonnées des milieux des cotés, du centre de gravité G, de l'orthocentre
H, des centres O et Oy du cercle circonscrit et du cercle des neuf points.

- Tar suite, en fonction de a, B, C, les équations des médianes, des hauteurs, des
cercles O et Oy sont les mémes dans les deux figures.

3. Eléments homologues différenciés. -— Mais I'équation Y=Xtg = représente

dans (T) la bissectrice intérieure de l'angle B du triangle ABC et dans (T') sa bis-

sectrice extérieure. De méme Y = — (X —a)tg — représente la bissectrice inté-
2

.
A .

rieure de C dans (T), mais sa bissectrice extérieure dans (T”). Il en résulte que réci-
A

proquement les équations qui représentent les bissectrices extérieures de B et C
dans (T), représentent leurs bissectrices intérieures dans (T). Par contre, on vérifie
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. - ) r_ . o B - , . p
que les bissectrices intérieure et extérieure de A ont méme équation dans les deux
cas de figure,

On en déduit que les coordonnées du centre I du cercle inscrit de (T) (inter-
section des bis/gectrices intérienres de A et ﬁ) et celles du centre I, du cercle
exinscrit dans A de (T") (intersection de la hissectrice intérieure de A et de la bissec-
trice extérieure de B) ont la méme expression en fonction des paramétres.

4 Tableau des points howmologues. — Groupons dans un tableau (D) quelques
points homologues importants des deux figures, c’est-a-dire des points dont les coor-
données y ont méme expression en fonction des paramétres a, B, C.

I INVARIANTS DIFFERENCIES

(I) (T) A B C G H O O I Ia Ip e 2 2o 2 2c
(T A B C G H O O o I le 1o 2a 7 2c 7
i, 1a, %y %o Gésignent les points qui correspondent a I, I, I, T, dans I’homothétie
(G,—2).
2

5. Théoréemes paralléles. — Considérons un théoréme sur le triangle faisant
intervenir au moins un élément différencié dans les deux figures, Par exemple :
« Dans un triangle les droites I,M,, I,M,, T.M, reliant les centres des cercles
exinserits aux milieux des cotés sont conccurantes. »

Cela signifie que les équations de ces droites (que nous pouvons écrite umige-
ment avec a, B, C) ont une solution commune X =f(a, B, C), Y=g (a, B, C).
Mais ces trois mémes équations représentent dans (T”) les droites IM,, T,M,, I,M,,
qui y ont donc le point X =f (e, B, C), Y=g (a, B, C) en commun. D'ou le théo-
réme paralldle : « Dans un triangle les droites IM,, I.M,, I, M, sont concourantes. »
Considérons encore le théoréme de Feuerbach : « Le cercle des neuf points d’un
triangle est tangent 4 son cercle inscrit. »

Analytiquement cela signifie que le systéme des équations des cercles Og et I (écrites
en @, B, C) a une solution double X =7f (a, B, C), Y =y (g, B, C). Mais ces mémes
équations représentent dans (T”) les cercles Og et I,. D’ott le théoréme paralléla :
« Le cercle des neuf points est tangent aux cercles exinscrits. »

La proposition « 4 est le centre radical des cercles I, I, I, » donne immédiate-
ment la- forme paralléle « 4, est le centre radical des cercles I, I, I, ».

Il importe naturellement dans cette traduction de théorémes de bien déterminer
les éléments homologues dans (1). Considérons par exemple I'énoncé : « Si sur les
cotés BA, CA d'un triangle ARC on porte des segitents BB', CC’ égaux i BC, OI
est perpendiculaire 4 B'C’ et ¢gal an rayon du cercle circonscrit & AB'C. » Quels
sont dans (T") les homologues de B’, C'? -

Dans (T) ils sont définis - algébriguement par BB = —g sur y, CC'=-a
sur E En leur donnant la méme définition dans (T’) on trouve le théoréme paralléle :
« Si sur les prolongements des cotés BA, CA d'un triangle ABC on porte des seg-
ments BB’, CC’ égaux & BC, OI, est perpendiculaire & B’C’ et égal au rayon du
cercle circonscrit & AB'C’. » Le lecteur pourra chercher ce que devient le méme
théoréme, si dans (T) on porte AC sur les cotés AB et CB.

Il. Formules paralléles

G. Grandeurs algébriques. — Exprimons dans (T) des grandeurs remarquables
du triangle ABC au moyen des paramétres, explicitement comme les cotés
a sin B asin B

“Isin (B+C)’ Tk (C4-Cy’
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ou implicitement au moyen des grandeurs déjd exprimées précédemment par a, B, C
comme le périmétre 2p==a -~ b-c. Ainsi 'angle A=TII —B—C, la surface
bcsin A a

SE= , les rayons des cercles circonscrit, inscrit, exinscrit R = ———=——,
2 5in (B4 C)
S
FE= —15 , Fa =r les hauteurs /i, = b sin C, hy, = @ sin C, h, = a sin B, la bissec-
—a
LY a 2 be A
trice intérieure de A d, —= cos —.
b+4c 2
Désignons par &', ¢, ', A, S’ ... les mémes expressions (implicites ou expli-

cites) en a, B, C, ces paramétres étant pris cette fois dans (T'). Pour éviter la confu-
sion avec les grandeurs remarquables du triangle ABC de (T') (lettres non accen-

tuées) nous désignerons ici les paraméires par &’ B, C'. Donc ad=—qa, B=I-B,
- H.— C. Nous appellerons les expressions A, B, C, o', ¥, ¢, 24, S’ .. angles,
cotés, périmetre, surface... algébriques du triangle orienté (.
,___asinB  —asin (x—B) _ asinB b
sin(B+C) sin(n—B4=—C) sin(B+C)
de meme C=c, A=1—B' —C =T — (Il —B)—(II —C)=—A,
2p =0 -0 —=—at+b-Fec=2(p—a).
On trouve de méme S'==—3S, R"=R, ' = —r,, etc...
7. Tableau et interprétation des grandeurs algébriques. — Groupons dans le
tableau (IT) les valeurs de quelques grandeurs algébriques importantes.
(1)
(T _AB_C Dans (T') &', b’, ¢ sont les valeurs de BC, CA, AB sur les
, axes-colés ; 5' est Laire algébrique classique du triangle ARC
A L o sod SO et
B’ g (négative, car le parcours ABC est de sens contraire a celui du
C w—C plan) @ W Iy, I’ sont les mesuires algébriques A'A, BB, C'C
a’ —a des hauteurs sur des axes déduits des précédents par rotation
b b 7
¢’ ’ c de -~ ¢, r'y 'y 17, cont les rayons des cycles tangents res-
] 2
S -—'S g > = = > - > o
R R pectivement aux axes (X. 8, 7). (X1 8 v). (X, 81, 7).
T — 3 > M R PR =
b p—a (X. B, v1) (ot X1, B1, vy1 désignent les axes opposes a X, 8 v,
p—a A le rayon d'un cycle étant négatif quand son sens est contraire
P'—lf —(p—c) i celui du plan (1).
p'—c’ | —(p—b)
r —7 . A T 41t
- . 3 Si on applique ces mémes définitions algébriques dans (T).
Ia r pid & ;
b Yo on retombe sur les mesures positives habituelles a, b, ¢, §, li,
7 v Ty g, 7 F e e
hq ha
1 |
Z,b | — e Remarquons encore que les relations (II) entre lettres accen-
e | The tudes et celles qui ne le sont pas sont toutes réciproques (ainsi
MN: | MNe p=p-—aect p=1p —a).
8. Grandeurs homolegies et formules paralleles. -— Prenons une relation quel-

conque entre des grandeurs remarquables du triangle. par exemple

A B . C
7y = 4R sin — sin —sin — (Grelle).
2 2

2

(1) Voir notre article Sur la géométrie du ryc'fe, ¢ Bulletin de 'A.P.M. » de novem-

bre 1951.
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Cette formule peut étre considérée comme une identité entre les paramétres
indépendants a, B, C, soit :

e a s el s
G BEECT T a(BRCH - ey
2

dans laguelle nous pouvons aussi accentuer les lettres. Majs alors (puisque par défi-
nition #’, R* A’ ¢'expriment par o’, B’, C’ comme 7, R, A par q, B, C), elle s'écrit :
/ B’ (OF

A
r’==4R’sin — sin < sin —, ou, en rvemplacant les grandeurs algébriques par leurs
2 2 i :

2
—A  IOI—-B  1—C
=== 5.

valeurs tirées du tableau IT : — rq = 4R sin —— sin in———, ou encore
2 2 2
o B C :
ra == 4R sin — cos — cos — (Jacobi). s
2 2 2

Appelons grandeur homologue d'une grandeur du triangle ABC, la grandeur
algébrique qui Iui correspond quand on passe de (T) a (T'), cest-a-dire celle qui
lui fait face dans le tableau (I1), quand on accentue la lettre qui la représente. On
obtient alors la régle :

Toute relation dans le triangle donne une formule paralléle en remplagant par
leurs homologues les grandeurs qui y figurent.

Nous laissons au lecteur le soin de traduire quelques relations comme :

sin A = sin B -k sin C == 4 cos = cos — cos —

2 2 2
o - A8 C B rompr,
N = pr =% cot — cot—cot - = r Fy COt— = ————
2 2 2 2
I I I 1 )
= + T _i_ P! [’3 =y =k Fute + Fel'a-
P (o iy e L
9. Grandewr homologue d'un segment. — Considérons la formule & Euler

012 ==R2 -~ 2Rs, Les ceordonnées de O, T dans (T) et leurs homologues O,I, dans
{(T’) ont méme expression en fonction des paramétres . B, C de leurs figures respec-
tives (82 et § 3). Done si 012 == f(q. B, C) dans (T). OL,2=7#(e’. B", C") dans (T).
Mais nous avens vu (§ Q) que si
R® — 2Ry =#(a. B.C), R? + 2Ry, = R — 2R = f(d, B/, C",).
Dot O1,2=R2 4 2Rr,.
Don, si deux points M, N quelconques d'un triangle ont pour homologues M’, N,

la grandeur homologye de MN?Z est M'N'2, Ceci permet de traduire des formules

2 2 2 )

telles que i ol —{—g« =1 on I 1.7 T 11 = 16R®p.
be ca ab

On voit maintenant aussi pourquoi. au signe prés éventuellement, &', k'y, h'.. R,
' Fay Py, 7o sont égaux A . hy. b, R, Tau 7. Feo Fp @ Cest que HA et T,T,, par
exemple, sont homologues de HA et IT (en désignant par T. T, les pieds des perpen-
diculaires abaissées de I et I, eur BX).

10. Résumé. — Tout ce qui précéde se résume dans 1'énoncé

Tout théoréme ct toute formule sur le triangle donne une forime parallile, en v
substituant aux éléments géoméiriques et aux grandeurs leurs homologues (tableaux
de substitutions T et TI) (1).

(1) La méthode que nous venons d’exposer s’élend facilement i d'auires figures comme
le triangle sphérique ow le tétraddre,
’ . I3 - iy z £
Le présent article résume un passage de : Le Triangle Oricnté (en vente chez lauteur,
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Ecriture des égalités numériques dans les Problémes

Depuis le mois d'aolit 1952, la Direction de 'Enseignement Primaire a imposé
par des instructions parues an B.0. 'usage des conventions de T’Association Fran-
caise de Normalisation (A.F.N.O.R.) pour les abréviations et I'écriture des symboles
d'unités aprés les nombres, sans s au pluriel et sans point, soit : 7,45 m ; 3,125 kg.

Par contre, rien n'est fixé pour l'écriture des égalités numériques figurant dans
les problémes. Les Professeurs de Physique et ceux de I’Enseignement Techniqte,
qui en font usage constant, suppriment les symboles au caleul du premier membre
pour ne les faire quau résultat du second.

Exemples :

a) Longueur totale en métres : 8 45+ 7=20m.

b) Prix de 56 m? de peinture & 500 F. le m® : 500 ¥ 56 =28 co0 F.

¢) Aire d'un rectangle en m? @ 3 X 4=12 m?2.

Or, rares sont les auteurs de livres de Sixiéme qui ont adopté ce systéme. Il
semble qu’ils w’acceptent pas une égalité ne contenant lunité qu’au second membre
et écrivent :

a) 8m -+ gm -} ym=—20m,

Remarquons en passant que s'il s'agit d’objets quelconques (arbres, bornes, etc...)
au lieu d’unités, on ne peut pas utiliser d’abréviations.

b) g00F X 56 =28000F,

Pour éviter les confusions, I'éléve devra bien distinguer les deux termes du pro-
duit, le premier concret, de méme nature que le résultat, le second abstrait n'étant ’
quun opérateur, alors que dans 'énoncé il représente des m?.

¢) Enfin, ici, on obtient au second membre une unité nouvelle -déduite de celles
du premier par une équation aux dimensions: S = L2. 11 faudrait écrire, comme le
font encore certains instituteurs : S==1m?2 X 3 X 4=12m? Cependant, les
auteurs de Sixiéme ne vont pas jusque-ld et adoptent I'écriture des Physiciens.

{Pourquoi donc ne pas T'adopter dans {ous les cas ? On aurait ainsi un systéme
unique défnitif et pratique.

C’est la question que je pose & TAP.M. en lui demandant de faire une enquéte
parmi ses membres, en particulier parmi ceux qui enseignent en Sixieme.

F. Heravt (Collége Jean-Jaunres, Castres, Tarn).

Sur un probléme national de Baccalauréat

Depuis plusieurs sessions, dans 1'Académie d’Aix-Marseille tout au moins, le pro-
bléme de mathématiques de la seconde partie (Série M.E.) n'apporte guére que des
déceptions aux candidats, & leurs professetirs et aux examinateurs ; je n’ai pas l'im-
pression, bien au contraire, que celui de juin 1953, commun 3 toutes les Universités,
ait été plus favorisé.

11 est, & présent, traditionnel de désigner la classe de M.E. par la « classe de la
géométrie » ; et, personnellement, je crois trop & Vefficacité culturelle des méthodes
géométriques pour regretter cette dénomination, mais — 3 moins d’étre trés forte-
ment jalonnés — certains problémes de géométrie pure me pataissent beaucoup plus
contestables comme moyens de juger des candidats, et, c’est un fait, que les problémes
de « type non jalonné » conduisent souvent i des classements inexacts ou, encore, ne
perniettent atcun classement. Dans le probléme précité (juin 1953, série M.E) de
nombreux candidats, pour démontrer quune droite en bissectait deux autres, ont
cherché # linclure dans un faisceau harmonique (?) qui aurait possédé deux rayons
homologues perpendiculaires ; Pinefficacité de cette idée ne la condamne pas & priori

prix : 150 fr.). Nous y étudions plus généralement comment, par des conventions conve-
nubles dorientation ei de signes, on peut donner aux théorémes et aux formules une forme
telle, qw'ils Sappliquent & tous les cas d'une figure variable.



mais... fait perdre des minutes précieuses. Une autre partie (lien de P) de ce méme
probléme conduisait & une « figure » qui rappelait celle quc Pon peut étudier pour
montrer que toute conique peut éire considérée comme la section pat son plan d'une
infinité de cdnes de révolution : bien des candidats, guidés (mal) par cette analogie
visuelle, ont repensé toutes leurs connaissances (pas nécessairement réduites & zéro)
sur les coniques et n'ont pas avancé davantage que ceux qui n'ont pensé i rien.

Dans les autres épreuves du Baccalauréat les candidats ont & parcourir une dis-
tance donnée sur une route & peu prés indiquée ; dans trop d’exercices de géométrie
s ont d’abord & choisir, sans guide, les outils efficaces dans toute l'étendue d'un
cours déjd vaste (réparti sur plusieurs années) et parfois délicat : ensuite ils ont a
s'en servir.

‘Pétais de service lors du déroulement de I'épreuve écrite de Sciences physiques
(juin 1933, série M.E.) ; sans doute n'avais-je plus présentes i Vesprit deux ou trois
formules visant la « conductance » (ou « I'impédance »), mais les paragraphes du
cours, auxquels il fallait penser pour résoudre ce probléme de physique, sautaient
aux yeux a premicre lecture, et je dois avouer que j’ai moins hésité sur le probléme
de physique que sur celui de géométrie.

Je suis partisan de la suppression des épreuves orales — beaticoup trop hétives
¢t fiévreuses et encombrées par trop d’acteurs et de spectateurs — du Baccalauréat,
mais il me semble qu’a la seconde partie M.E. Pétendue, la difficulté et la valeur for-
matrice du programme de mathématiques exigeraient alors deux épreuves écrites de
mathématiques ; 'une, de 3 heures, serait un probléme (épreuve de « composition »)
ot la géométrie jouerait un rdle essentiel, mais ot il ne faudrait pas craindre de
suggérer fortement — aux points critiques — Pemploi des théorémes qui paient :
lautre de 3 heures également comprendrait une question de cours et trois ou quatre
exercices trés courts qui seraient des applications immédiates du cours.

. Je crois qu'il faudrait tenter de faire quelque chose pour qu'a issue de I'épreuve
de mathématiques (je vise la seconde partie) les candidats a leur commune et mutuelle
question : « Et toi ? qu'est-ce que tu as fait ? », ne répendent pas presque tous : « A
peu pres rien : le début du #° paragraphe et le milicu du #° » A la fin dune année
scolaire particuliérement chargée et fatigante c’est bien décevant... pour les « bons »
d’abord et pour... nous aussi.

Fernand Mouron, Professeur de Mathématiques Elémentaires
au Lycée Thiers, ¢ Marseille

Théoréme de Salmon

Soient A et B deux points, (@) et (b) leurs polaires par rapport au cercle direc-
tear (C). Le rapport des distances OA et OB est égal au rapport des distances de
chaque point a la polaire de lautre, ;

L. Supposons A et B extérieurs 4 (C), et considérons les cercles (A) et (B) de
centres A et B, orthogonaux & (C). Chaque polaire est I'axe radical de (C) avec le
cercle (A) ou (B) correspondant (*). On a :

(#) A(0) — (p) A(B) =2 0B. XA,
(#) B(O) — (#) B(A) =2 OA B'B,
d'olt, si les deux premiers membres sont égaux :
20B.A’A —20A.BB,

0A_aA
i OB BB°
Or, en désignant par Ri1 et Ra les rayons de (A) et (B), les premiers membres
valent : R2?; — (AB2 —R25) = R?; + R2; — AB2,

Cette élégante démonstration nécessite que les deux cercles (A) et (B) existent



(puisqu'il est interdit de parler d'éléments imaginaires en Mathématiques Elémentai-
res). L’éléve auquel j'ai fait cette objection a repris 1'étude de sa démonstration et,
de Ilui-méme, trouvé qu'elle serait valable pour A et B intérieurs & (C) (tous deux
ou séparément) si on admettait que le carré des rayons de (A) et (B) puisse étre
négatif.

En effet, pour que (a) soit axe radical de (C) avec un cercle (A) de rayon Ry,
on trouve facilement que :

R?; == 0A2 —R2 < o,

ou R2; — AO.AH < o.

Ceci admis, le premier calcul reste valable et le théoréme est démontré dans tous
les cas.

L'utilité d’éléments géométriques imaginaires s'est donc présentée tout naturelle-
ment a lesprit d'un bon éléve de Mathématiques Elémentaires agé de seize ans.

1I. En s'inspirant de sa premiére idée, on peut d'ailleurs donner une démonstia-
tion sans rayons « fictifs ». Il suffit de considérer (@), polaire de A, comme axe

radical du cercle (C) avec le cercle (OA) de diamétre OA, ce qui est classique. Soient
alors, & et B les milieux de OA et OB (1) :

(1) (P) AO) — (p) A(B) =20 A'A,
(2) () B(O) —- (p) B(2) =2 04 B'B,
d'ott. si les premiers membres sont égaux, OB.A’A = 0x.BB et par suite °
A'A Ox2 OA
BB 03 OB

Or le premier membre (1) vaut : AQ? —R% — (AB% — Of?). On calcule faci-
lement AB? dans dans le triangle AOB8 en posant Qzx, Of = o,
Af? = 4002 + 087 — 402.08.cos o
et le premier memhre (1) devient : —R? 4 40x.08.cos ¢
Sa symétrie prouve que le premier membre (2) de la seconde égalité lui est égal.
Démonstration de P. Gavn. dléve de Mathémutiques @ du Lycée Janson-de-Sailly,
conanunitqitée par M, L. RENARL.

(*) Le lecteur est prié de faire les figures.

Invitation de 1’'Union des Physiciens

Une Conférence sera faite au Musée Pédagogique
le Jeudi 4 Février 1954 3 17 h. 30 par MM TOUSSAINT
et GUINIER, professeurs au Lycée Janson-de-Sailly, sur
le « Stage aux ntats-Unis des Professeurs de Physique »

Le Conseil de I'Union des Physiciens invite tres
cordialement les membres de 1’A.P. M. BE. P. 2 assister a
cette Conférence.

\ Le Président de I'Union des Physiciens,
J. LE REVEREND.

Le Gérant : L. PARAZINES.

Cahors, ‘Imp. A. Coueslant (personnel iniéressé), 83.551 — 1954
C.O.A L. 31.2330. — Dépot lénal - l-1034



TEXTES D'EXAMENS 1953

I. Baccalauréat

Premiére Partie

SESSION DE JUIN

France Métropolitaine. A). 1. Cours. — 1 Etabliv les formules dounant 'a
somme et le produit des racines de 1'équation ar? - bx <- ¢ = 0. Condition pour
qu'il existe deux nombres dont la somme ait une valeur donnée ¢ et le produit une
valeur donnée p. — 2. Démontrer qu'un trinéme du secend degré qui ne s'annule
pour aucune valeur de 4 a toujours le méme signe, quel que soit . — 3. Définir et
caleuler, sans appliquer de formule, la dérivée de la fonction y=—x2 -2 -6
pour x ==— 2, Signification géométrique.

IT. Probléine. — On donne dans un plan (P) un triangle isocele ACB (AB =
AC ==gq) dent I'angle au sommet A vaut 120°. Soit H le milieu de BC.

1° Le cercle de centre H =t de rayon HA coupe la droite AB en un point B’
distinct de A. Calculer, en fonction de @, la longueur du segment AB’.

2* Soient Bx, Cy, Hs trois demi-droites de méme sens perpendiculaires au
plan (P) et M un point arbitrairement choisi sur B : on écrira BM = 2. Démontrer
géométriquement qi’il existe sur la demi-droite Cy un point N et un <eul tel que
I'angle NAM soit droit.

Calculer CN =1y en fonction de & et de a.

. . . 7 ’ 0~ . a N ™
Application numcrigne. — M étant défini par w==- {y 11 + 3) calculer la
: 2

valeur de y qui définira le point N, le rayon R de la sphére de diamétre MN, T'angle
du plan tangent en M A cette sphére et de la droite Ba.

3" Soit O un point arbitrairement choisi sur Hs ; on posera HO = z. Calculer,
en fonction de 2 et de a, le ravon de la sphére (O) de centre O passant par A.
Comment faut-il choisir £ pour que cette sphére coupe la demi-droite Bx ou lui soit
tangente ?

Lorsqu'il en est zinsi, soit M un point commun & la sphére (O) et 4 la droite
Ba et N le symétrique de M par rapport a O, Démontrer que l'angle MAN est droit.

En déduire le lieu des centres des sphéres de diamétre MN, M et N étant’
choisis comme dans le 2°.

B). I. Cours. — 1. Soit (D) une droite qui coupe un plan (P) en un point A.
Qu’appelle-t-on angle de la droite (D) et du plan (P) ? Que peut-on dire de Pangle
de la droite (D) avee une droite du plan (P) passant par le point A ?

2. Définition d'une pyramide réguliére et calcul de laire latérale de ceite
pyramide,

3. Condition pour cu'une sphére et un plan aient des points communs. Nature
de Vintersection. lorsqu’elle existe.
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U. Probléme. — 1° Développer et ordonner suivant les puissatices décroissantes
de x les polynémes (#-—1)2, x#(x— 1)2. Déterminer @ et b de maniére que le
polynéme (x-— 1)2 (ax 4 b), développé et ordonné suivant les puissances décrois-
santes, s'écrive #% — 35 -2,

2" Ftudier les variations des deux fonctions de la variahle x :

x2
g1 == +§
2 2

I

Up= =

: 2

et construire les courbes représentatives (C1) et (Cz2) de ces fonctions. Vérifier que

le point A d’abscisse 1 et d’ordonnée 1 est commun i ces deux courbes. Calculer le

coefficient angulaire de la tangente en A i la courbe (Ci1) et le coefficient angulaire

de la tangente en A a la courhe (Cs). Dessiner les deux courbes rapportées aux
mémes axes de coordonnées, . e j

3" Démontrer que les courbes (C1) et (C2) ont un point commun B et un seul

distinct de A, en calculant les coordonnées du point B.

A, C, C, M; M, TA). 1. Cours. — 1. Ftude du signe du trinéme du 2° degré.
sur les exemples suivants :

—ax? . 3x—1, —x% 425+ 15 ;
“Application. — Résoudre les inéquations simultanées :
—2x24-3r—1 < 0, — 24257415 > 0.
z. Définir et calculer sans appliquer de formule la dérivée de la fonction
y=—% 4 37 —2 pour la valeur # = 1. Signification géométrique,

3. Angle d’une droite et d’'un plan : définition et propriété caractéristique.

I Probléme. — Un triédre Sxyz a ses deux faces sSx et 2Sy égales 3 un droit,
La troisiéme face #Sy est un angle aigu . On considére sur les arétes Sz, Sy, des
points A, B tels que la droite AB <oit perpendiculaire a SA, et sur Sz un point .C.

On pose SA—=a, SB=10, SC=¢. - )

1 Montrer qu'il existe une sphére circonscrite au tétragédre SABC. dont le
centre O est dans le plan 5Sy. Réciproquement, étant donné arbitrairement un point O
dans langle #Sy, existe-t-il des points A, B, C situés respectivement sur les arétes
Sa, Sy, Sz tels que O soit le centre d'une sphére circonscrite au tétraddre SABC ?

2" Montrer qu'il existe des points A, B, C tels que le diédre d’aréte AB .du
tétraédre SABC ait pour mesure « (> 0). Quel est dans ce cas la valear du rap-

@
ort — 7
port -

3" Montrer gue dans le cas précédent. le tétraédre SABC est tel que ’on ait :
A BE—IS(E et AC=SB.
Montrer qu'il est impossible de choisir les points A, B, C de facon qu'on ait en
outre BC=SA,
Se placant toujours dans le cas des paragraphes 2 et 3, calculer en fonction de
b, ¢, et & langle diedre ¢ d’aréte BC du tétraddre SABC (on considérera T'aire de ia
projection du triangle ABC sur.le plan 2Sy). :
. Montrer en déterminant 'une de ses fonctions trigonométriques qu'il existe un
angle aigu o tel que l'on ait o=—q.

T.B). I. Cours. — 1. Plan tangent 4 la sphére en un de ses points : défnition,
existence, propriété.

2. Plan perpendiculaire & une droite en un point de cette droite : définition,
Dpropriété.
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2. Définir et caleuler (sans utiliser de formule) la dérivée de la fonction

W= pour la valeur 4= 2. Signification géométrique.

xX—3

11. Probléme. — On désigne par (C) la base inférieure et par (C) la base supé-
rieure d'un cylindrz de révolution de hauteur x et de diamétre 2#. Ce cylindre est
surmonté d’'un cone de révolution de base (C'). La distance SH du sommet S du corie
au plan du cercle (C) est donnée et égale & I

1¢ Calculer les volumes respectifs Vi et Va du cvlindre et du cone en fouction
de h et de #.

L% = A " )
2" On désigne par Y le rapport — . Ftudier et représenter graphiquement la
2

variation de Y en fonction de # dans le cas particulier oti k a la valeur numérique
h=2,

3" On coupe 'ensemble par un plan passant par son axe.

Fvaluer T'aire ¥ de la section en fonction de h et de =

Etudier et représenter graphiquemeni la variation de y en fonction de # en
supposant encore k=2,

4" Quelles sont les valeurs de la dérivée de ¥ aux extrémités de la: courbe préceé-
dente © En déduire la construction des tangentes a cette courbe en ces points.

5° Faire apparaitre clairement sur la figure l'angle « des plans tangents au
cvlindre et au cone en un point de leur directrice commune (C).

Valeur de tg « ?

TeBe 2° éprenve : Dans une usine, les salaires journaliers sont répartis en pour-
centage et sous une forme simplifiée de la fagon suivante :

SALAIRE | HOMMES | FEMMES
De 600 & 700 francs ....... \ 30 45
De 700 & 800 francs.. .... 32 30
De 800 & goo francs..... . 24 19
De goo & 1.000 trancs. .... i4 6
l 100 100

On demande :

° La moyenne des salaires masculins : m ;

2° La moyenne des salaires féminins : m’ ;

3" La moyenne des salaires d'un ménage : M.

Pour résoudre cette derniére question, on démontrera d’abord que M =m -+ a’
de la fagon suivante : étant dounées une variable # pouvant prendre les valeurs.
#1, rz, ¥g, ¥4 de moyenne m, et une variable ¥ pouvant prendre les valeurs yi1, yz,

nea  Saloires feminins

— Salaires masculins

pourcenlages
des

salaries 0

30

700 200 900 1000 Saloires

o



43, v+ de moyenne #7', montrer que la variable z=x -y (» et 3 se combinant de
toutes les facons possibles) a pour valeur moyenne M == m —- 1",
Peut-on généraliser dans le cas olt les variables x et y prendraient n valeurs ?

Probléme dordre économique : I.a représentation qui vous est fournic conforme
aux données ci-dessus. vous parait-elle générale, c'est-d-dire valable pour toutes les
formes de l'activité économique ?

Pourriez-vous citer des exemples dans le commerce ou lindustrie confirmant ou
au contraire infirmant cette répartition ?

Les syndicats féminins ont depuis longtemps revendiqué lapplication de la for-
mule : A travail égal, salaire égal.-

Ces graphiques sont-ils en contradiction avec cette formule ? Sinon, quels sont
les commentaires qu'ils vous inspirent ?

Martinique. A.B). ]. Cours. — 1. Définir et calculer la dérivée de la fonction
y=3x% —4r-} 1 pour ¥ =1.
Construire la tangente 2 la courbe représentative au point d'abscisse 1. — 2. Lieu

géométrique des perpendiculaires i une droite de l'espace, en un point de cette droite.
— 3. Plan tangent & la sphére en I'un de ses points.

IT. Probléme. — On donne dans un plan (P) un losange ABCD, dont 'angle en

—_—— -

A (angle BAD) est égal 4 60°. On pose BD =a.

Par la grande diagonale AC du losange, on méne le plan (Q) perpendiculaire au
plan (P). Dans ce plan (Q) on trace un segment AS de longueur a.

1° Montrer que si le triangle SBD est équilatéral la projection H du point S sur
le plan (P) est le centre de gravité du triangle ABD. Dans la suite du probléme on
suppose cette condition remplie,

2° Calculer SH et SC en fonction de a. Vérifier que le triangle SBC est rectan-
gle en B. Déniontrer géométriquement cette propriété en utilisant les théorémes sur
la projection orthogonale d’un angle droit.

3° T étant le milieu de SC, montrer que le plan IBD est un plan de symétrie.
pour le tétraédre SCBD et que le triedre IBCD est trirectangle.

4° Calculer l'aire totale et le volume de la pyramide IBDS en fonction de «.

C€.M). 1. Cours. — 1. Résolution de I'équation tg + =tga. — Application. —

Résoudre tg x X tg 3v = 1. — 2. Etude et représentation graphique de la fonction
y=( 1) 3—2).
Calculer la pente de la tangente au point d’abscisse x =3. — 3. Plan tangent

au cylindre & directrice circulaire.

I1. Probléme. — On donne un tétraddre ABCD, de base BDC et tel que Varéte
AD -soit ‘perpendiculaire au plan BCD. Soit DE la hauteur du triangle de base
DBC relative'a BC.

r* Démontrer que le plan ADE est perpendiculaire au plan ABC.

2" On trace dans la face ABC la hauteur BF relative & AC et dans la face
DBC la hauteur BK relative & DC :

a. Montrer que le plan BFK est perpendiculaire au plan ABC ;

b. Montrer que lorthocentre H du triangle ABC est la projection orthogonale
sur ce plan de U'orthccentre N du triangle BCD.

2° On suppose le triangle de base BCD fixe ; le sommet A du tetraedrs se
déplace sur une deni-droite D perpendiculdire au plan de base. Déterminer les lieux
de H et de F.

4° \Montrer que les six points CEHFKN sont sur une méme sphére doni on
d¥terminera le centre et le rayon.



Réunion. A.B). I. Cours. — 1. Démontrer qu'il existe une sphére passant par
quatre points non situés dans un méme plan. Cas oil les quatre points sont dans un
méme plan.

2. Plan tangent i la sphere.

3. Définition de deux plans perpendiculaires. Condition nécessaire et suffisante
pour que deux plans soient perpendiculaires.

11. Probléeme. — 1° Etudier les variations de la fonction y=(x —1) (2—x) et
tracer la courbe représentative (C).

- ] ; d , . .
2° Soit A le point de Y'axe 4"y qui a pour ordonnée-. Trouver I'équation d’'une
2

droite (D) de pente m qui passe par A. Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre
de points communs & la courbe (C) et a la droite (D). Coordonnées de ces points
communs.

3" Vérifier que, dang les deux cas olt la droite (D) et la courbe (C) n'ont qu'un
point commun, la droite est tangente 4 la courbe: Quel est 'angle des deux tangentes
isstes de A ?

C.M). I. Cours. — 1. Aire de la zone. Aire de la sphére.

2. Condition nécessaire et suffisante pour quun angle droit se projette ortho-
gonalement sur un plan suivant un angle droit.

3. Résoudre Péquation cos ¥ == cosa.

Application. — ¥ et v représentant les mesures algéhrigues, supposées comprises
entre — 21 et - 2%, de deux arcs exprimés en radians, déterminer x et y sachant
(e :.COS X ==COs ¥, 2x -+ y==2%.

11. Probléme, — On donne dans un plan (P) un cercle de centre O et de rayon
R. Un hexagone régulier ABCDEF est inscrit dans ce cercle. On considére la
pyramide de base ABCDEF et de sommet S sur la perpendiculaire en O au plan P).

1" H désignant le milicu du segment AB. démontrer que les plans SOH et SAD
cont denx plane de symétrie de la pyramide.

R
2° Sachant que OS =l—, calculer la surface totale et le evolume de cette
2
pyramide en fonction de R.
A R W 5
3" Dans la méme hypoihése (OS = L\)montrer qu'il existe une sphére de
2

centre T passant par les 7 points ABCDEFS et calculer SI.

4° Déterminer OS == pour que le cerire de la sphére passant par ABCDEFS
soit aussi le centre d'une sphére tangente au plan (P) et aux arétes latérales de la
pyvramide.

SESSION DE SEPTEMBRE

France Métropolitaine. A). 1. Cours. — 1. Calculer pour x = 3 la dérivée de
ye=—atdar -2

Construire la tangente 4 la courbe représentative de la fonction y de la variable
#, au point A d'abscisse 3 (on ne demande pas de construire cette courbe). — 2.
Montrer que par un pont O situé hors d'un plar (P), on peut mener un plan paraliele
au plan (P) et un seul. — 3. Etudier le signe du trindme — #2 4 x -+ 6 suivant la
valeur donnée a x.

11, Probléme. — 1° Calculer les cbtés d'un triangle isocéle AOB connaissant
'angle au sommet AOB qui mesure 120° et la hauteur relative a la base OH, qui a

pour mesure QH =a \/2, o étant une longueur donnée.
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2° On méne par O la droite X’OX perpendiculaire au plan (P) du triangle
-AOB. On désigne par T le point de la demi-droite OX tel que le triangle TAB soit
équilatéral et par J le point de la demi-droite OX’ tel que le triangle JAB soit
rectangle. Calculer O, OJ et déterminer la nature des triangles IAJ, IBJ.

3° Déterminer le centre Q et le rayon R de la sphére (Z) circonscrite an tétraé-
dre ABT]J. Soit M un point du segment OI ; on écrit OM = ». Calculer, en fonction
de #, 'aire S de la section de (3) par le plan (P') mené par M parallélement 3 (P).

, s . S
Etudier les variations de la fonction v= — lorsque x prend toutes les valeurs que

7T
lui permet sa définition. Représenter graphiquement ces variations en supposant
a==1 cm.
4° Déterminer le centre du cercle circonscrit ag triangle ABM et calculer son
rayon en fonction de .

B). I. Cours. — 1. Définition d'une droite ‘perpendiculaire 3 un plan. Démontrer
que, par un point d'un plan, il passe une droite perpendiculaire 4 ce plan et une seule.

2. Soient (P) un plan et O un point situé hors du plan. Définir la longueur de la
perpendiculaire OA et de obligue OB & ce plan. Condition pour que deux obliques
soient égales. Lieu géométrique des pieds des obliques OM ayant une longueur
donnée, supérieure 3 OA.

3. Définition des plans paralléles. Démontrer qu'il existe un plan et un seul
passant par un point O situé hors d'un plan (P), paralléle a ce plan.

IL. Probléme. — Omn considére la fonction v=— (v —1) (# — 3).

1° Etudier ses variations et construire la courbe représentative (C).

2° On appelle A le point commun i (C) et & I'axe Oy, B et C les points communs
2 (C) et & 'axe Ox. Calculer les coefficients angulaires des tangentes & () en
A, B, C, puis construire ces tangentes.

3° Par chaque point M d’abscisse négative ou nulle de (C), on méne la parallale
a la bissectrice de l'angle #Oy. Cette paralidle coupe (C) en M et en un second point
‘M’. On demande le lieu géométrique du milieu de MM’ lorsque M occupe toutes les
positions permises par sa définition.

A, C,C, M, M, T.A). 1. Cours. — 1. Expressions de sin a, cos @, tg @ en fonc-
g a fa ks it
tion de tg-. Application. — Sachant que tg--=1. calculer tgé—.
2 4

2. Plus courte distance de deux droites : définition, existence.
3. Aire de la zone.

T1. Probléme. — On considére une pyramide SABC dont la base est un triangle
équilatéral ABC de hautenr h. Sur la hauteur AH de ce triangle. on prend le point

AH . .
O tel que AO= — .On éléve en O la perpendiculaire au plan et sur cette perpen-
3

.dicuiaire on prend le point S tel que OS = BC.

1° Montrer que les droites AS et BC sont orthogonales.

2° Calculer les longueurs des segments SH, SA. SB, SC. .

3° Par un point J situé entre O et H, on meéne le plan (P) paralléle aux droites
SO et BC. Ce plan (P) coupe AB en M, SB en N, SC en Q et AC en R. Quelle est
la nature du quadrilatére MNQR ? Calculer son aire v en fonction de 7 et de la
mestre » du segment AJ.

4° Représenter graphiquement les variations de la fonction v de la variable x
quand ] décrit OH, -
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5° Utiliser le graphique précédent pour déierminer l'existence et le nombre des
solutions de 'équation y =12, I étant une longtteur donnée. En déduire les conditions
d'existence de points J tels que I'aire du quadrilattre MNOQR soit égale & aire d’'un
carré de coté . Préciser, suivant la valeur de [, ia position de ce point J quand il
existe et est unique, les positions des deux points ] trouvés lorsque le probléme
admet deux solutions.

T.B). 1. Cours. — 1. Définition d'une progression arithmétique. Propriété des
termes équidistants des extrémes ; somnie des termes d’une progression arithmétique.

Application. — Calculer la somnie des nombres impairs de 101 inclusivement a
1.001 inclusivement.

2. Lignes de plus grande pente d'un plan : définition, existence.

3. Propriétés des obliques et de la perpendiculaire menées & un plan par un point
extérieur & ce plan. Réciproques.

L. Probléme. — 1° Etudier suivant les valeurs de # le signe de I'expression :
. (zx—1) (x4 1) — (=4 1) (x-+2).
2° Ftudier les variations des fonctions :

vi=(2xr—1) (¥4 1)
v2=(+1 (=+2).

Construire avec le méme systéme d’axes de coordonnées rectangulaires les courbes
(C1) et (C2) représentant ces variations. (On prendra le centimétre comme unité de
longueur). »

et

3" Calculer les coordonnées des points d'intersection A et B de ces deux courbes.
A désignant celui des deux points dont I'abscisse est la plus petite.

Retrouver & l'aide de ces graphigues les résultats de la premiére question.

4° m désignant un nombre donné, démontrer que la droite représentative de la
fonction :

v=m (x4 1)

passe par A. Cette droite rencontre en outre (C1) en M1 et (C2) en Ma. Calculer les
coordonnées de ces deux points et celles du milieu P de My Mz, Déterminer m de
fagon que le milieu P de My M appartienne 3 la fois aux deux courbes (Ci), (C2).

T.B). 2 Epreuve. — Une région agricole est divisée en lots cultivables 4 pen
prés carrés, dont les cOtés forment la progression arithmétique suivante : @, a -+,
at+z2r,a4t-3r. ... a+(n—1)r.

On veut caractériser l'ensemble de ces lots par une valeur typique : moyenne
ou médiane

On évalue le lot tvpe en prenant : 1° La moyenne des cotés ; 2° La moyenne
des surfaces ; 3° La médiane des cdtés ; 4° La médiane des surfaces.

Calculer chacune de ces-valeurs types.

Montrer que les dettx premiéres moyennes ne sont pas équivalentes. Quelle est
la plus grande ? (On comparera la surface du carré moyen dans le premier cas et
celle du carré moyen dans le second cas).

Montrer que les valeurs médianes sont éguivalentes dans le troisiéme ot le
qualriéme cas.

Quelle valeur typique choisira-t-on ?

On répondra & toutes les questions en prenant d'abord n == 3, puis n quelconque.
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PROBLEME D’ORDRE ECONOMIQUE

Le bureau des statistiques du Ministére de I’Agriculture fournit
sur I'évolution du territoire cultivé de 1910 4 1951 le tablean suivant :

‘I W § E e 5 § g @ ® Mz
| B3 | c% | B =€ | =% | £¢ |g=z
ANNEES | £ | 22 | Z | g | B | ££ L OBSERVATIONS
| ~ o= = 5] il ) £ - o
“ | % | 5 | BE|5° |&° |Bed
TEs 500 23.679(10.063| 1.684| 248 (1.124 36.798‘52.956 Sans I'Alsace et la Lorraine.
1914. ...|22,185| 9 86| 1.597| 258 913 |34.818/52.956
. ; : 1914-1918.
1918.....(20.881/10.235 1.567| 275 | 801 33.759:52.956\(}“erre Qd:1918
1928, .... 22 168(11 414| 1 584| 312 765 (36,243|55 104 |Av. Mosel., B.-Rhin, H.-Rhin.
1938.....]|20.196(11.776| 1.605| 437 502 |34.516|55.104
039-1945.
1945.....17.324/12.024| 1.525| 624 | 501 |31.998|55. 04| GUCTT® 1938-1945
1951..... 18.578|12.277| 1 572{ 534 | 497 33.458'55.160 Av. Brigue et Tende.
Nota. — Les surfaces sont exprimées en milliers d’hectares.

Quelles indications d'ordre économique. tirez-vous de Fexamen de ce tableau ?

Martinique. A, B). I. Cours. — 1. Sphére. Intersection avec une droite ; tan-
gentes a la sphére.

2. Démontrer que si une droite est orthogonale 4 deux droites concourantes d'un
plan elle est orthogonale a totites les droites du plan.

i3. Variation de la fonction y=x%— 4v-— 5. Construire la courbe représen-
tative et la tangente A cette courbe au point d'abscisse # =o.

1. Probléme. — Soit dans un plan fixe (P) un angle droit #Oy ; soit D la
perpendiculaire au plan (P) menée par O. Sur D on prend un point fixe A tel que
OA =2a. Soit 1 le milieu de OA. On méne par A la demi-droite Az paralléle & Oy
et de méme sens. On considérs un point B de Ox et un point C de Az tels que
IB =IC. On méne par B la droite A paralléle & Ov. Soit H le pied de la perpendi-
culaire menée de C 4 A.

1® Montrer que le quadrilatére ACHB est un rectangle et que le milieu M de
BC est équidistant des cinq points O, A, B, C, H.

2° Montrer que si B et C varient sur Ox et Az de sorte que l'on ait toujours
IB=1IC, le point M se déplace sur une droite fixe.

3° Lieu d’un point P appartenant au segment BC et partageant ce segment dans
un rapport fixe :

Sy
PC
4" On pose OB ==« et on prend sur Ox un point E tel que OE =—a. En sup-
posant ¥ > @, calculer le volume V du tétraédre MAEB. Déterminer # pour que V
soit égal au tiers du volume du cube d’aréte OI.
x-ayant la valeur trouvée ci-dessus, calculer MB, ME et la hauteur issue de A
du tétraédre MAEB.
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C.M). 1. Cours. — 1. Volume du tronc de pyramide 3 bases paraliéles.

2. Etablir la formule donnant le cosinus de la somme de deux arcs. En déduire
les formules donnant le sinus de la somme de deux arcs, le cosinus et le sinus de la
différence de teux arcs.

3. Aire d'une zone sphérique. Aire de la sphére.

1I. Probléme. — On considére les fonctions y(x) = w3 —2(m -+ 1) x4 m
ct leurs courbes représentatives C,,, chacune d’elles correspondant 4 une valeur de ue

1" Montrer que toutes les courbes passent par un méme point A d'abscisse - 1.
Ztudier le sens de la concavité de ces courbes suivant les valeurs de m. Construire
sur un méme graphique les courbes Cj et Ca2 correspondant aux valeurs m =1,
m==—2,

2° Montrer que ces deux cotirbes et toutes les courbes C,, ont la méme tangente
au point comnmun A,

3° Déterminer les points d'intersection des cotirbes Cp, avec la droite d’équation
y=—x— 1. Calctler les pentes des tangentes aux courbes C,, en ces points.

‘Utiliser ces résultats pour déterminer ia courbe C,, tangente  la droite Ox. (On
déterminera C, par son équation).

4° Discuter le nombre des points d'intersection d'une courbe C,, avec une droite
de coefficient angulaire p, issue de O origine des coordonnées. Déterminer pour une
courbe C, donnée les droites correspondant aux deux valeurs extrémes trouvées
pour p. Montrer que l'uine de ces droites A ne dépend pas de C,, ; 'autre dépend de
a et sera notée A.

Quelles sont les coordonnées des points d'intersection d’'une coutbe Cp avec les
droites A et A,, (I'indice nr étant le méme pour C, et Ap) ? Montrer que A et Ay
tont tangentes & la courbe C,. Déterminer le lieu du point de contact de C,, et
AL quand m varie. -

Réunion. A.B). I. Cours. — 1. Exposer sur lexemple 22° —7r 4+ 4=0 1
méthode générale de résolition de I'équation du second degré. — 2. Variation de la
fonction y=—u2 4 2x -+ 2. — 3. Soit la fonction y =-— . Démontrer que cette

foiction est décroissante. Démontrer que la courbe représentative des variations de
cette fonction admet un centre de symétrie et deux axes de symétrie.

Application. — Utiliser la courbe précédente pour résoudre et discuter graphi-
quement le systéme d'équations :
2xv=1; x-} y—m=o.

11. Probléme. — Soient A et B deux points fixes diamétralement opposés d'une

circonférence de rayon R. M un point de la circonférence tel que BAM == 30°.

Sur la perpendiculaire en A au plan de la circonférence on porte une longueur
AS = 47,

1° Montrer que le triangle SMB est rectangle ; calculer ses c6tés en fonction
de R et de x.

2° Montrer que le diédre d'aréte SM (formé par les plans ASM et MSB) est
droit.

3" Calculer en fonction de R et de x le volume de la pvramide SAMB ; déter-

R®\/3

miner x pour que ce volume soit égal 3 A

4° x ayant la valeur précédemment trouvée, déterminer le centre et calcaler le
rayon de la sphére circonscrite a la pyramide SAMB,



C,. M). 1. Cours. — 1. Plans tangents a une sphére passant par une droite

2 e P, AL x i ,
donnée. — 2. Définir et caleuler pour =3 la dérivée de v — ———— Interpré-
: 2

tation graphique. — 3. Volume du tronc de pyramide 3 hases paralléfes.

II. Problémic: — On donne I'équation du second degré en r :

(1) mx> — mpxr -~ p=o.

1° Former la relation 4 laquelle doivent satisfaire les paramétres #1 et p pour
que les racines @ et b de I'équation (1) soient P'une le sinus, l'autre la tangente d'un
méme angle a :

(a =sine, b =tga).

2" De la relation {rouvée au 1° on tire # en fonction de m et 'on stthstitue dans
I'équation (1). Cette équation ne dépend plus alors que d'un paramétre m. Exprimer
en fonction de m :

" o I—cosa sin a
a=sina et b=tga, ainsi que

> € =
sin a 14 cosa
En déduire la valeur de m en fonction de a. -

o

3" m et p satisfaisant toujours 3 la condition-du 1°, calculer m pour que lUon

X 1 T
ait mp=-—- . En déduire les valeurs de tg a et de a.
2
4° Toujours dans les conditions du 1°, calculer m en fonction de a. Discuter.
. ¢ e b 5T
Appliquer au cas ¢ = - : en déduire tg — et tg —,
2 12 12
Seconde Partie
SESSION DE JUIN
France Métropolitaine. M, MT). 1. Cours. — 1. v étant exprimé en radian}s,

9 o nx
limite de

quand x tend vers zéro. Dérivée de v=sin . Que deviennent les

réstiltats précédents quand r est exprimé en degrés ? — 2. Résolution et discussion de
Véquation :
acosx -+ bsinx—c,
Une seule méthode est demandée. — 3. Résoudre un triangle connaissant les
trois cOtés. Retrouver par voie trigonométrique les inégalités fondamentales entre
les cotés du triangle.

IT. Probléme. — Solent D et D' deux droites paralléles et deux points fixes O et
A sur la premiére.

On considére un couple de points M et M’ variables sur D et restant svmditri-
ques par rapport-a A.

1° Construire les cercles (C) et (C) tangents 4 D', passant par O et respec-
tivement par M et M’

* Tn désignant par N et N’ les points de conta:t des cercles (C) et (C) avec D',
montrer (ue les droites MN ot M'N” se rencontrent en un point fixe I. Prouver que
le second point de rencontre B des cercles (€) et (C) se déplace sur une droite fixe :
préciser le lieu de B.

2" I.a tangente en M & (C) et la tangente en M” 4 (C') se rencontrent en un
point P. Montrer que les droites PM et PM’ admettent PI pour l'une de leurs
hissectrices et qu’elles enveloppent un cercle fixe (T').

Montrer que le point P se déplace sur la droite T'A’, 1" désignant le symétrique
de O par rapport & I et A"le symétrique de O par rapport & A ; préciser le lieu de P.
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Montrer qu'on retrouve at point P l'angle des tangentes en O aux deux cercles
(C) et (C'). Construire un couple de points M et M’ symétriques par rapport & A
et tel que les cercles (C) et (C') soient orthogonaux ; quel est le nombre des solutions?

i3° On soumet les cercles (C) et (C) 2 linversion de centre O et de module
OI2 ; comparer la figure ainsi obtenue 3 la figute formée par les tangentes MP et
MP” ; quel est 'inverse Q de B'?

I’emploi de cette inversion permet-il une nouvelle construction des couples de
points M et M’ donnant deux cercles (C) et (C) orthogonaux ?

Martinique. M). 1. Cours. — 1. Résoudre un triangle connaissant deux c6tés
et T'angle compris entre ces cOtés. — 2. Dérivée de y=sinx. On déterminera la
- sinx i .
limite de —— quand # tend vers zéro. — 3. Transformer en un produit les expres-
x

sions sine-+sinb, sina—sinb, cosa-.cosb, cosa— cosb.

{II. Probléme. — Soient deux axes de coordonnées rectangulaires Ow, Oy. sur
Ox un point A d’abscisse positive a, sur Oy un point B d’ordonnée positive b. C est
le 4° qommet du rectangle de cotés OA et OB, I le point de rencontre de ses diagonales

° M étant un point de la droite AC et N un point de la droite BC, on pose

AM = BN==2.

Stablir la relation qui lie x et y lorsque le cercle (M) de centre M passant par
A, et le cercle (N) de centre N passant par B, sont orthogonaux. En déduire que,
dans ces conditions, le lieu du 4° sommet D du rectangle de cotéds CM et CN est la
médiatrice de OC. Quel est le lieu du milien de MN ?

Dans tout ce qui suit, on supposera que les cercles (M\ et (N) sont orthogonaux.

2° Une inversion de pdle A de pu1ssance 2 AM.AC transforme le cercle (M)
en 1'1 droite BC. Montrer que cette inversion conserve le cercle (N).

En déduire que l'un des points d’intersection Q) des cercles (M) et (N) est sur
AB. Montrer que leur 2° point d’intersection P décrit le cercle circonscrit au rectan-
gle OACB. Montrer que PQ coupe ce dernier cercle en un point fixe S.

3° Montrer que la somme des puissances de T par rapport & (M) et (N) est nulle,
En déduire que le triangle MIN est rectangle.

Retrouver géométriquement que le liev de D est Ta médiatrice de OC.

4° Quel est le lieu du symétrique de T par rapport & MN ? Quelle est Penveloppe
de MN ?

Réunion. M). T. Cours. — 1. Résolution de I'équation \/3 sin 4 — cos » = /2.
— 2. Résolution d’un triangle connaissant deux cotés b et ¢ et 'angle A compris
entre ces deux cOtés. — 3. Résolution d’un triangle connaissant les trois cotés (on
rendra les formules calculables par logarithmes).

TI. Probléme, — Soit un cercle fixe (O) et une droite fixe (D) extérieure a ce
cercle. On considére les cercles (C) tangents & la fois au cercle (O) et 4 la droite (D).

° Montrer que la droite joignant les points de contact d'un cercle (C), tangent
extérieurement au cercle (O), avec ce cercle et avec la droite (D) passe par un point
fixe. Montrer qu’il en est de méme pour un cercle (C) tangent intérieurement au
cercle (). Dans le cas des cercles tangents extérieurement, trouver le lien des
points de contact des tangentes aux cercles (C) issus du point fixe précédemment
trouveé,

2° Trouver le lieu des centres des cercles () tangents extérieurement a (O) et
celui des centres des cercles (C) tangents intérieurement a (O). Construiré les cercles
(C) avant leurs centres sur une droite donnée (A). Construire les cercles (C) tangents
A une droite donnée (A), (T.a discussion de ces deux derniéres constructions n'est
pas demandée).
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3" Soient deux cercles- fixes (O) et (Q) extérieurs. On considére les cercles (C)
tarigents 4 la fois & (O) et (O'). Montrer que les cercles passant par un point fixe A
de (O) et par les deux points de contact de (C) avec (O) et (O”) passent par I'un ou
lautre de deux autres points fixes I et J que lUon déterminera, Préciser dans les
divers cas celui des deux points fixes par lequel passent ces cercles.

4° On considére les cercles (C') passant par A, par 'un des points I et | et
t(ar;gents a un cercle (C). Trouver le licu des points de contact lorsque le cercle
C) varie,

SESSION DE SEPTEMBRE

France Métropolitaine. M). 1. Cours. — 1, Intersection d'une hyperbole et
d'une droite (le candidat est laissé libre du choix de la définition de I'hyperbole). —
2. Inverse d’un cercle par rapport & un peoint de son plan. — 3. Inégalité entre les
faces d'un triédre.

II. Probléme. — On considére un triangle ABC, de cotés a, &, ¢, d’angles A, B, C
(on suppose B > C). Soit (O) son cercle circonscrit, de rayon R. Le coté BC et le
cercle (O) sont coupés en D et E par la bissectrice intéricure, en D’ et E’ par la
hissectrice extérieure de l'angle A. On désigne par I le centre du cercle inscrit, par
1. Ty, I, les centres des cercles exinscrits respectivement dans les angles A, B, C.

1” Montrer que la polaire de I par rapport au cercle de diamétre DD’ passe
par 1,. Que dire des points I, et I, par rapport a ce cercle ?

Montrer que la projection i, de T,I, sur BC est égale & b c.

Calculer en fonction des angles B et C l'angle que fait la bissectrice extérieure
AD’ avec le coté BC. .

2° Appliquer ces résultats & la comstruction d'un triangle ABC, connaissant
B—C=2¢, AH=h,. et b-4-c=2[ ot H désigne le pied de la hauteur issue
de A. Discuter.

3° Calculer b -+ ¢ et i, en fonction de R et des angles A, B, C. Avec les mémes
données que dans le 2", calculer les angles du triangle ABC. On pourra prendre

A ’
comme inconnue cos — . Retrouver les résultats de la discussion géométrique.
2

N.B. — Cette troisidme question peut étre traitée indépendamment des deux
autres.

Martinique. 1. Cours. — 1. U étant une fonction dérivahle donnée de #, calculer
la dérivée par rapport’a x de la fonction : v =j¢in T.

Application. — Dérivée de y ==sin (342 | 1).

, ot o sin % :
N.B. — Tout ce qui vise la limite de : lorsque o] tend vers o sera rappelé

mais non démontré, — 2. Résolution de 1équation : acosr - bsinr=c. (On
insistera surtout sur la méthode dite de I'angle auxiliaire). Application. ~— Résoudre :

V3 €os ¥ -+ sin r =1. — 3. Résoudre un triangle connaissant deux cotés a et b et
1
I'angle A opposé a a. Discuter.

1. Probléme. — Etant donnés un cercle (Q) [centre O, rayon R] et un point A,
on appelle angle sous lequel de A on woit (O) l'angle des demi-tangentes issues de
A 4 (Q). Le probléme qui suit a peur but de résoudre queiques questions visant les
cercles variables (O) [O, R] vus du point fixe A sous I'angle de 9o° ; on désignera
par T le point de contact de l'une des detix tangentes menées de A d 'un des cercles
(O) et par H le pied de la polaire de A par rapport a ce cercle (O).

1° Lieux des points O et T si (O) passe par un point donné B ?



2! Lieu.de- O si (O) est tangent i une droite donnée A ? A quel probléme
classique est ramenée la construction des cercles (O) tangents a deux droites données
A et A’ ? (On ne rappellera pas la solution de ce probleme classique).

—

AO

3" Calculer : == : H étanc denné, construire (O).
AH

4° {(O1) et (O2) sont deux des cercles (O), Hy et He les pieds des polaires de A
par rapport a ces deux cercles ; démontrer que I'axe radical de (Q1) et de (O=) est
la médiatrice du segment HiHa. '

(On considérera le cercle qui passe par A, Hi, Hs et on utilisera le résultat du 3°).

5° On envisage parmi les cercles (O) ceux qui sont orthogonaux a un cercle
(w) [, o] donné. Déduire du 4° que le point H reste alors sur un cercle fixe quen
‘précisera. Réciproque ? Lieu de O ?

Réunion. 1. Cours. — 1 Réduction d'une fraction crdinaire en fraction déci-
male. Conditions de possibilité. — 2. Recherche du P.G.C.D. de deux nombres par
la méthode des divisions successives. Propriétés du P.G.C.D. de deux nombres. —
3 Expression générale des multiples communs & deux nombres. P.P.C.M. de deux
nombres.

2 o
x‘, i ?oit @ est une cons-
XP—4x 1 a

11. Probléme. — On considére la fonction y =

tante. On demande :

1" Les valeurs de a pour lesquelles la fonction se réduit & une fonction homo-
graphique,

T.es valeurs de ¢ pour lesquelles la fonction admet denx asymptotes paralleles a
I'axe des ordonnées,

Les valeurs de a pour lesquelles la fonction passe par un minimum puis un
waximum, '

Les valeurs de a pour lesquelles la fonction varie toujours dans. le méme sens.

2* Construire la courbe représentative dans les cas particuliers suivants :

L

(1:0; q= —; g=

3" On revient au cas olt ¢==0. On coupe la courbe représentative Co par une
paraliéle D 4 l'axe des abscisses d'ordonnée m. Pour quelles valeurs de m la droite D
coupe-t-elle la courbe Co en deux points M et M’ 7 Quel est le lieu géometrique du
milien P de MM’ ? Par quels points remarquables de la courbe passe-t-il ? On
construira ce Heu H sur le méme graphique gue la courhe Co.

II. Brevet élémentaire

(8]

Aix (juin). — 1. Algébre. — 1° Simplifier 'expression y = -
3—

I —

I
25 — 7
3x — 10
2 Construire la droite I représemtant la fonction y==2r-—6. Donner les
coordonnées des points ott cette droite rencontre les axes Ox et O,
3" On méne la perpendiculaire D' de O sur la droite D. Trouver la fonction
ui serait représentée graphiquement par cette perpendiculaire,
4" Soit-H le point d'intercection de D et T, Calculer les cordonnées du point H.

3" Caleuler 1a distance da point O 4 1a droite D



1. Géométrie. — 1° Soient deux cercles O et QO tangents intérieurement en A.

Une sécante, issue de A, coupe le cercle O en B et le cercle O” en C :

a) démontrer que OB et O'C cont paralléles ;

b) démontrer que la tangente en B au cercle O est paralléle 4 la tangente en C
au cercle O

2° On suppose maintenant que R'=— :
2

a) montrer que C est le milieu de AB ;

b) déterminer AB pour que la tangenie en C au cercle O’ passe par D diamé-
tralement opposé a A dans le cercle O ;

¢) dans ces conditions, la tangente en B au cercle O coupe AD en E. Calculer
DE :

d) calculer DC.

Aix (septembre). — 1. Géoméirie. — On donne un triangle ABC dans lequel
A
B =45°. Les hauteurs AA’ et BB’ se coupent en H,

1" Démontrer que AA"=BA’ et que AAH=A'C.

2" Démontrer que A’"HR'C est inscriptible et que B'A’ est bissectrice de BB'C.

3" Soit A’K perpendiculaire sur AC. Démontrer que A’'K = B'K,

4° O se trouve le centre I du cercle circonscrit au quadrilatére A'HB’C ? Quelle
ligne décrit-il quand C se déplace sur le prolongement de BA', le triangle ABA’
restant fixe.

1I. Algébre. — Soit le systéme des deux équations 2x | 3y =28 (1)
y=34 (2)
2 :

1" Représenter pour chaque équation les variations de i en fonction de #
(unité : 1 cm. sur chaque axe). On obtient deux droites D et D’ qui se coupent en
T. Déterminer graphiquement les coordonnées de P. Vérifier par le calcul,

2" La droite D rencontre XX en A et YY' en B. Vérifier que OA2=0P?2 |-

PA2 Que peut-on en conclure ? Pouvait-on prévoir ce résultat en examinant simple-
ment le systéme donné ?

. Nancy (juin). — 1. A4lgébre. — On considére 2 axes de coordonnées rectangu-
laires et 'on adopte le em. comnne unité sur chaque axe.
1° Tracer les droites ayant pour équations :
1) —2x -} 33y=28
2 x+3y=s5 . )
2" Trouver graphiquement, puis par le calcul, les coordonnées de leur point
commun A,
3° Soient B et C les points d’intersection des deux droites avec laxe des
abscisses. Calculer les c6tés du triangle ABC.

II. Géamétrie. — On donne un cercle de centre O, de rayon R, on trace deux
‘diamétres perpendiculaires AB et CD. De A on méne une corde ATM qui coupe le
rayon CO en I et le cercle en M.

1° Montrer que OA.OB~=— AI.AM.

R
2° Dans le cas ot Ol ==, calculer AT, AM, MB et la distance de M au
3

diameétre AB.
3° On suppose que le triangle MCI est isocéle. Calculer dans ces conditions
I’angle MAB.
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Nancy (septembre). — I. Algébre. — On considére le systéme :
r—y=—3 (),

2v +amy =15 (2), ot m est un nombre connu variable.

1" Exprimer x et y en fonction de m.

2° Comment choisir m pour que & et y soient proportionnels & 4 et 7 ?

3° Soient (D1) et (D2) les droites d’équations (1) et (2) dans le cas ott m =1,
Construire ces droites.

4° Ces droites se coupent en P. Déterminer les coordonnées de P. Les nomlres
trouvés ne pouvaient-ils pas étre préviis en partie d’aprés le résultat trouvé en 2° 2

II. Géométrie. — Soit un triangle izocéle ABC, rectangle en A et d’hypoténuse
. ) A : AD
BC = 2q. Sur Ia hauteur AH de ce triangle, on choisit un point D tel que DH =— |
2

On méne en C.la perpendiculaire CX 3 BC. BD coupe AC en F et CX en E.

1 Calculer les cotés du triangle AEC, son aire, ainsi que I'aire du quadrilatére
ABCE. >

2" Le cercle circonserit au triangle ABC coupe AE en M et BE en N, Caleuler
EM EA
-E—N et ﬁ .
3° Comparer les cordes MN et AC en grandeur et en direction.

IEM et EN, ainsi qite les rapports

III. Ecoles normales d'Instituteurs

Sujet unique (juin). — 1. Algébre. — Le long d'une voie ferrée, dont clacun
des rails a une longueur de 13 métres, les intervalles entre deux rails consérutifs
provoquent des chocs que T'on percoit lorsqu’on se trouve dans un train en moiive-
ment sur la dite voie.

1 Un vovageur compte 6 chocs pendant 10 secondes, le premier choc ct le
dernier, coincidant respectivement avec le début et la fin de Vintervalle de temps
considéré. (De telles coincidences seront toujours supposées réalisées dans les ques-
tions suizvantes). Quelle est la vitesse du train en km./h, ?

2" Un voyageur compte # chocs pendant 20 secondes. Quelle est, en fonction de
n, la vitesse du train en km./h. ?

3° Pendant combien de secondes faudrait-il compter les chocs pour qus leur
nombre, diminué d'une unité, indique la vitesse du train en k. /h., quelle que soit
cette witesse ¢

IL. Géométrie. — Soit un trapéze rectangle convexe ABCD de bases AB et CD
¢t de hauteur AD. On suppose AB=a et CD ==AD = 2a, ¢ étant une longueur
donnée, 2

1° Soit I le milien de AD. Démontrer que le triangle BIC est isocdle. Calculer
ses cotés en fonction de a.

2° Seoit O le point d'intersection des diagonales AC et BD. Démontrer que les
triangles AOD et BOC sont équivalents. Calculer les aires des triangles AQB,
BOC, COD et DOA.

3" Méme question qu'au 2°, en supposant que ABCD est un trapéze convexe
quelcongue, de bases b et B et de hauteur k.
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Paris (septembre). — 1. Algébre, — 1° Simplifier les expressions :
A 2 6 — 2x 6ox

5

= —_— B - — C ——— —
x* 4 3x° x*—6x49 5%° — 45%

Calculer en fouction de x lexpression : A —B-—C et simplifier le résultat

obtenu,
2° Calculer x pour que B soit égal & 1+ ﬁ
3

PRl Ay . I 1 . .
3" Vérifier que les expressions y = et :———E cont des fonctions du premier

A
degré en . Construire dans Je méme systéme d’axes de coordonnées rectangulaires
les droites représentant la variation de ces fonctions.
Calculer les coordonnées de leur point d'intersection.

11. Géométrie. — Dans un quadrilatére convexe ABCD, les sommets A et B
sont fixes, les sommets C et D sont mobiles, mais on a toujours :
AB=AD ==3a, CB =CD = 4a.

1" Montrer que les diagonales AC ¢t BD sont rectangulaires.

2° Soit M Pintersection de ces diagonales. Sur quelles lignes peuvent se déplacer
les points C, D et M ?

3° Montrer qu'il existe toujours un cercle tangent aux quatre cotés du quadri-
latére. Soit T son centre, 7 son rayon et S l'aire du quadrilatére ABCD. En utilisant

; . ) S
les aires des triangles IAB, IBC, ICD et IDA montrer que le rapport — reste
r

constant quand C et D se déplacent.
4° Calculer en fonction de @ les longueurs des diagonales, la surface S et le
ravon 7, lorsque le quadrilatére ABCD peut étre inscrit dans un cercle.

Nancy (septembre). — 1. Algebre. — On donne un segment de droite AR =
10 cm. et, sur ce segment, un point variable M défini par AM = . On construit d'un
méme coté de AB, les carrés ACDM et MEFB de c6tés AM et MB. On désigne par
v la longueur de la ligne polygonale fermée ACDEFBA.

7° Calculer v en fonction de #. On considérera deux cas de figure selon que B
est & gatiche ou A droite du milien O de AB.

2" Etudier les variations de v lorsque M se déplace de A 4 B. Représentation
graphique. )

3° @) Déterminer « de fagon que y soit le double du périmétre du carré ACDM.
Solutions algébrique et graphique. .

b) Déterminer..r de fagon que le rapport de y et du périmétre du carré ACDM
soit égal A % Quelles sont les valeurs possibles de E ? Discussion graphique.

11. Géométrie. — On donne une circonférence O de rayon R et un diametre
fixe AA’ sur lequel on prend deux points fixcs B et B', symétriques par rapport a 0.

Par B et B’ on méne deux cordes paralléles PBQ et P'B'Q".

1° Montrer que le quadrilatére PP'Q'Q est un rectangle et que PB —
BQ =BR’P’. En déduire que le produit BP )X B'F est constant quand, B et B’ restant
fixes. la direction commune des deux cordes PQ et P'Q’ varie.

2“ Soient M et M’ les points de rencontre de PP’ avec les tangentes en A et en
A’ au cercle. Montrer que les quadrilatéres ABPM et A'BPM’ cont inscriptibles.
En déduire que l'angle MBM' garde une valeur ccnstante qu'on donnera. :

Sur quelle droite fixe reste le milien T de MM’ quand la direction de PQ et
P'Q’ varie ? i
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Géométrie 1" ALB.CM. . .. .
Questions de Cours de Mathématiques du
Baccalauréat, 1" partie, A.B.C.M.
Nouveauté :
Géométrie 5°, 4°, 3° (pour les Lycées, Col-
léges et Cours Complémentaires). car-
tonné . S, S ey T

220
125
360
295
300
320
295

100
500
465
180
440
449

340

800
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Roland MAILLARD ot Albert MILLET

Professeur de Mathématiques spéciales Professeur ogrégé
ov Lycée Charlemagne, au Llycée Janson-de-Sailly
chargé d’un cours ot & VEcole Narmale S .périeure
& I'Ecole Normale Supétieure de I'Enseignement Technique

COURS DE MATHEMATIQUES

Enseignement du second degré

(lasse de Sixieme

Mathématiques. 192 p., 900 exerc. et probl. 0
kL Une mélhode
Classe de Cinquieme .
Mathématiques. 272 p., 900 exerc. et probl. e#tlcace

(Classe de Quatrieme
Mothémotiques. 288 p., 687 exerc. et probl.
(Classe de Troisitme Une cultuze
Mathématiques. 304 p., 1185 exerc. et probl.

Classes de Seconde Classique A ef B
Mathématicuas. 320 p., 714 exerc. et probl.

(lasses de Seconde Classique C et Moderne *
Algébre. 256 p., 633 exerc. et probl.
Géoméirie. 444 p., 724 exerc. et probl.

Classes de Premiére Classique A ef B

mathémalique

QUne nouvelle

Mothématiques. 288 p., 600 exerc. et probl. pzédenlatian
Classes de Premiére Classique C et Moderne .
Algébre et Trigonométrie.288 p., 634 ex. probl. typogzap[uque

Géométrie. 336 p., 528 exerc. et probl.

Classe de Mathématiques
Algébre. 368 p., 890 exsrc. et probl.
Cosmographie, 256 p., 94 exerc. et probl.
Géométrie. 480 p., 693 exerc. et probl. i
Géometrie descriptive. 256 p., 414 ex. probl. LIVRES DU MAITRE :
Trigonométrie. 192 p., 585 exerc. et probl.

' - r
Classe de Mathématiques (Technique) Corrigés de 6°
Géométrie. 496 p., 711 exerc. et probl. Corrigés de 5°

(lasse de Philosophie et Sciences expér.

Cosmogrophie, 208 pages. Toreigas da 4°
Classe de Philosophie . e
rigés de 3
Trigonométrie et Algébre. 104 p.,158 ex.probl. Cor g
» En préparation : Corrigés de Géométrie 2° (M
Mathématiques, Cl. de Sciences expérimentales. B e
Arithmétique, Cl. de Mathématiques. Corrigés de Géométrie 17 (M

CLASSIQUES HACHETTE




