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NOTE IMPORTANTE

Par suite d'une réorganisation du travail du Bureau de 'Asszociation. les mem-
Lires de FA.P.M. sont priés de vouloir bien se conformer aux directives ci-dessous :
1° La correspondance concernant les questions relevant de I'EXSEIGNEMENT DES
MATHEMATIGUES ou les questions PERSONNELLES doit étre adressée au Président :
A. Mexgarion, 23. boulevard St-Germain, Paris, 5% ODE. 55-44.

2" La correspondance concernant les questions ADMINISTRATIVES (adhésioms,
murations, démissions, demandes de Bulletins, véclamations, etc...) deit étre adres-
sée a :

ASSOCIATION DES PROFESSEURS DE MATHEMATIQUES
29, rue & Ulm, Paris, 5°

joindre un timbre pour la réponse. s.v.p.

3" La cctisation pour l'année scolaire (400 francs) est due dés le 1°7 octobre de
chaque année et doit étre versée par virement postal uniquement au compte courant
suivant :

PARIS, Cc. 5708-21
avec la méme adresse quau 2°.

De nombreux collégues oublient de verser leur
cotisation en temps opportun. Le service du Bulletin
sera supprimé a partir du 17 janvier pour tous ceux
qui ne seront pas en régle avec la Trésorerie au
31 décembre au plus tard de ’année en cours.
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I. Activité de 1l'Association

Démarches du Président

Commes il est de tradition. nens avons demandé & M. 12 Directeur zénéral de
I'Enseignement du Second Degré une andience pour lui faire connaitre les voeux de
I'Assembléa générale de Paques 1033

AL Bruxoin, trés occupé par les projets de Réforme, nous a prié de prendre
contact avee son Directeur-adjoint, M, I'Inspecteur général Baissas. Ce dernier nous
a recu le vendredi 3 juin. & 17 heures,

Au cours de cet entretien, il 2 d'abord été question de I'examen d'entrée en
Sixiéme. Nous avons rappelé nos veeux antérieurs :

* Rédaction en termes simples et conntis des éléves des textes des problémes
proposés. afin que les candidats puissent comprendre exactement ce qui leur est
demandé :

2° Sujefs imprimés, remis & chaque candidat, puis lus par les surveillants et non
dictés, car il ne s'agit pas de transformer le début de cette épreuve en une seconde
épreuve de francais :

Durée de I'épreuve portée & une heure, non compris la distribution et Ia
lecture des rextes,

Nous avons fait remarquer que I'éprenve de mathématiques était mal placée. car
elle avait lien en fin de matinée : c'est demander 3 des enfants de dix ans un effort
supérieur & lenrs moyens physiques, Nouz avons conclu quil était nécessaire de

déplacer cette épreuve et que son report A l'aprés-midi serait le meilleur moven de
pallier cet inconvénient. M. Baissas nous a répondu que cette mestire entrainerait
ue~ difficeltés matérielies ot budgétaires, mais qu'elle sera examinée avee soin,

Puis nous avons entretenu M. le Directeur-adioint des modifications souhaitées
dans les pr ngrammes du Premier Cycle et dans la classe de Seconde.

M. Baissas nous a rél‘ondu qwil nous faudrait obtenir d'abord laccord de I'Ins-
pectlon générale et nous a prié de vouloir bien en discuter avec MM. les Inspectetirs
généraux,

Enfin, abordant la question des horaires, nous avons sollicité I'octroi d'une demi-
heure hebdomadaire dans chacune des classes, insistant sur 'utilité des travaus diri-
gés. M. le Directeur-adjoint est entiérement d'accord avec nous sur ce point, mais il
v a toujours l'incidence buugetalre a envisager. Toutefois. guelques instructions
précises poufralent €re données pour la répartition judicieuse des heures déja
octroyées et M. Baissas pense que ce serait 13 un premier moyen de voir nctre
demande recevoir satisfaction ; il nous promet de faire étudier la question.

AL le Directeur-adjoint nous ayant assuré que nos veeux seraient examinés avec
la plus grande attention. nous I'avons quitté 3 18 heures en le remerciant de son bien-
veillant accueil,

Premiers résultats. — Le Président signale, A la suite de ses interventions :
I’ la promesse de textes imprimés pour les épreuves de Mathématiques au

concours d'entrée en Sixidme en 1934 ;

2° une circulaire adressée aux chefs d'établissements pour la répartition des
heures de travaux dirigés et des Conseils de classe permettant un partage satisfai-
sant pour les m:-xthématiciens.

Pour cette derniére, il prie les collégues qui auraient des difficultés concernant
T'octroi d'une fraction imiportante & l'enseignement des Mathématiques dans leur éta-

blissement de le lui signaler.
Le Président : A. MoNJALLON,



II. Réunion du Comité
29 octobre 1953

Présents : Mlles Arrre, Massox ; MM, Cacxac, Crozes, FAVRELLE, GIRAULT,
Itarp, Moxyarron, PErrrs, POCHARD, ROSTOLLAND.

Excusés : Mlle Droxor ; MM, DURRANDE, JACOUEMART, THOVERT, SINGIER.

La séance est ouverte 4 17 h. 43.

Examen d’entrée en Sixiéme. — Ie Président rend compte de ses démarches
auprés de la Direction générale de 'Enseignement du Second Degré pour l'améliora-
tion des conditions de cet examen. Le régime actuel avec quatre heures consécutives
de compositions écrites, se terminant par 'épreuve de Mathématiques, est un non-seis
pour des enfants agés de 10 & 11 ans. Il faudrait reporter & l'aprés-midi une partie
des épreuves. De plus, les textes des problémes proposés aux candidats devraient étre
imprimés, Sur ce dernier point, notre Président a obtenu une répomnse favorable ;
mais sur le premier, il s’est heurté a différentes objections : complication du service
de surveillance, obligation pour les familles d'un repas hors du domicile, Il semble
possible, aprés entente avec les administrations des centres d'examen, de pallier cet
inconvénient. D’ailleurs la fin des épreuves ayant lieu actuellement vers 12 h. 30, les
familles y sont pratiquement contraintes.

M. MoxyaLLon lit une lettre de Mlle DioxNoT, qui expose clairement ces divers
points et aboulit aux mémes conclusions. Un rappert de Mlle Govxowsky (v. ce Bul-
letin) montre la faiblesse en calcul des éléves de Sixiéme venant de subir l'examen
d'entrée. M, PocHARD insiste sur la difficulté des sujets proposés : dans une de ses
classes de Seconde, deux éléves seulement ont traité correctement l'un des derniers,
en temps réduit il est vrai,

D’autres expériences du méme genre sont signalées ; elles montrent qu'il ne faut
pas trop demander i cet examen. Le principe d'une orientation continue, prévu dans
la Réiorme, semble souhaitable. Mlle MassoN cite, & 1'appui de cette thése, une remar-
que de Mme FROMENT : les bonnes éléves en Sixiéme ne le sont plus nécessairement
dans les classes postérieures.

I1 faut en tout cas tirer le meilleur parti possible des conditions actuelles en
nous efforgant de les améliorer. La « Voix des Parents », organe des Associations
de parents d'éléves, a signalé la promesse de textes écrits pour 1954. Le Président
se promet de suivre attentivement la réalisation de cette promesse et de s'occuper
activement des autres veeux émis au sujet de cet examen.

Travaux dirigés. — Mlle Masson sighale l'application satisfaisante, au Lyvcée
Marie-Curie, de la circulaire relative & 'aménagement des heures de loisirs dirigés
et des heures de conseils de classe. Elle a permis de dégager une importante fraction
de service pour l'enseignement des Mathématiques.

Baccalauréat. — Le sujet unique proposé en Mathématiques, 2° partie, juin
1953, €tait, de I'avis unanime, mal posé et trop difficile, Le Président a donné quel-
ques précisions sur son choix. Le Comité décide de faire une enquéte sur les diverses
épreuves de Mathématiques au Baccalauréat en 1953 (v. ce Bulletin, page 7).

Mlle AFFRE insiste vivement pour que les textes soient proposés par des profes-
seurs, non seulement compétents, mais capables de les rédiger avec le plus grand
soin, puis examinés par trois professeurs enseignant dans la classe correspondante
et connus pour leur grande expérience. Ce choix pourrait étre fait un an a l'avance :
il importe que ce soit une ccuvre de longue haleine et non pas un travail impromptu.

2,
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Réforme de I’Enseignement. — Les observations de FA.P.M.E.P., faites en
réunion de Comité le 23 avril 1953, ont été transmises par ses représentants au Conseil
d’Enseignement du Second Degré. Mlle Arrre, M. GIRAULT, signalent en outre I'in-
térét porté par M. PInspecteur général RorERT & l'enseignement de l'arithmétique.
M. JAcQUEMART avait signalé au Président le veeu de M. Rosert, relatif 3 I'élabora-
tion d'un programme d'arithmétique étalé sur les classes allant de la Sixiéme a la
Seconde inclusivement.

Des précisions 3 ce sujet seront demandées a I'Inspection générale,

M. GrraviT. qui vient d'assister 4 une réunion du Comité technique académique,
signale I'importance des questions d'effectifs : 3.600 éléves de plus a Paris en
Sixiéme 3 la rentrée de 1953.

Par contre, on fait observer le manque de professeurs; certaines chaires de
Mathématiques ne sont pas pourvtes. Il n'y a aucun agrégé de Mathématiques au
Lycée de Nimes, deux seulement au Lycée Pasteur.

Publications de I’A.P.M. — M. Cacnac demande la publication de certaines
conférences ayant eu lieu sous I'égide de 1’Association. Le Président annonce la paru-
tion prochaine de celles de M. Croguert, sur Ja géométrie. En outre, les rapports
relatifs 4 'Agrégation et au C.A.P.E.S. seront publiés dans les prochains Bulletins.

M. Moxjarron donne lecture d'une lettre de la librairie Vuibert faisant des
offres trés avantageuses pour les différeutes Annales qirelle publie : Baccalauréat,
B.E.P.C.,, Ecoles Normales Primaires. Le Comité, considérant surtout le nombre
réduit des sujets proposés pour le Baccalauréat et pour les Ecoles Normales Primai-
res, décide la publication de ceux-ci sous forme d’encartage dans les Bulletins A venir
L’'Association demandera 4 1a librairie Vuibert la fourniture des Annales du B.E.P.C.
qui seront envoyées 3 tous les membres en régle vis-a-vis de la Trésorerie,

M. PocEARD §'éléve contre la parution tardive des textes de concours ; certains
collégues, dit-il, auraient été heureux de pouvoir les étudier pendant les vacances.
En outre, une publicité plus importante aurait pu y étre faite.

Le Président rappelle la date de la fin des concours et celle de 1a fermeture des
établissements scolaires en 1053. La collecte des sujets et la fabrication des Bulletins
nécessitant au moins un délai de quinze jours, I'envoi des fascicules d’énoncés n'au-
rait eu lieu qu’aprés le départ en vacances. Le Président a, pour cette raison, préféré
reporter Tenvoi de ce fascicule 2 la rentrée de 1953, afin d’éviter la perte des nom-
breux fascicules qui n'auraient pas atteint leurs destinataires. M. CacNAc, citant un
incident personnel, approuve le Président.

Quant a la question de la publicité, tout en reconnaissant Papport financier
qu’elle représente, le Président fait remarquer que la situation de trésorerie de
PAP.M.E.P. est excellente et permettra le maintien a 400 francs de la cotisation
pour l'année 1953-54.

La séance est levée a 18 h. 30.

—_—

III. Commission de la Réforme

La Commission chargée d'étudier les programmes de Mathématiques dans la
réforme projetée s'est réunie les 26 mai, 2 juin et 9 juin au Lycée Saint-Louis. Oat
assisté attx séances de cette Commission : Mlles ArrFre, BarBIER, Diovor ; Mme
FroMeNT ; Miles Magson, Pro1in ; MM, BAy, HuisMAN, JACQUEMART, MONJALLON,
Pocnarn,

Voici les procés-verbaux de ces séances.
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Séance du 26 mai

La Commission s'est occupée dans cette séance du cycle d'orientation (classes
de 6° et 5°). Elle demande que les horaires actuels de ces classes soient augmentés
d’'une heure de travaux dirigés, par demi-classe lorsque 'effectif dépasse 20 éléves.
Elle insiste pour que des exercices de calcul écrits et oraux fréquents solent faits en
liaison avec le programme de chacune de ces classes, Elle souhaite que parmi les tra-
vaux dirigés soient incluses certaines applications pratiques (dessin géométrique.
usage de tables...) et que l'ohservation des phénoménes naturels soit conseillée par
I'Inspection générale,

En raison des faits récents relatifs i I'examen d’entrée en Sixiéme, elle demande
la création d'un programme limitatif dont le contenu soit le programme de la clasze
de Sixiéme.

f.a Commission demande enfin que, dans ces classes, aucun travail écrit & faire
A4 la maison ne soit donné, sauf la préparation de quelques exercices simples, celle-ci
n'ayant aucun caractére d’obligation.

Programmes proposés

Classe de Sixiéme

Pratique des opérations sur les nombres entiers et décimaux : exercices dcrits et
oraux de calcul et problémes simples portant sur ces opérations, en liaison avec la
tnesure des grandeurs et 1'étnde du systéme métrique. La notion de grandeurs direc-
tement ou inversement proportionnelles pourra étre introduite, mais uniquement A
loccasion de prohlémes concrets : elle ne devra donner liew 4 aucun développement
théorique,

Mesure des longueurs : formule du périmétre d'un cercle,

Mesure des surfaces : aire du rectangle, du carré, du triangle rectangle, du
trapeze rectangle. Recherche de laire d'un polygone quelconque par décomposition
en triangles rectangles et en trapézes rectangles. Formule de aire d'un cercle,

Mesure de: volumes et capacités : volume du parallélépipéde rectangle. du cube.
du prisme droit, du cylindre droit ; fornules des volumes de la pyramide, du cone
droit, de 1a sphére. Mesure des surfaces de solides simples.

Mesure de poids : poids spécifique.

Monnaies,

Mesure des angles et du temps : addition et soustraction de nombres complexes,

Mouvement uniforme : notion de vitesse.

Pourcentage, intérét simple.

Dessin géométrique : usage de la régle. de I'équerre, du rapporteur. du compas
et du tire-lignes.

Emploi des instruments usuels pour la mesure des longueurs, notion d'échelle,

Usage d’une table des carrés et des cubes des nombres entiers jusqua 100 pour
la recherche d'une racine carrée ou cubique.

Classe de Cinquiéme

Programme actuel conservé, sauf le dernier alinéa, modifié comme suit -

Application des propriétés générales de I'égalité et des opérations sur les nomhres
entiers et fractionnaires a4 I'étnde de problémes concrets dont les données sont numeé-
riques et dont la résolution est facilitée par Temploi d’une lettre pour désigner une
inconnue (la notion d'éguation ne fait pas partie du programme).

Dessin géométrique : tracés et constructions a aide des instruments usuels de
figures illustrant le cours de géométrie.

Exercices écrits et oraux de calcul sur les nombres entiers, décimanx ef frae-
tionnaires.



Recherche méthodique des ddiviseurs et des multiples communs & deux on plu-
steurs nombres en vue de leur application aux opérations sur les fractions.

Séance du 2 juin

La Commission demande que la mesure relative aux heures de travaux dirigés
dans les classes de 6° et 5% soit étendue 3 1'ensemble du Premier Cycle,

Elle <’occupe alors des programmes des classes de 4° et 3"

Les programmes actuels (1) peuvent étre conservés a condition que les derniers
alinéas des programmes d'algébre soient modifiés comme suit :

Classe de OQuatricme

Monomes : multiplications des mondmes.

Probléme de la division : quotient d'un mondme par un monoéme.

Addition des mondmes semblables. Soustraction des monémes semblables,

Polynémes : réduction des termes semblables. Addition et soustractinn des polyv-
nomes. multiplication et division d'un polynéme par une constante,

Multiplication de deux polvnomes. Identités remarquables.

Définition du probléme de résolution d'une équation (signification du sym-
hole =).

Eauation du premier degré 4 une inconnue et i coefficients numériques,

Classc de Troisiéme

Polynémes : forme réduite. Addition et multiplication.

Décomposition de polynémes en produits de facteurs dans des cas simples a
Vaide de mires en facteur et des identités remarquables ; en particulier- transforma-
tion d'un trindme ddu second degré i une variable et & coefficients numériques.

Fractions rationnelles : définition et condition d'existence.

Exercices de calcul porfant sur des polynomes et des fractions rationnelles.

Définition du prohléme de résolution d'une inéquation (signification des symho-
fes > et <).

Equations et inéquations du premier degré 4 une inconnue et a coeificienis
numériques.

Interprétation graphique.

Séance du 9 juin

TLa Commission s'occupe des programmies des classes de Seconde et Premiere.
Le programme de la classe de Seconde terminale est adopté dans son ensemble,
En algéhre. il faut cependant préciser :

4" systéme 4 coefficients numérigues,

En géométrie plane. on souhaite voir figurer :

Puissance d’un point par rapport 3 un cercle.
.2

Valeurs approchées de sin.ar, tgax ef cosx ( et 1 — —) pour un petit angle
2

exprimé en radians.

Tin géométrie dans I'espace, ajouter au préambule :

...sauf en ce qui concerne les définitions et les formules pouvant donner lieu a
des applications simples,

Enfin en dessin géométrique : 11, Exercices complémentaires supprimer : (ou-
tils...) et le paragraphe 4°.

(1) Ci, Nouveawr bayaiios ot progromines de I'Enselgnement du Second Degré (16° édi-
tion). Librairic Vuibert.
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I'enzemble de ces propositions a ¢été porté a la connaissanice de I'Tnspection
générale au cours d'une réunion tenue au Ministére de 1'Education Nationale le
samedi 13 juin 1933.

L'Inspection générale de Mathématiques était représentée par MM, les Tnspec-
teurs généraux RoserT, DESFORGE, Doxtor, THIBERGE : I'Association des Profes-
seurs de Mathématiques par M. MowrarLox, Président ; Mlle Massow, Vice-Prési-
dente ; Mlle Ar¥rE et M. JacqUuEMART, mewmbres du Conseil d'Enseignement du
Second Degré.

Aprés une discussion laborieuse de nos projets, I'Inspection générale nous a
promis de tenir compte de nos desiderata lors d'une éventuelle rédaction nouvelle des
programmes de Mathématiques.

IV. Enquéte sur les épreuves de mathématiques
au Baccalauréat 1 et 2° sessions en 1953

Le Bureau de I'AP.ALE.P. désire recueillir tous les renseignements possibles

o

concernant les épreuves de Mathématiques au Baccalauréat 1953 pour toutes les séries
et pour les deux sessions.

Il serait en particulier heureux de conmaitre les réactions provoquées par 1'ins-
tauration d'un sujet unique pour la France métropolitaine, les divers modes de cota-
tion utilisés dans les différentes Académies, etc... Nous demandons a nos collégues
de vouloir bien nous transmettre tous renseignements véridiques et controlés.

Adresser cette correspondance 4 A. Monyannon, Président de 'A.PALE.P., 23,

~€

boulevard Saint-Germain, Paris. 3°,

V., Documents officiels

Concours de 1I'Enseignement public en 1953

1. Agrégation des Sciences Mathématiques

MM. MAIL MM.
I. Benzicrr (E.N.S)). »  MANDELnrReJT (Audit. » TRESSENS
2. Guicwarper (EN.S)). ENASHTS 22. Haox.
3. Cartier (EN.S)). 12. Cutnat (E.N.S.) 22 Bovzox (E.N.SH
4. CaropaNxo, 13. SARRAZIN. 24. Farvre,
5. Devame (E.N.5.). 14. Dapraxc (E.N.S.) 25. DounLET.
6. DAUDE, r5. MORDELET. » MAISONNEUVE,
7. Rican (E.N.S.). 16. Farz. »  VIssto.
8. Frorent (E.N.S)). 17. Bossus. 28, Vistrcor (St-Cloud).
8" Happap (E.N.S). 18. Kintsky (E.N.S). 29. DEvAL.
9. DENCOURT, 9. BUuGrET ("it-Cloud)_ 30. VAURIOT.

10. Lecarraix (St-Cloud). z0. Brigxox
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2. Agrégation féminine de Mathématiques

vl\lmes et 1\]_111:5 ;\Imas et ;\Illes .I\'Imes Et l\,[llus
1. Poix (E.N.S). 9. MEpeEr (Aud. EN.S.). 17 Boussik,
2. pE Paracio (EN.S.). 10. Hexo, 18. Fratve (E.N.S.).
» Pepoussaxp (EXN.S.). 11. Gorx. 19. BrENEOL (E.N.S)).
4. WEBer (E.N.S)). 12, (GAUTIER. » TOUYAROT.
5. Grirror (E.N.S.). 13. LAMBINET, 21, LAFForRGUE (E.N.S.),
6. Vabox. 14. MagiLLy, »  ST-VAL-PALMERY
7. CoLLaNGE (Fontenay). 15. ANDRE (E.N.S.). (E.N.S)).
» Grancer (E.N.S.). »  BEssoN.
3. Proposés pour la dispense du C.A.P-E.S. (Nouveau Régime)
I\IZ\I L,Imas et l\Illrzs I\Imcs et 1\,:[1105
BERTIN. Fuzier, Puirterox (Fontenay )
Mavry, AveiL (Aud. E.N.S). Pouger,
Pauzer, PeLLETIER (Fontenay).
4. Proposé pour la dispense des épreuves théoriques
du concours d’admission dans Ies C.P.R.
M. BeEr~NARD
8. C.A.P.E.S, (Ancien Régime)
Hommes
MM, MAL MM,
1. Eox. . BAUSSET. 17. ERTEL.
2. TRESSENS, » TRANCART, 18. ToucuEFEU.
3. CIErjON, 1I. SAVALLE. 19. Fossar.
1. LEGRAS. 12. MEYNADIER. 20. KOCHER.
5. Vico. 13. Pourarx, 27. MARCHAND.
6. Vriax. 14. YECHE, 22. DIEUMEGARD,
7. LEMAITRE. 15. DERUBAY, 23. DUraND.
8. CORMIIER, 16. MazgL.
Femnes
«1\[“‘"5 et BI"N -l\'Imes et AI“M :\,lmvx Ct 1\'[““
1. MUNIER. 7. CHAPRON, 13. CHIVOT.
2. BonNaUD. 8. Arxesu. 14. JEANMOT.
3. PoLiET. 9. BARRE, 5. SOURIAU.
4. DESOUCHES. 10. REGAUDIE. 16. Hurtaxw,
5. DuveaUx. 17. LASALLE. 17. BUIRETTE.
6. LeLoxe. 12. VERHAGUE. 18, PERrRIN,

Dispensés des épreuves théoriquies
MM.

CHADEYRAS,
FrANGOIS,
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6. C.A.P.E.S, (Nouveau Régime)

Adwniis

MM, MM. MM
Hatvcmarn. RovouayroL, MowpELET.
Piersox. Uzax, Pixsox.
COHEN. VERNAY. REVELLAT R.
DEesoucHES. WaATTIAUX.. BasTIE.
(GUIZONNIER. AUDIRAC. Bouvcuexor.
Fasox. Bourbox. Buerer.
LECAPLAIN, CARBOULEC, DEyoxcHE.
Lr Cierc DE LA HERVERTE, CHARVET. EvsserIc,
MarTmIs. Dromsonr. Pasguer.
MeURrisse. GANDIL. PERIE,
NIcoL. (GGoBY. ReveELLAT L.
Per1TGAS. Jacquer,
RoBERT. KERMORGANT,

Admises

1\Imt'.\| et L,Illes B.[mes et l\lllr-n i\Inws Ct 'l\IIIeﬂ
BARRAUD, (GODART. VOoRrRsS-MARTIN.
BONNETAIN. GUIGNARD, Bourix-Durox.
(GALMICHE, JaMuES, Decoop.
(3RANGER. JTEANDIDIER-MASSON, GARAGNON,
MANIERE, LEFORT. LHEUREUX.
MErLs, Levapoux, PasqueT,
PIRMANN. LHOTTE, Sor.
Rfou-Bisque. Litaubpon, BoIxNer.
VERDELHAN, MerTE. CADET.
BonNETATN-SERIEYS, NOZERAN-BESSON, KormMaANKN.
CHEVANT. THOREAU-BLANCHARD. LAy,

CORDON-DESSAULT.

FORTRAT-DAUVERGNE.

Erratum

concernant le Bulletin n° 157 (septembre 1933), page 165 : seconde composition de
Mathématiques du Concours d'entrée dans les Centres pédagogiques régionaux :
q g
Les formules de récurrence (F) doivent étre remplacées par les suivantes :
(1—‘) ( My 41 = 21, + KIS
1 l U1 = Uy —+ 2w,

DEUXIEME PARTIE

Les Relations d'ordre et d'équivalence
Leurs applications en Géométrie Elémentaire
Conférence de Gustave CHOGUET, recucillie et rédigée par Mlle Lucienne FAITx
Dans les mathématiques modernes, le role des structures apparait comme de plus
en plus important. On les reconnait, méme quand elles n'ont pas été explicitées : -

3.
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lorsqu'on aperqoit, aprés coup, des ressemblances entre des démonstrations portant
sur des objets différents, ce qu'elles ont en commun, c'est une méme structure sous-
jacente,

La structure la plus simple que nous percevions, la plus tangible, semble étre ia
structure d'ordre. Clest elle que nous allons étudier tout d’abord. La notion d'équi-
valence, que nous examinerons ensuite, est plus délicate ; elle exige plus de précision
dans sa vérification, sinon, de proche en proche, 1’équivalence finit par disparaitre
et le caractére de transitivité, qui est essentiel, n'est plus assuré.

I. Préliminaires. — Relations binaires

Considérons un ensemble E d'étres mathématiques. Pour utiliser une représen-
tation commode, nous les figurerons dans nos schémas comme des points diun
ensemble plan, par exemple, d'un segment. Nous allons définir une relation binaire sttr
cet ensemble E.

Par exemple, prenons pour E l'ensemble des points d'un segment de la droite
réelle. Soient a et b deux points de cet ensemble, distincts ou nofi. Convenons de
dire : « a est avant b » si I'abscisse de a est inférieure 2 celle de b, au sens strict, par
exemple, qui exclut I'égalité, Nous venons de définir une relation binaire dans I'en-
semble, car, étant donnés deux points, Iaffirmation « a est avant & » est vérifiée ou
ne lest pas.

D’une facon générale, une relation binaire sur B est une fonction définie sur
Vensemble des couples ordonnés de points de E, qui prend la valeur « vrai » ou la
calenr « faua ».

Convenons de ne retenir qite les couples qui correspondent & la valeur « vrai ».
Mous pourrons dire alors :

Une relation binaive sur E est une partie de 'ensemble de tous les couples ovdon-
nés de poinis de E. ’

Etant donné un ensemble E, Fensemble de tous les couples ordonnés d'éléments

distincts ou non de E, constitue un nouvel ensemble que l'on nomme Vensemble pro-
duit E 3} E. Nous dirons donc :

Une relation binaire R sur E est un sous-ensemble de Uensemble produit EX E

RCE X E.

Si E est représenté par les points d'un segment de droite, de longueur [/ par
exemple, 'ensemble produit E X E est représenté par les points du carré de coté /,
le premier élément du couple ordonné étant l'abscisse et le second étant l'ordonnée.
La relation binaire sera donc représentée par un sous-ensemble R du carré,

E

eHv” |ExE % ExE ExE

0 ' _
figr - 790 + E figo ﬁ93

Par exemple, la relation déja citée « @ avant b » sera représéntée par le triangle
hachuré (diagonale exclue si 1megahte est prise au sens strict).
La relation « (a, b) est vrai si la distance de a 4 b est égale & 1/2 », équiva-

g 1 . ;
lente pour les points du segment E 3 1'égalité |a — b| s sera représentée par Ia

réunion de detix segments, cest-a-dire par I'ensemble des points qui sont sur I'un ou
Vautre de ces segments,
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Les relations binaires intéressantes sont celles qui satisfont & certaines lois
simples.

Il. Relations d’ordre

Le premier des exemples donnés précédemment (représenté fig. 2) est une rela-
tion d'ordre sur le segment (0,1). Elle est notée a<b si I'on considére 1'inégalité
large.

Nous allons définir la relation d'ordre sur un ensemble E quelconque, inorga-
nisé, et que, précisément, nous allons organiser en construisant une relation d'ordre
dans E X E,

Nous utiliserons pour représenter la relation en question, la notation a 3 b, lue
« a avant b ». (Elle correspondra, sur la droite réelle, & l'inégalité a < b, et non 3
I'inégalité stricte).

Cette relation est dite relation d’ordre si elle satisfait aux conditions suivantes,
a, b, c... étant des éléments distincts ou non de E :

Condition I : Guel que soit ¢, a 3 a.

Condition 2 : Quels que soient a et b, @3 b et b3 @ ne sont possibles simulta-
nément que si ¢ et b sont identiques.

Condition 3 : Si l'on a simultanément a3 b et b3 ¢, on a aussi a3 c. Ce qui
g’écrit : a3b et 3 c—>a3¢ (transitivité),

Voici un exemple important de relation d’ordre, qui contient, en un certain sens,
tous les autres :

iSoit A un ensemble abstrait quelconque et E I'ensemble des parties de A, c'est-3-
dire, 'ensemble des sous-ensembles de A. (Par excmple, si A est un ensemble fini de
u points, E contient 2" éléments, y compris 1'élément « vide »).

Soient donc ¢ et & deux éléments de E (donc deux parties de A). Par définition
a3bsiaCb; cest-a-dire, @3 b si tout élément de A contenu dans a est contenin
dans 2.

\
A\&

figs figs

On vérific immédiatement que les trois conditions précédentes sont bien satis-
faites par cette relation.

11 faut noter que, ¢ et b étant deux parties quelconques de A. il se peut que l'on
n'ait ni ¢ 3 b, ni &3 a. ni a==5. Clest dire que deux éléments, a et & de E, ne sont
pas toujours comparables par la relation d'ordre considérée,

Une relation’ d'ordre est dite relation d'ordre fotal si elle vérifie une condition
stpplémentaire.

Condition 4 : Deux éléments quelconques de E sont comparables. Cest-d-dire
que. @ et b étant deux éléments quelconques. on a. ou bien @3 b, ou bien & 3 a. ou
les deux si @ et b sont identiques.

La plupart des relations d'ordre que I'on rencontre dans les mathématiques
modernes ne sont pas des relations dordre total.

Parmi les questions qui nécéssitent I'emploi de la notion d'ordre, citons la défi-
nition de la droite orientée. Il y figure en effet cette condition : une droite orientée
est un ensemble totalement ordonné (muni en outre d'autres structures que l'on définit
ensuite).

:@,‘\ AV A
A
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ConPARAISON D'ENSEMBLES ORDONNES, — Deux ensembles ordonnés, et méme
totalement ordonnés, ne sont pas nécessairement « semblables ». Suivant les exemples
construits, on peut ou non aifirmer, par exemple, qu'entre deux points @ et b de
I'ensemble. il existe toujours au moins un point de Pensemble. Ainsi, deux ensembles
ordonnés peuvent étre de formes différentes, La considération des ensembles de méme
forme conduit a la définition d’'une fonction croissante :

Soient deux ensembles totalement ordonnés X et Y. Si, 4 tout élément xr de X
est associé un €lément y de Y, nous dirons que la fonction y=f(x), définie sur X,
est croissante, si 413 xo (an sens de la relation dordre sur X) entraine vi3 yo
{au sens de la relation d'ordre sur Y),

La correspondance entre « et f() est plus satisfaisante encore si la fonction f
est biunivogue, c’est-d-dire si 4 deux éléments #1 et x2 distincts sont associés des
éléments 41 et ya distincts et inversement.

Mais il n’est pas encore certain que tout v de Y provienne d'un # de X. Si, de
plus, cette derniére condition est réalisée, on dit que la fonction f est un isomor-
phisme, et que les ensembles X et Y ainsi ordonnés sont isomorphes ou semblables.

EXEMPLES DE GEOMATRIE ELEMENTAIRE. — Ewxemple I : Soit la droite réelle A
d'un plan II, et soit O la projection sur A d'un point A de II pris hors de A. Si
Ay désigne l'une des demn-droites de A d'origine O, soit M un point quelconque de
Ay, Si = |OM]| et y=|AM]| (la notation |AB| désignant toujours la distance entre
A et B), la fonction 3==7(x) est croissante et biunivoque : c'est [ un énoncé com-
mode d'un théoréme classique. Mais il est bon de faire remarquer que cet énoncé
n'affirme pas que f soit un isomorphisme de A; sur l'ensemble des longtetrs = |OA].
Une réponse affirmative résulterait par exemple de l'axiome de continuité,

Exemple 2 : Soit une circonférence de centre O et P un point intérieur au cer-
cle ; la perpendiculaire en P & OP coupe la circonférence en A et B. 1OAl est fone-
tion décroissante de |OP| ; I'arc AB est fonction croissante de |AB]| (si I'on se limite
aux arcs inférieurs a une demi-circonférence), etc...

Exemple 3 : Tout le chapitre relatif aux inégalités entre périmétres de lignes
polygonales nous fournit des exemples. Le plus important, quand on a défini P'opéra-
tion « somme de deux longueurs », est relatif & trois points quelconques A, B, C.
C'est I'inégalité |AC|<|AB|- |BCl.

Un autre énoncé trés important, qui utilise la notion de convexité, est le suivant :
toute ligne polygonale fermeée est plus longue gu'une ligne polygonale convexe qui
lui est intérieure. Les relations d'ordre qu'on en déduit permettent d’abréger I'exposé
sur la longueur de la circonférence,

Exemple 4 : Notion d’ensemble convexe. (Nous avons tenu 3 indiquer la notion
de convexité comme application de la notion d'ordre, d’une part parce qu'effective-
ment la déhnition de [ab] utilise la relation dordre, d'autre part pour insister sur
I'intérét qu'il y aurait 3 ne pas se limiter, en géométrie élémentaire, 3 1'étude de
droites entiéres, de cercles entiers, etc... On a trop souvent tendance d oublier la
structure d’ordre de la droite et de I'espace).

Sur une droite A, désignons par intervalle fermé [ab] I'ensemble des points entre
« et b, les points a et b compris. Nous dirons qu'un sous-ensemble E du plan ou de
I'espace est convexe si, chaque fois que ¢ et b sont dans E, tout point de [ub] est
dans E.

Il est clair que l'intersection (ou partie commune) d'une famille d'ensembles
convexes est convexe. On démontre que, réciproguement, tout ensemble convexe,
ouvert ou fermé, peut étre défini comme intersection d'une famille d'ensembles
convexes trés simples, d savoir, pour le plan, les demi-plans.

Par exeruple, comment définir U'intérieur d'un triangle # Nous nommons triangle
tout ensemble de trois points. (Il est plus simple de définir un ensemble qu'une figure,
car une figure, plane par exemple, est, non pas un ensemble de points du plan, mais

a
a
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un ensemble -de sous-ensembles du plan : par exemple, I'ensemble des trois sommets
d'un triangle, des trois droites définies par ces somniets, des hauteurs, des médianes
est une figure).

Un triangle étant donné, son intérieur sera défini par lintersection de trois
ensembles convexes, les plus simples que 1'on définisse aprés le plan lui-méme : les
trois demi-plans déterminés chacun par deux des sommets et contenant le troisiéme
sommet (frontiéres comprises ou non). Cette intersection de trois ensembles convexes
est convexe,

On définit aussi, par exemple, l'intérieur d'un cercle et on montre qu'il est
convexe.

III. Relations d’équivalence

Ce sont encore des relations binaires sur ensemble des couples ordonnés d'un
ensemble E. Nous les noterons ¢n. Elles sont caractérisées par les conditions sui-
vantes :

Condition I : Pour tout ¢ de E, a tha (réflexivité).

Condition 2 : a n b entraine b ¢ a (symétrie).

Condition 3: a b et b ¢ entraine g ¢ ¢ (transitivité).

On voit que c'est la condition 2z qui distingue la relation d'équivalence de la rela-
tion d'ordre.

Traduisons ces conditions par le schéma déja utilisé, E étant encore le segment
{0,1). Dans E X E :

1) L’ensemble R contient la diagonale D.

2) L'ensemble R est symétrique par rapport & D. (Clest-a-dire, que si (a, b)
appartient & R, ce quon écrit (a, b) § R, on a aussi (b, a) ¢ R.

3) Soit un point (2, ) ¢R et un point (b, )¢ R. A ces deux points corres-
pond le point (b, b) de la diagonale D. La condition 3 exprime que le point (a, ¢,
c'est-a-dire, le quatriéme sommet du rectangle construit sur les trois points marqués,

[
X e
1 A
-’D;?
cHLA %
t = :

fige figy

est aussi dans R. Donc, si R contient deux points qui soicut semmets ofposés d'un
rectangle dont un troisiéme sommet est sur la diagonale D, le quatrieme sommet de
ce rectangle appartiont aussi @ R,

Evemple : Ta relation [b—al=3, 3 étant donné, est représentée. comme nous
I'avons vu. par deux ~egments de dro1te sia et b sont deux points du segment (0.1) ;
ce n'est pas une relatlon d'équivalence. Par contre, la relation « ¢ ¢ bsi lb —al

est multiple de — » est une relation d'équivalence.
3

(C1LASSES D'EQUIVALENCE. — Soit R une relation d'équivalence définie sur un
ensemble E. Pour tout @ € E, soit 6(a) I'ensemble des éléments a’ équivalents a a,

/D'aprés la cond1t10n 1, a est dans G(lﬂ

Soit en<L11te @ un élément équivalent 3 a. Comparons 6(a”) et 6(a). Par deﬁm-
tion de &(a), o’ appartient & 6(a). Mais d'aprés la condition 2, @ est équivalent A o,
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donc a appartient 4 €(a’). Enfin, d'aprés la condition 3, tout a” de 6(s) appartient
aussi a 6(a’). Donc 6(a) et 8(a’) sont confondus.

Si, au contraire, o’ n'est pas équivalent A a, 6(a’) et 6(a) sont disjoints, c’est-i-
dire n’ont aucun élément communn,

€(a) s’appelle la classe d'équivalence de Uélément a. Donc, les classes d’équiva-
lence de deux éléments sont confonducs ou disjointes suivant que ces Sléments sont
équivalents on non.

Cest dire qu’une relation d’équivalence définie dans un espace détermine une
fibration de cet -espace en ensembles disjoints deux 4 deux. Si la relation est définie
sur E, tout point de E appartient & une classe et une seule. Les classes constituent
donc une partition de Pespace.

Inversement, si une partition de E en fibres est donnée, et si nous considérons
comme en relation deux points ¢ et b de la méme fibre, cette relation est une relation
d’équivalence, et les classes d’équivalence qui lui correspondent constituent une parti-
tion de E identique A la partition initiale. Donc, se donner une relation d’équivalence
sur E équivaut a se donrer une partition de E en fibres.

EXEMPLES PRIS DANS LA GROMETRIE FLEMENTATRE, — Théorie des longueurs, éga-
lité des figures, orientation, grandeur d'une aire, vecteurs libres, vecteurs glis-
sants, etc...

dIndiquons sommairement comment on peut construire le plan par la relatien
d'isométrie. (Ceci sera détaillé dans les exposés ultérieurs).

1. Imaginons le premier géométre voulant construire une axiomatique du plan,
I dispose d'une tige rigide, de forme quelconque, qui va lui servir de transporteur
de distances. Sa tige luj permet de découvrir lIa relation : « Egalité des distances
entre deux couples de points. » Ft I'expérience lui montre que clest une relation
d'équivalence.

11 donne ensuite un nom aux classes d’équivalence associées. Chaque classe sera
une distance, notée lab| pour 1a classe contenant le cotiple (e, &) de points du plan.

2. Cette notion est utilisée pour définir ensuite Uégalité de deux ensembles de
points : deux ensembles A et B de points du plan sont dits égaux si, entre eux, existe
une corresporidance biunivoque qui conserve les distances. Clest donc une relation
entre parties A et B de E. Ces parties forment un ensemble C sur lequel est ainsi
définie une relation binaire qui est une €quivalence. Cette relation se nomme isométrie,

Il faut alors nommer les classes d’équivalence déterminées par la relation d’iso-
métrie. Chaque classe est nommée « forme et dimension » de la figure A.

3. On obtient orientation en ajoutant un peu plus :

E étant toujours le plan, on peut distinguer, parmi les isométries du plan sur
lui-méme, les « symétries par rapport & une droite », qui sont définies au moyen des
distances. On démontre que toute isométrie est le produit de o, T, 2 ou 3 symétries.
En outre, le produit de n symétries est une isométrie,

Deux isométries Ty et T sont alors dites équivalentes, I; tn I, si le produit
T1 X T2 est une isométrie produit d'un nombre pair de symétries. I est immédiat que
cette condition définit bien une relation d'équivalence. Et on montre quil y a deux
classes d'équivalence : on les nomme « orientation ». On désigne par oricntation
directe celle des deux classes qui contient Lidentité.

4. Soit 9 une isométrie définie entre deux sous-ensembles A ot B du plan E. On
démontre qu'on peut prolonger cette isométrie  tout le plan. Si o posséde un pro-
longement qui soit direct (resp. inverse), o est dite directe (resp. inverse). Il faut
noter qu'une isométrie © entre deux ensembles plans est & la fois directe et inverse
dans le cas (et c'est le seul) oft les ensembles A et B sont linéaires.

Concrusions, -— Dans toute étude de géométrie, la prise de conscience des struc-
tures conduit a des énoncés meilleurs, 3 une compréhension plus profonde
La relation dordre, qui semble plus primitive que la notion d'équivalence, est
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aussi plus dvnamique Par exemple, au lieu du troisiéme cas d'égalité des triangles
complété par des énoncés d'inégalité, on dira, avec les notations classiqites : « On a
c=1(a,b,C) et pour a et b constants, f est une fonction strictement croissante de
C (avec o< CLID). »

Dans tonut triangle, au lieu de comparer deux cdtés et les angles opposés, on
énoncera le vrai théoréme : « La relation d’ordre entre les angles d'un triangle est
la méme qu ‘entre les cotés opposés. »

"De méme, en mettant en évidence les relations d' equnalence on rend les défini-
tions et théorémes plus clairs et plus puissants. Par exemple, I"énoncé ustiel : « Deux
droites paralléles 4 une troisiéme sont paralléles entre elles », signifie : « La relation
de parallélisme (au sens large) est une relation d’équivalence. » La classe d'équiva-
lence correspondante contenant une droite A s’appelle direction de A.

Un vecteur étant défini comme couple ordonné de deux points, un vecteur libre
est une classe d’équivalence dans I'ensemble des vecteurs. Une équivalence plus fai-
ble définira. comme classe d’équivalence, les vecteurs glissants, etc..

I’adaptation de ces définitions et surtout de cette facon de pemer n’a pqs néces-
sairement pour conséquence une formalisation abstraite de la géométrie inassimilahle
par I'éléve, 11 suffira, pour éviter cet écueil, d’adapter & chaque niveau la matiére ct
la forme, comme sait le faire tout bon pedagogue

T.essentiel est que le professeur sache otl il va, qu'il connaisse la raison du choix
des définitions et des énoncés de théorémes. S'il a une vision claire du but a attein-
dre, tout en enseignant en apparence les mémes choses, il ne mettra plus l'accent a
la méme place. LA ott il ne voyait qu'une mosaique de théorémes un peu disparate et
sans grande nécessité interne, il verra maintenant le développement nécessaire et
harmonieux d’une ou plusieurs structures, soit isolées, soit au contraire étroitement
mélées,

Une Géoméirie basée sur les notions de Distance et de Retournement

PREMIERE PARTIE : INITTATION

Conférence de M. Gustave CroguET, recucillie of rédigée par Mlle Lucienne FALIx

Préliminaires

On doit erseigner la géométrie élémentaire dans les lycées : ceci est un postulat
qte nouis admettrons | Mais de quelle facon ? 11 faut choisir les définitions. Surtout,
il faut choisir les premiers énoncés que nous devrons admettre : c’est-a-dire les axio-
mes. Suivant le choix de ces axiomes, on construira une géométrie ou une autre.

Hireerr fut le premier 3 donner un fondement rigoureux 3 la géométrie. Rap-
pelons seulement que les axiomes qu'il met  la base de la géométrie sont répartis en
plus1eurs groupes :

1. Axiomes d’association : par exemple : par deux points passe une droite et
une settle.

2. Axiomes d’ordre : par exemple : ordination des points d'une droite.

a. Axiomes de congruence : d’une part, relation d'équivalence entre couples de
points, c'est-d-dire entre segments de droites ; dautre part, congruence concernant
les angles.

‘4. Axiome des paralléles (ou postulatum d'Euclide).

5. dxiomes de continuité : par exemple : l'axiome ' Archiméde. On peut déve-
lopper la géométrie trés loin sans ce cinquiéme groupe d'axiomes, de sorte que l'on
peut provisoirement ne pas s'en occuper.

En examinant les énoncés de ces axiomes, nous remarquons que certains ne sont
pas trés simples, tel 'axiome de Pasch dans les axiomes d’ordre, tandis que le théo-
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réme suivant qui s'en déduit : « Une droite divise le plan en deux régions telles que
fout segment qui joint deux points situés dans des régions différentes coupe la
droite » a un énoncé plus intuitif,

De plus, it v a un mélange entre les équivalences relatives aux longueurs et les
€quivalences relatives aux angles, ce qui crée une dualité compliquée, Il en résulte,
par exemple, que I'on prend comme axiome : « Deux triangles qui ont deux cotés
égaux chacun d chacun, comprenant un angle égal, ont leurs autres angles égaux
chacun 4 chacun », et ensuite, on démontre que les troisiémes cotés sont auss; égaux.
N’était-ce pas tout aussi intuitif ?

Concluons qu'il est difficile, comme les essais I'ont prouvé, d'adapter cet exposé
a lenseignement élémentaire.

Une autre présentation peut étre proposée.

Supposons définie et étudide la droite réelle, c’est-a-dire 'ensemble des nombres
rationnels complétés par les irrationnels. Le plan est alors défini comme I'ensemble
des couples ordonnés (x, v) de deux nombres réels. Une droite est définie comme Ven-
semble des points (x, ) satisfaisant A une équation ax -+ by -+ c=o, a et b n'étant
pas nuls tous deux.

A partir de 13, on construit trés vite la géométrie de la droite. Puis on introduit
une distance d en posant par définition d2 = (x — #)2 - (y— )2, pour les deux
points (¥, 3) et (+, 3).

Enfin Porientation s'introduit par le signe du déterminant associé 3 un couple
de vecteurs.

L'avantage de cette méthode est que, au moyen seulement des quatre opérations
de l'algébre. on obtient trés vite de nombreux résultats. Surtout cet exposé se géné-
ralise immédiatement 3 l'espace & 3. puis n dimensions, puis & lespace complexe,
puis & Tespace projectif, réel ou complexe.

Mais est-ce un exposé que I'on peut adapter a l'enseignement élémentaire ? On
part du théoréme de Pythagore, clef de la géométrie métrique, que T'on pose comme
axiome. Or, ce théoréme n'est pas intuitif ; on ne le rencontre pas au cours de mani-
pulations simples faites avec une régle et une feuille de papier ! Cet exposé doit
étre réservé a un stade plus avancé de Penseignement (Mathématiques Spéciales ou
Mathématiques Supérieures), au moment oit 'on veut faire une synthése et montrer
en particulier 1a non-contradiction de la géométrie.

Ces remarques conduisent 3 chercher une base axiomatique qui satisfasse les
exigences intuitives et qui, cependant, permette d'obtenir assez rapidement des résul-
tats substantiels,

Quelle va étre l'attitude de celui qui cherche les énoncés des axiomes de
base ? La géométrie qu'il va créer dépend des instruments dont il dispose et des
réalisations concrétes de la droite et du plan qui auront préalablement servi de sup-
port & son intuiticn. Clest ainsi que l'on peurrait se horner au compas @ pointes
séches, c'est-d-dire au transporteur de distances. TI défnit Végalité des distances de
deux couples (relation d'équivalence). 11 permet également de définir Finégalité : on
dira que ab est plus petit que o’b’ si pour tout triangle abe tel que ab =ac, il existe
un triangle ’b'c’ tel que a'b’ = a'c’ et b’c’ = be.

Mais cette géométrie aura des énoncés et des axiomes assez compliqués et peu
naturels, et ceci tient a ce que nous n'avons permis au départ que l'usage d'un instru-
ment unique. )

Nous allons permettre. outre le compas A pointes séches, I'usage du pliage.
Clest-d-dire que le plan sera considéré comme une feuille de papier indéfinie que T'on
peut plier sur elle-méme autour d'une de ses droites. Le systeme d'axiomes que nous
gerons conduits & poser permettra d’arriver assez vite 3 des énoncés importants.

Dans I'exposé qui suit, nous allons dissocier I'étude de la droite de celle du plan.
Cette dissociation nous semble importante, autant du point de vue logique que du
point de vue pédagogique.



Exposé des axiomes
I. LA DROITE ORIENTEE.

(11 est plus simple de définir la droite orientée que la droite ordinaire, car cela
évitera Uintroduction de la relation « entre » qui est une relation ternaire).

La droite orientée est un ensemble A de points tel que :

1. Il existe sur A une relation d'ordre total.

2. 11 existe sur l'ensemble des couples (ab), de points de A, une relation d’équi-
valence.

2. Ces deux relations sont reliées par certaines propriétés.

1. Relation d'ordre total. — Elle sera notée < (ordre strict).

a) Quels que soient les deux points @ et b de A, on a nécessairement une et une
seule des éventualités a<b b<a a=b.

b) La relation est transitive : ¢ < b et b < ¢ entraine a < c. I’ensemble est
ainsi totalement ordonné,

2. Relation d'équivalence dans V'ensemble des couples de points de A.

Soit un couple ordonné, noté (e, b). La relation sera notée .

a) (a,b) »r(a, b) »n (réflexivité).

b) (a,b) ¢« (a, b') entraine (a’, ") o (a, b) (¢ymétrie).

¢) {a,b) »(d, V'), et (a, b)) »n (a", b”) entraine (¢, b) » (a”, b”) (tran-
sitivité).

Nous v joignons :

d) (a. b) tn (b, a).

3. Axiomes reliant les deux structures. — a) Les hypothéses

fa<b<<e, d<b <,
1 (@, D)o (@, ) et (b.o)wn (&, ).
entrainent (@, &) »n (d, ).

B) Possibilité de glissement de la droite sur elle-méme : Etant donnés trois
points a, b, ¢ sur A, il existe deux points d et d’, I'un avant, l'autre aprés ¢, tels que
(c, dy & (¢, d) & (a, b). Tout ensemble ayant ces propriétés sera appelé une droiie.

Remarque : Des exemples nous montrent que 'ensemble ainsi caractérisé peut
ne pas étre isomorphe & une droite ordinaire : ainsi 'ensemble des entiers ordinaires
(les deux relations d'ordre et d'équivalence avant leur sens habituel) satisfait hien
a tous les axiomes.

Donnons un exemple tout différent : chaque « point » sera un polynéme du pre-
mier degré u - =+, L'ensemble de ces points, quand u et 2 sont par exemple des
nombres entiers algébriques quelconques, constitue « le droite ». Nous prendrons
comme relation d'ordre : u - vx < o' + @'x, si # < o', ou bien u=1u" avec v <,
c'est-d-dire, si [4—1' + (v —7")x] est positif pour x trés petit positif.

Nous prendrons comme relation d’équivalence entre deux points :

[~ 22y, (o -|~ 7x)] m[(U—}- Vo), (U 4+ V]
si (—1=e(U—TU avec & === I.
| v—v'=e(V— V'

On vérifie qu'alors tous les axiomes sont satisfaits. (Il n'est naturellement pas
question de faire allusion 4 cet exemple dans l'enseignement élémentaire !).

Définition de la lonqm’m d’un segment. — 1, La longitcur du segment [ab] est
la classe d'équivalence A laquelle appartient le couple (a¢b) ; on la notera par |abl.

2. La structure d'ordre avant permis de définir la droite orientée. permet de défi-
’|. Celle-ci sera satisfaite lorsque, portant le point 8" du
coté dL a ou est b, avec (a, b) ¢ (d, &), b” est sur l'intervalle ouvert Ja’ &'].

. Nous définissons lg somme de deux longueurs, grace aux axiomes de ;,lh—
sement, et démontrons que cette opération est commutative 31 —I—Sz = b_ﬂ—{— o1.
Puis nous démontrons que la somme est associative, ce qui revient 3 montrer 1'égalité

61 (32 F 83) = (81 + B2) + 3.
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4. Enfin, pour introduire la soustraction, nous démontrons que 81 8 =38; +- 3
entraine § =%,

La droite comme groupe additif ordonné. — 11 suffit de prendre wune origine
quelconque sur la droite, et de définir a b et —a, pour tous les points. On vérifie
bien que l'ensemble est alors.muni d'une structure de groupe commutatif par rapport
a cette addition. On montre que cette addition est compatible avec l'ordre, c’est-d-dire
que si ¢ < b, ona ¢+ a < ¢ b pour tout c.

Remarquons que nous ne pouvons naturellement pas parler de multiplication ni
de division : les exemples donnés le montrent bien | Par contre, le développement de
la géométrie plane permettra de montrer que toute droite d’un plan posséde une struc-
ture de corps totalement ordonné.

Il faut avssi noter que nous n'avons pas stpposé qu'il existe toujours au moing
un point entre deux points donnés, par exemple un milien, Ceci est inutile, car cette
existence du milien sera démontrée commie conséquence de la définition d’un plan
associé a la droite,

iI. ETUDE DU PLAN.

A partir de l'expérience du pliage, on est amené 3 dégager certains axiomes que
nous allons énoncer.

Nous dirons quun ensemble TI est un plan associé & une droite A s'il satisfait
aux conditions suivantes :

Le plan est un ensemble de points que lon peut mesurer avec cette droiie.
Cela signifie qu'a tout couple (ab) de points correspond une longueur (prise dans
T'ensemble des longueurs des segments de A) que nous noterons encore labt. Nous
supposerons que, quels que soient les points a., b, ¢, de 1I,

I. Jab] =0, équivaut 3 ¢ = b,

2. lab| = 1bal.

3. fac| < lab] + [bel (inégalité triangulaire).

On peut désormais définir 1'égalité ou isométrie de detx sotts-ensembles A et .\
du plan TI ou de la droite A : une correspondance biunivoque entre les points de A
ct A’ est dite une isométrie si elle conserve les longueurs (Cest-a-dire que |a'b’| = lab|-
pour tout couple (ab) et son homologue (a'?’).

Définilion : On appelle droite du plan 1I tout ensemible de II isométrique a A,
On montre aisément qu'il existe sur un tel ensemble une seule structure de droite
compatible avec Ia distance définie dans IT, ce qui justifie le terme de « droite du
plan II ».

Axiome dappartenance. — Par deux points distincis passe une droite et une
seule. Clest-d-dire qu'étant donnés deux points distincts a et v de II, il existe une
droite et une reule, an sens précédent, qui contienne x et ¥,

Axiome de pliage (1). — Pour toute droite D du plan, il existe un partage de
I'ensemble T — D en deux ensembles IT; et II2 non vides tels que :

a) Tout segment [ab], ¢ étant dans I1; et b dans I 2, ait un point appartenant
a D

b) 11 existe entre 11;UD et 1T2UD une isométrie qui laisse invariant tout point
de D.

Remarquons que nous n'imposons pas & priori que ce partage soit unique, ni que
lisométrie entre 11 et 12 soit unique. Cette double unicité sera démontrée.

() A et B étant deux ensembles, nous rappelors qu'on note A —B l'ensemble des
éléments de A qui n'appartiennent pas 3 B, AUB l'ensemble des éléments qui appartiennent
soit 4 A, soit & B, soit aux deux, et A ) B ensemble des points qui appartiennent 2 la
foisa A et 3 B.
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Axiome des ﬁamllclt’s — Disons que deux droites sont parallcles si elles sont
identiques, ou bien si elles n’ont aucun point commun ; on notera ceci D/ D',

L’axiome des paralléles peut revétir de nombreuses formes qui de\'lennent equ'-
valentes lorsqu’on ajoute atux axiomes précédents un axiome de continuité ou méme
un axiome plus faible.

a) Pour toute droite D du plan II, il passe par tout point du plan au plus une
paralléle a D.

a’) La relation de parallélisme est une relation d’équivalence sur lensemble des
droites du plan IT.

a”) Il existe au moins un rectangle (ensemble de quatre points distincts abed tels
que ¢b L bc; bc !t cd ; ed L.da ; da L ab (la perpendicularité se définissant aisé-
ment a partir du phage comire nous le verrons)

6”) Tout ensemble de quatre points est contenu & Fintérienr d'un z‘rzangle (ces
deux derniers termes ayant ¢té préalablement définis).

a"”) Il existe au moins un vrai triangle abc tel que, si 8" et ¢ sont les milieux
de [ab] et [ac], on ait |bc| =2|b'c|.

Axiome d’4r(lzla;zede et axiome de continuité, — Nous ne les citerons que pour
mémoire, étant donné que T'on peut développer toute la géoméirie élémentaire sans
y avoir recours. Ces axiomes concernent la structure de la droite A.

Axiome & Archimede : quelles que soient les longueurs 31 et 32, oit 82 %o, il
existe un entier # tel que 31 < #da.

Axiome de continuité : pour toute suite de points a1, a2 ... a,, ... d’une droite
(par exemple A), telle que a1 <a2 < ... < 8, < ... < b ol b est un point fixe, il
existe dans l'ensemble des points.c¢ tels que a, < ¢ pour tout #, un point situé avant
tous les autres.

Cet axiome est trés restrictif. Lorsqu'il est satisfait, non seulement l'axiome
d'Archimede I'est aussi, mais le plan II est identique, soit au plan hyperbolique clas-
sique (ot 'axiome des paralléles n’est pas satisfait), soit au plan euclidien R2,

Remarque : Nous n'étudierons pas en détail la question de savoir, d’une part
quelles sont les droites A auxquelles on peut associer un plan Il, d’autre part s'il y
a unicité (a une isomorphie prés) du plan II associé & une telle droite A.

Signalons simplement que ces droites A sont celles sur lesquelles existe une
structure de corps compatible avec I'ordre et 'addition sur A, et telles que, pour tous

a et B appartenant a ce corps, Va® + b2 existe toujours. A une telle droite A corres-
pond alors un plan II et un seul.

DEUXIEME PARTIE
GEOMETRIE DU PLAN — DEPLACEMENTS — ORIENTATIONS

Conférence de M. Gustave CHOQUET, recueillie ¢t rédigée par Mlle Lucienne FF&ris

Géométrie du plan

THEOREME FONDAMENTAL. -— Dans un plan, soient trois points distincts a. b,
Lorsque [ac| = |abl 4 lbc| (1), les points a, b, ¢, sont alignés : par a et ¢ passe une
droite, »’x. Si elle ne contient pas b, il y a contradiction, car une autre droite exis-
terait, contenant b. En effet, 'ensemble constitué par la demi-droite #'a, le segment
[ab], le segment [bc] et la demi-droite cx est une droite du plan comme nous allons
le démontrer.

Nous montrerons que I'ensemble en question est une droite en montrant qu'il est
isométrique a Ja droite #"r. Définissons la correspondance biunivoque conservant les
distances : tout d'abord I'égalité (1) entraine I'existence sur [ab] d'un point & tel
que lab’| = |ab| et |b'cl=]bc|.
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A tout point s de x'a, associons le point s lui-méme ; de méme pour tout point
de cv. A tout point p de [ab], associons le point p’ de [ab'] défini par |ap’| = |apl,
et de méme pour tout point ¢ de [bc]. Il nous faut démontrer, pour tous point s. p, g
les égalités de distances |sp| = [sp'| et !pgi =Ilp'q].

1. Comparaison de [sp} et |sp'|. Si I'égalité n'avait pas liew, l'inégalité trian-
gulaire donnerait |sp| < {sal 4 lapl =Isp'|, Mais [pb] 4 |oc] = 1p'¥'l - lp'el. On
aurait donc [sp| +- |pbl ~F 1bel < |sc), ce qui est impossible.

2. Comparaison de |pq| et |#'¢’|.

S'il y a égalité, comme |pb| + |bg] = 1p's'| + [b'q], il v a bien isométrie,

Si I'égalité n’était pas vérifide, I'inégalité triangulaire donnerait

Ipal < |pb| - logl =1p'q.

Mais, en considérant la ligne polygonale apqc, on obtiendrait

|ac| < lap| - [pql + |qel.

Et, avec jap| = |ap’l. Ipql < |p'q| et lgc| =g’c|, on en déduirait lac} < lacl, 11
¥ a donc contradiction,

En conclusion énoncons le théoréme sous la forme : la condition néccssaire ot
suffisante d’alignement de trois points du plan cst que la plus grande distance de
deuv de ces points soit égale & la sonume des deux autres.

ETUDE DES REGIONS DETERMINEES PAR UNE DROITE, — D’aprés les axiomes,
rappelons que, étant donnée une droite quelconque D et un plan associé 1I, l'ensem-
ble (II — D) est partagé en deux ensembles IT; et IIa séparés et isométriques,
Nous allons étudier ces ensembles et montrer leur unicité.

a) Lemme. — L'isométrie entre (I 1UD) et (I12UD) peut se prolonger sur tout
le plan.

En effet, définissons une isométrie du plan sur lui-méme par la correspondance
suivante :

1) A tout a de (Il — D) associons son homologue a” dans I'isométrie qui existe
par hypothése entre IT; et Io,

2) A tout point de D associons le point lui-méme. Es-ce bien une isométrie de
tout le plan sur lui-méme ? Si @ et b sont deux points de (II;UD), la distance est
conservée, et de ménie si les deux points sont dans (IIsUD). Mais il nous faut consi-
dérer le cas oli @ et b sont, l'un, a. par exemple, dans II4, et I'autre, b, dans IIs. Te
segment [ab] coupe alors I en un point p. Sia’ et b sont les homologues de a 2t b,
on a [pb'| = |pb| et |pa’l=|pal, donc la't’| <la’pl - |pb’l = lab!. De méme, [&’h’]
coupe D en ¢ et |abl < lag| + |gbl = |a'h’|. D'ott |abl = la’b’]. 1 en résulte de plus
que p et g sont confondus.

Conséquence. — Cette isométrie transforme une droite en droite, un segment
en segment,

b) Théoréme : los ensembles Iy ot Ta sont convexes. — Nous voulons démon-
trer que. a et b étant deux points de 1, le segment [ab] n'a pas de point commun
avec D. En effet, si un tel point commun ¢ existait; en le joighant au transformé o’
de @ dans Iisométrie définie entre Tl et I, on aurait la'g| = |ag], et

la'] < la'q| + |qt]
(L'égalité est impossible car a et « étant distincts, g n'est pas sur [¢’b]). 11 vien-
drait done |a'b| < lagl + lqb| = lab|. Mais [@’b] coupe D en un point p et
lab| < lap| + lpbl = |a’p| -+ pbl = |a’b.
i1y a donc contradiction. Par suite ¢ n'existe pas.

¢) Conséquence : unicité de 1y of 12, — Disons que deux points de II —D
sont équivalents si le segment qui les jnint ne rencontre pas D. Ceci est hien une
relation d'équivalence. car 1) a thu ; 2) q L b entraine b N a - 3) la transitivité est
vérifiée. Or il n'v a que deux classes d'équivalence, qui sont 1Iy et IT.. Ainsi, un
point o de ITy définit TT; comme Pensemble des points b tels que [ab] ne rencontre
pas D.



Nous pourrons maintenant nommer 1y et Ha les demi-plans déterminés par la
droite D.

d) Thioreme : Fisométrie entre My cf 1la est unique. — Soit @ un point de Iy
et @’ son homologue dans une certaine isométrie satisfaisant aux axiomes. Le seg-
ment [aa’] rencontre D en un point p. Soit g un point de D distinct de p. On a
laa’| < laq] +-iga’l, donc lap! < lagl. [aq] est dite une obligue ; sa longueur lag!
est strictement supérieure 4 lapl. I en résulte que. a et D étant donnés, le point f est
parfaitement défini sur D comme point dent la distance 4 @ est minima. Ft a’ est par
sttite parfaitement déterminé dans toute isométrie satisfaisant aux axiomes. Une telle
isométrie est donc uniquement déterminée : on la nommera la symétrie par rapport
a D.

Conséqutences. — Ces notions fondamentales étant acquises. on peut déja retrou-
ver bien des raisonnements habituels de la géométrie. A ce stade peuvent étre établis
les principaux théorémes de la géoméirie de situation. Signalons les plus importants :

Démonstration de I'axiome de Pasch (axiome dans la construction de Hilbert),
Trois points a, b, ¢ étant donnés dans le plan, nommons cétés du iriangle abe les trois
segments [ab], [bcl, [cal. Nous énoncerons le théoréme sous la forme : Toute droite
du plan qui uc passe par aqucun des poinis a, b, c, rencontre o ou deny colés di
triangle.

La démonstration résulte immédiatement de la remarque que, ou les trois points
sont dans un seul des demi-plans déterminés par la droite, ou I'un des points est dang
un de ces demi-plans et les deux autres points dans Pautre demi-plan.

Ce théoréme s'étend & un polygonc fermé quelconque, défini comme ['ensemble
des permutations circulaires d'une suite finie ordonnée de points, distincts ou non, du
plan. Ces points étant a1, as, ... ai, ... (i défini mod. n) les segments [aijai 1]
sont les cotés du polygone. L'énoncé est alors : Une droite D ne passant par auctn
des sommets étant donnée, le nombre des cités qui rencontrent D est toujours pair.

Signalons encore le théoréme de Jordan qui concerne les polygones fermés sans
points doubles, c'est-a-dire tels que les sommets soient distinets deux d deux, et que
deux cotés quelconques non consécutifs soient disjoints.

Théoréme de Jordan : Etant donné un tel polygone, son complémentaire (c'est-a-
dire Pensemble des points du plan qui ne sont pas sur un c6té), se partage en deux
ensembles Q1 et Q2 tels que :

1. Deux points d'un méme ensemble Q; peuvent étre joints par une ligne poly
gonale entiérement contenue dans cet ensemble.

2, Au contraire, toute ligne polygonale joignant deux points non situés dans le
meéme ensemble Q; rencontre au moins un des cotés.

3. Tout triangle contenant un point situé sur un des cbtés contient des points
de chactine des deux régions Qi. Clest dire que la réunion des cotés forme une fron-
tiére des deux régions,

Nous ne ferons pas ici la démonstration, longue et délicate, de ce théoréme qui
n'est pas essentiel pour notre étude.

Voici maintenant un énoncé qui est un cas particulier d'un théoréme relatif
aux polygones convexes :

Théoréme : Si trois points o', V', ¢’ sont ¢ Uintérieur d'un triangle abe, le péri-
metre du triangle a'b’c’ est inféricur & celui die triangle abe, (Démonstration clas-
sique). ]

Cet énoncé peut se généraliser un peu en remplacant le triangle abc par un poly-
gone fermé sans point double (aprés quec l'on a défini l'intérieur d'un tel polygone).

Perpendiculaires et obliques

Définition. — Une droite D est dite perpendiculaire i une droite D’ si elle est
invariante dans la symétrie par rapport 3-D’ et n'est pas confondue avec D"
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i1 faut noter que, par cette définition, la relation de perpendicularité n'apparait
pas comme symétrique,

Nous démontrons immédiatement que D, perpendiculaire & D', rencontre D', En
effet, si a est un point de D non situé sur D’, le symétrique o’ de @ par rapport 4 D’
est situé sur D, donc aussi le segment [aa’] lequel rencontre D).

PROPRIETE CARACTERISTIQUE EN TERMES DE DISTANCES, — Soit p le point com-
mun 4 D et D’, ¢ un point de D et b un point de IV, choisis tous deux distincts de .
Nous avons déja vu que I'oblique [ab] vérifie l[ap| < labl et que cette inégalité,
vraie quel que soit & sur I, caractérise le point p sur D° done, par un point non
situé sur une droite D’ passe une perpendiculaire & cette droite et une seule.

SYMETRIE DE LA RELATION DE TERPENDICULARITE, — Supposons encore que D
soit perpendiculaire 4 D’. Nous voulons prouver que D’ est perpendiculaire 4 D.

Nous savons déjd que D’ et D sont distinctes. II nous suffit de vérifier que 2,
projection sur D’ des points a de D, est aussi la projection sur D des points de D'
Soit donc & un point de D’ autre que p ; il a une projection g sur D. Si ¢ était dis-
tinct de p. il ne serait pas sur D’ ; donc il serait distinct de son symétrique g par
rapport a D’ et l'on aurait |bg} = 1bq’| ; mais ¢ satisferait alors aussi bien que q 2 la
condition de minimum de distance qui caractérise le pied de la perpendiculaire. Donc
q’ et g sont confondus et coincident avec p.

Ainsi, la rclation de perpendicularité est symétrigue. Mais, naturellement. elle
n'est pas réflexive (puisque D n'est pas perpendiculaire 3 elle-méme), ni transitive !

THIOREMES SUR LES OBLIOUES, — Dans Ja figure précédente, [ab] est obligue par
rapport & D et par rapport & IV'. Sa longueur cst fonction strictement croissante
dune part de |pbi, dautre part de Ipal.

Pour le démontrer, nous pouvons nous borner & considérer des points b d'un
méme c6té de p, puisque le symétrique de b par rapport 4 D est & la méme distance
de a que b. Soient donc deux points b et ¢ de D, situés d’'un méme coté de p et tels
que [pb| < |pcl. Nous associons au point ¢ son symétrique @’ par rapport 4 D’ et
considérons les triangles isocéles aba’ et aca’. Le point b étant sur [pc] est intérieur
au triangle aca’, et le théoréme sur les périmétres donne

|aa’l + 2 |ab] < laa’| - 2 |ac|. donc ab] < |acl.

Comme nous I'avons déja remarqué, cette fonction strictement croissatite
#=7(y) entre x=|pb} et v=|ab| conserve la structure d'ordre entre les derai.
droites + << O et 4 < {u/rg, mais sans réaliser nécessairement un isomorphisme sur
ces demi-droites. Nous pouvons retarder le moment de soulever ce probléme qui
nécessite l'introduction de nouveaux axiomes, et nous allons poursuivre Iétude des
conséquences des axiomes déjd introduits.

| PERPENDICULAIRE MENEE D’UN POINT A UNE DROITE. — Soit une droite I et un
point ¢ du plan. Nous avons démontré, lorsque a est hors de D, l'existence et I'uni-
cité¢ de la perpendiculaire menée de ¢ 3 D. Nous supposons donc @ sur D,

I. Existence d'une perpendiculaire D’ a D passant par a.

Considérons un point & de la région 14, et, sur le prolongement de [bal. pre-
fons le point ¢ défini par |bal ==lac|. Soient b’ et ¢’ les symétriques de b et ¢ par
rapport & D, Si b’ est confondu avec ¢, la droite be convient, Sinon, soit D’ Ia per-
pendiculaire menée de a 4 la droite cb’, perpendiculaire qui existe bien puisque a
n'est pas sur ¢b’. Cette droite D’ passe au milien p de ¢’ puisque les obliques ac et
ab’ sont égales : ces points ¢ et b’ sont donc homologues dans la symétrie par rap-
port & D’. Dans cette méme symétrie, a est invariant et cab donne &ac’, Donc [60"]
donne [cc']. et par suite de I'isométrie, le milieu g de bb’ est homologue du milieun »
de cc’. Mais g et » sont sur D. Donc D, qui passe par deux points homologues dans
la symétrie par rapport 4 D', est perpendiculaire sur IV, D'aprés la symétrie de la
relation de perpendicularité, D’ est done bien perpendiculaire sur D,



_._.23 —_—

2. Unicité de la perpendiculaire menée de « sur D.

Pour montrer qu'il n'y a pas dautre perpendiculaire menée de a & D que la
droite D, caractérizons les points de D’ parmi les points du plan : utilisons le couple
g, r de points de D équidistants de a. Si un point m est sur D', les obliques #ig ct
ar sont égales, Si un point 1 n'est pas sur D', I'un des segments [sq] ou [nr] coupe
D’ en un point m, soit par exemple [nr]. Alors I'inégalité triangulaire donne

lar| = | - (| == ] - [img]| > ng| et na n'est pas perpendiculaire 4 D. Tl ne
peut donc pas exister plus d’une perpendiculaire & D passant par a.
Corollaire. — Introduisons, par la définition ordinaire, la symétrie par rapport

a un point. 1l résulte de la premiére partie de la démonstration précédente que le
produit d’une symétrie par rapport & une droite D ot d'une symétrie par rapport i
un point a de la droite D est une symétrie par rapport & la perpendiclulaire mence
de a & la droite D,

Et Tunicité de la perpendiculaire permet d'énoncer la réciproque : le produit des
syméiries par rapport @ deux droites perpendiculaires est une symétrie par rapport
au point commun & ces droites.

Nous pouvons aussi énoncer le théeréme qui introduit la médiatrice d’un seg-
ment : élant donnés deux points a et b, Pensemble des points m définis par yma|=!lmb|
est, ou bien une droite perpendiculaire & ab en son milieu, ou bien est vide.

On peut ici admettre 'existence d'un milien pour tout segment, mais si nous
introduisons l'axiome des paralléles, cette existence sera démontrée grace au théo-
réme de Thalés.

ParaLrntrisMe. — Nous avons déjd défini le parallélisme comme relation d'équi-
valence. Rappelons la définition :

Définifion : Deux droites sont paralléles si elles sont confondues, ou si elles
n'ont aucun point commun,

Théoréme d’existence : Par un point il passe au moins une droite paralléle i une
droite donnée : si le point donné a est sur la droite D, cette droite elle-méme convient.
Sinon, il suffit de considérer la droite D’ perpendiculaire a la perpendiculaire A
menée de ¢ sur D. L'unicité de la perpendiculaire & A passant par tout point démontre
que D et D’ n'ont pas de point commun,

wdxiome des paralléles : Par un point, il passe au plus une paralléle & une droite,

Finalement, il en passe une et une seule.

Théoréme : Si deux droites sont paralléles, toute perpendiculaire & Punc est
perpendiculaire a Vautre,

En effet, soient D et D’ deux paralléles. Une perpendiculaire A 3 D, coupant D
en p. rencontre D’ (puisque par p ne passe qu'une paralléle & D) en un point ¢, ct
la perpendiculaire & A en ¢/, étant paralléle A D, est D".

Etude d'une configuration importante, — Complétons la figure précédente en
considérant la droite D” symétrique de D’ par rapport 4 D, ainsi que le point ¢”
symétrique de g. Il est immédiat que D” est paralléle 4 D (puisque les points de D
sont invariants dans la symétrie), et a D’ (unicité de la paralléle). Coupons alors D
en un point quelconque a par une droite quelconque 8. Celle-ci ne peut pas étre paral-
lele & DY, ni @ D" ; elle les coupe en des points &° et §”. L'ensemble formé par la
réunion de D et D” est invariant dans la symétrie par rapport & D et aussi dans la
symétrie par rapport a la perpendiculaire menée de @ aux droites D, D* D", donc il
est invariant dans le produit de ces symétries. ¢'est-d-dire la symétrie par rapport an
point a. Donc, sur toute sécante, le point a d'intersection avec D est milicu du seg-
ment b'b” joignant les points d'intersection azec D' et D”.

«Corollaire : tout segment posséde un milien. — Soit [ab] un segment quelconque,
Sur une demi-droite issue de a, portons |ap] = |pgq| et joignons bq. Cette droite, par
symétrie par rapport au point p, donne une droite D passant par a et paralléle a gb.
(En effet, nous l'obtenons comme perpendiculaire a la perpendiculaire A menée de p 4



— 24 —

yb). Cette perpendiculaire A nous permet aussi de mener par p la paralléle D’ a gb. Or
les droites gb et D sont symétriques par rapport & D', et ab ne peut étre paralléle i
D". Done D’ coupe ab en un point qui, d'aprés le théoréme précédent, est milien
de [ab].

Théoréme : Les scgments de perpendiculaives communes & deux droites paralld-
les ont méme longueur. Cette longueur est la distance des paralléles.

En effet, considérons les perpendiculaires [p4'] et [gq’] aux deux paralléles don-
nées D et D', Le milieu de pq existe : soit i ce point. La perpendiculaire A en i a D
est axe d'une symétrie dans laquelle {pp’] et [qq’] sont homologtes, car la symétrie
conserve la perpendicularité (définie par un minimum de distances), et D’ est inva-
riante. Par suite, |pp’| = |qq’].

(Notons que la symétrie par rapport & un point permet d'obtenir le résultat pour
deux segments paralléles obliques sur les droites).

Nous atteignons maintenant la notion de paralléles équidistantes, d'out le théo-
réme de Thalés concernant des rapports entiers ou rationnels, On en déduit exis-
tence d'un peint divisant un segment dans un rapport rationnel quelcongite.

Notion d’orientation

Théoréme : Etant donnés dans le plan deux ensembles isométriques quelconques
A et A, et une isométrie de A sur A’ : w1’ = T(m), on peut prolonger cette isomé-
trie 4 tout le plan, Autrement dit. on peut trouver une isométric @’ = @ (a) du plan
sur lui-méme telle que sa restriction & A soit T.

Four démontrer ceci. nous allons prouver que T est un produit de symétries,

Soit @ un premier point de A. Le point o' = T(a) peut étre ou non confondu
avec . Sl ne I'est pas. ncus faisons subir 3 A la symétrie par rapport a la média-
trice D1 de [aa], et nous comparons les ensembles A1 et A”. Soit b un second point
de A, &' et b1 ses homologues dans A’ et dans Aj. Si ces deux points ne sont pas
confondus, nots transformons A; en A2 par la symétrie autour de la médiatrice de
b'b1, droite qui passe nécessairement par a’. A’ et Ae ont done deux points Tiomoln-
gues communs, ¢ et p’. Mais une isométrie qui conserve deux points est nécessaire-
ment 'identité ou la symétrie par rapport  la droite joignant ces deux points, donc
A’ et A, ou coincident, ou dérivent 1'un de 'autre par une troisiéme symeétrie aprés
laquelle trois points homologues non alignés sont confondus. (Tous les points homo-
logues coincident alors, puisqu'une médiatrice ne peut passer par trois points non
alignés).

Donc, la transformation T est le produit de trois symétries au plus, produit qui
transforme le plan en lui-méme. Pour étudier une isométrie, on peut donc se borner
a une isométrie du plan sur lui-méme T(z).

DISTINCTTON DES ISOMETRIES DIRECTES ET INVERSES. — L'isométrie T(m) est
dite directe si elle est égale au produit d’un nombre pair de symétries

T=SQD.SQD 1. ...5:.5,
et elle est dite inverse si elle est égale au produit d’'un nombre impair de symétries
T==S2,41.52, ... S2.S:.

11 nous faut démontrer que ces deux cas s'excluent : une isométrie T (%) ne peut
&ire a la fois directe et inverse. Sinon, la transformation produit T.T—1! serait le pro-
duit d'un nombre impair de symétries : or c'est la transformation identique : nous
sommes donc amenés 4 démontrer le théoréme : 'identité w'est pas produit dun noim-
bre tmpair de symélries.

1. L'identité n'est évidemment pas une symétrie.

2. L'identité n'est pas un produit de trois symétries.

En effet, si I'on avait (notant les symétries par leur droite invariante)

: D.D:;.Dy =1,
ce qui équivaut & D2Dy = D, tout point m de D serait invariant par D2D;, donc Da



et D1 devraient étre médiatrices des mémes segments [mm'] et ne pourraient étre
distinctes:

3. Lemme : Le produit de deux isoméiyies, qui sont chacune produit de deux
symétries, est un produit de deux symétries.

Soient en effet Ty =D2.D; et Ta="D"2.D'1. On démontre que le produit de
deux symétries peut étre remplacé par le produit de deux autres, le premier ou le
deuxiéme axe de svmétrie, au choix, pouvant étre assujetti & passer par un point
arbitrairement choisi, On peut alors faire coincider les axes de la deuxiéme symétrie
facteur de T1 et de la premiére symétrie facteur de T2 suivant une méthode clas-
sique.

En conséquence de ce lemme on peut. sans changer la parité du nombre de symé-
tries dont 'isométrie est produit, ramener le nombre des symétries 3 étre inférieur
2 4. Le théoréme est donc démontré.

Angles orientés. — Pour atteindre cetre notion, nous allons d’abord définir un
angle. T1 semble peu en accord avec Uintuition de I'angle de le définir comme ensem-
ble de points, intersection de demi-plans ; nous préférons une définition dans laquelle
un angle sera une figure constituée par un ensemble de demi-droites issies d’un point
{ouvertes ou fnrmees) D’une fagon précise, définissons d’abord un angle plat : ensem-
ble des demi-droites issues d'un point @ et contenttes dans 'un des demi-plans déter-
minés par une droite passant par e. Un angle quelconque est alors, par définition.
Pintersection de deux angles plats (ensemble non vide seulement si les sommets sont
confondus).

Un angle posséde deux cotés gqui sont deux demi-droites issues du sommet ; un
angle est dit orienté quand on a ordonné P'ensemble de ces deux cotés. .

Angles de méme sens. — Soient d’abord deux couples de demi-droites perpen-
diculaires prises dans un certain ordre : Dy, D2 et D'y, D's. Ces deux ensembles sont
isométriques d’une facon unique. Si Uisométrie qui prolonge cette correspondance a
tout le plan est.directe. nous dirons que les deux angles droits orientés correspondants
sont de méme sens. Si, maintenant, nous considérons detx angles quelconques, DiDsx
et D’;D’s, nous associons au premier Pangle D1A. A étant la demi-droite perpendicu-
laire & D1 dans le demi-plan qui contient Ds, et de méme pour D’yID’s auquel nous
associons D'1A’. Les angles primitifs sont dits de méme sens si les angles droits
associés le sont. On montre que si deux angles égaux sont de méme sens. 'isométrie
entre ces angles est directe, et inversement.

Diéplacement contintt, — Nous arrivons A la notion de déplacement contmu par
le théoréme : Quand une isométric du plan sur lui-méme cst divecte, il existe unc
famille d’isométries directes, dépendant continuellement d’un paraméire, reliant cette
isométrie & Pidentité.

Comment obtenir une telle transformation T(a), 0<a < 1, telle que T(o) =1
et T(1) =T ? Une isométrie directe est produit de deux symétries. Pour que le trans-
formeé de tout point varie d'une facon continue avec un paramétre =, il suffira de
faire varier continuement les axes des svmétries pour les amener & coincider.

Théoréme réciproque : Dans une famille continue d’isométrics. celles-ci sont
toutes directes ou toutes inverses.

En particulier. si une famille continue d'isométries contient I'identité, toutes ces
isométries sont directes.

Clest le résultat qui remplace I'emploi du bonhommie d’Ampére. du tire-bouchon
et autres appels intuitifs a la distinction entre droite et gauche -d'un observateur, pro-
cédés. qui ne sont pas du domaine des Mathématiques.

INDICATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS ULTERIEURS. — Ce qui précéde permet de
reconstituer les parties de la géométrie élémentaire oit P'on rn’utilise que la structure
d’ordre de T'ensemble des longueurs et I'addition de ces longueurs.

Pour obtenir les théorémes tels que le théoréme de Pythagore, il v a intérét a
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définir ensuite, dés que possible, la multiplication et la division des longueurs. On
choisit pour cela arbitrairement une longueur & non nulle que I'on appellera wnité. Si

J a B .
a et b sont deux autres longueurs, le rapportzsera défini comme une quatriéme lon-

gueur x obtenue comme suit :

Soient Ox et Oy deux demi-droites perpendiculaires. On porte sur Oy les points
A et B tels que |OA| =a et |OB|==C ; puis on porte sur Ox le point D tel que
}OD| =3. Si on désigne par X l'intersection de Or avec la paralléle & BD menée
par A, x sera par définition la longueur |OX|.

A partir de 14, on définit aisément le produit (a.5).

On démontre ensuite que ce produit posséde toutes les propriétés classiques, Ceci
peut se traduire par le fait qu'il définit sur toute droite, joint 4 I'addition, une struc-
ture de corps commutatif totalement ordonné,

Géoméirie dans Lespace. — Nous dirons qu'un ensemble E est un espace a trois
dimensions associé 4 une droite A donnée si :

1) E est mesuré par A (mémes définitions que dans le cas du plan).

2) Par deux points distincts passe une droite et une seule.

3) Par trois points quelconques passe au moins un plan (c'est-a-dire un plan
associé 4 A au sens défini précédemment. jusqu'a I'axiome des paralléles inclusive-
ment).

4) Pour tout plan I1 de E, il existe un partage de (E— II) en deux ensembles
non vides Ey et Es tels que tout segment joignant un point de Eq et un point de 15,
rencontre II.

Ce dernier axionie est équivalent au suivant :

4) Si deux plans ont en commun un point, ils ont en coinmun au moins un autre
point,

L'étude de I'orientation dans I'espace peut se calquer sur 'étude que nous avons
esquissée pour le plan,

Cette étude sera développée davantage dans un travail qui paraitra dans un
recueil d'exposés relatifs 4 l'enseignement des Mathématiques et publié par la « Com-
mission internationale pour I'étude de I'enseignement des Mathématiques »,

A propos de l'orientation

Au cours de la discussion, Mme AYRAULT, professeur au Lycée Jules-Ferry, a
bien voulu nous entretenir d'un travail qu'elle a consacré 3 ce sujet.

Mme AYRAULT, se proposant d'exclure a la fois I'observateur-repére et le repére
absolu, cherche a définir deux classes de correspondances destinées 3 caractériser la
conformité et la non-conformité de sens. Elle énumére les conditions que requiert
l'intuition la moins exigeante : cohérence de la définition, « régle des signes », con-
formité du sens d’un élément avec lui-méme, existence d’éléments de sens contraires.
11 sagit de satisfaire & ces conditions aux moindres frais : le choix de la relation
« entre » comme notion primitive et 1'introduction de « chaines de correspondances »
permettent de reconstruire la notion d'orientation 3 partir de trois axiomes.

Note du rapporteur. — 1. excellente étude de Mme AvRAULT, étude qu'elle avait
exposée a ses propres €léves, et qui nous avait été signalée par M. BoULIGAND, a été
publiée dans la Rezue Générale des Sciences, tome LX. n°* 3-4, 1933 (S.E.D.E.S.. 3,
place de la Sorbonne, Paris, V*). sous le titre ;: « L'orientation considérée indéper-
damment des axiomes de congruence et de parallélisme ».
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Rapport sur la faiblesse en Calcul
des ¢éléves qui sont entrées en 6° au mois d’octobre 53

La premicére heure de classe a été consactée a des exercices de calcul sur les
tables d’addition et de multiplication. Les éléves ont eu a revoir ces tables pour la
deuxiéme séance. I'interrogation avant été faible, une nouvelle révision a été impo-
sée avec le conseil de se faire interroger dans la famille en vue d'une interrogation
écrite.

il.interrogation écrite a eu lieu du 10 au 13 octobre. Les questions étant posées
oralement, mais lentement, les éléves devaient écrire la réponse seulement.

Texte de l'interrogation écrite en caleul :
17 Quel est le produit de :
9 X7 gX6 7 X8
2" Par quel nombre {faut-il multiplier :
8 pour avoir 72 3
7 pour avoir 42 4
4 pour avoir 30

6X3 X092

pour avoir 27
pour avoir 24

3" Dans quelles tables de multiplication trouve-t-on les nombres :
367 357 247 567 72 ?
4" Trouver la somme de :
17 7 23 +- 8 849 18 1 19
11 v a eu 119 éléves interrogées. Voici le tableau des résultats :

15+ 12

Classes | of. |* | 2 g | 41| <1 [60uf8oujiof TOTAL
2 f, | = f. 9 f. | et plus
D% .. | i 3 3 i 7 B | 30 éleves - 3 abs 42
¥ % enana . | 6 o s 0 o 8 l |39 éléeves 4 2 abs == 41
|
08 gy ool | O 4 4 5 3 It 5 | 7 |41 éleves 41
: i
!
Total....| 4 o Lt 5 15 22 16 22 |110 éléves 124

Cette faiblesse en calcul n'est pas nouvelle. mais elle va en s'accentuant chaque
année,

Je l'attribue A la trop grande difficulté des problémes proposés pour l'examen
d'entrée.

Cette difficulté est telle que maitres et éléves — et parents — préparent dans
l'angoisse le « concours d'entrée en 6° », comme s'il s’agissait du concours de Poly-
technique, an lieu de se limiter aux exercices simples et utiles qui donneraient aux
enfants la culture et les habitudes indispensables pour faire de honnes études du
second Degré,

Mlle Gevrowsky (Lycée Montaigne),
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COMPLEMENTS D’ALGEBRE et
GEOMETRIE DESGRIPTIVE

Classe de Premiére technique 465 Frs

CATALOGUES N° 3 C.C. ET N° 5 LYCEES ET COLLEGES
ENVOYES SUR SIMPLE DEMANDE

18, rue Monsieur-le-Prince, PARIS ViI°




‘ EDITIONS DE GIGORD, |5 rue Cassette, Paris (6°) !
|
Nouveau Cours de Mathématiques |

par
Pierre BOUTIN

Ancien éléve de I'Ecole Normale Supérieure
Professeur agrégé au Lycée Janson-de-Sailly [

i Vient de paraitre

MATHEMATIQUES
CLASSE DE QUATRIEME

(Enseignement secondaire)

In-8° carré, cartonné . . . . . .. ... ... ... ... 550 f.

| Rappel

MATHEMATIQUES
‘ CLASSE DE SIXIEME

' (Enseignement secondaire et cours complémentaires)

Petit in-8° cartonné . . . . . . .. . ... .. ... .... 440 f.

Le livite du meaitre. . . . . . . . . ... .. ........ 700 f. |

MATHEMATIQUES |
CLASSE DE CINQUIEME |

(Enseignement secondaire)

In-8° carré, cartonné . . . . . . . ... . ... ...... 475 f.

Lelivivedumaitre. . . . . . . . . .. ... ....... T750°¢.

‘ Cours simple @ Nombreux exercices @ Index alphabétiques |
) Présentation claire @ Typographie soignée
(A




Couverture page III

— ANNALES VUIBERT 1953 }—

1° Annales du Baccalauréat

paraitront en 1953 comme les années précédentes
et auront la méme étendue. Scrtie des presses :

fin novembre.
Elles comporteront :

I° La partie officielle :
sujet «unique», sujets d'Alger, sujets de ['Union
francaise et de I'Etranger ;

2° Des sujets-type :
établis par des Professeurs ayant, depuis de
nombreuses années, I'habitude de fournir des
sujets & leurs Offices du Baccalauréat.

2° Annales du B.E.P.C.

Paraitront fin novembre.

3° Annales des Ecoles Normales

Pargitront en décembre.

En raison du « sujet unique », méme conception
que pour les Annales du Baccalauréat.

4° Annales de Propédeutique

Paraitront fin décembre.

LIBRAIRIE VUIBERT, 63, Boulevard St-Germain, PARIS 5¢ L
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EDITIONS DIDIER & RICHARD

GRENOBLE (Isére)

COURS DE

MATHEMATIQUES

ROUX & MIELLOU
Professeurs ait Lycée de Grenoble

Programmes du 18 avril 1947
Tarif juin 1953

Arithmétique 6° . . . . . .. ... .. . . .
Dessin Géométrique 6° et 5° . . . .
Géométrie 5° et 4° . . . ... ... ...
Arithmétique 5° . . . ... .. . . . o
Arithmétique et Algébre 4° = ... .
Arithmétique et Algébre 3°

Géométrie 3° . . ... ... ... ... ... ...

Compléments d’Algébre et de Géométrie
Géométrie 3° Moderne court . . . . . .
Algébre 2° ABCM. ... .. . .. . .
Géométrie 2° AB.CM. = = .. . .
Algébre 1" AB. .. ... .. .. . . . . .
Algébre et Trigonométrie 1" C.M. . = .
Géométrie 1" AB.CM. .. . ... . .. ...
Questions de Cours de Mathématiques du
Baccalauréat, 1” partie, A.B.C.M. .. ..
Nouveauté :
Géométrie 5°, 4°, 3° (pour les Lycées, Col-
leges et Cours Complémentaires), car-
tonné

220
125
360
295
300
320
295

100
500
465
180
440
4490

340

800




