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Sur la nécessité de réformer nos méthodes

Cette nécessité est plus impérieuse que jamais & cause, d’abord, de la persisiance
4 la baisse du niveau des études, et, ensuite, du danger de croire que Uon peut remé-
dier & cette situction en allégeant les progrommes. 11 est indéniable que nos collégues
de Mathématiques Supérieures, et méme de Mathématiques Spéciales, se plaignent
constamment de ce que leurs éléves calculent moins bien que dans le passé, et nous-
mémes, en Mathématiques Elémentaires, devant Pincapacité de nos éléves 3 calculer,
sommes de plus en plus portés i considérer la classe de Mathématiques comme une
classe. d’initiation au calcul, ce qui, avoucns-le, est inadmissible. Tl est non moins
indéniable que, si I'on écoute les parents, ou des journalistes qui n'y entendent rien,
comme ceux, par exemple, qui voudraient bien régler 4 leur fantaisie le sort de nos
vacances — comine st les vacances des professeurs ne devaient pas étre exactement
celles de leurs éléves —— oft en arrivera-t-on, de suppression en suppression ? Il ne
faudra certainement pas un quart de siécle pour que le programme de Ia classe de
Mathématiques ne devienne le programme actuel de la classe de Quatriéme.

Au moment ol les progrés de la Science sont de plus en plus marqués, en quan-
tité et en qualité, n’est-il pas contradictoire, donc déraisonnable et maladroit, de
vouloir diminuer le bagage de nos éléves ? 1] n'est pas question non plus de vouloir
aggraver leur besogne, car le surmenage étant contraire au but poursuivi, est 4 éviter
coiite que cofite. Il n’est nullement contradictoire, & mon avis, de maintenir, et, au
besoin méme, d’augmenter le bagage de nos éléves et en méme temps de simplifier
leur tiche pour l'acquérir.

Il semble donc que le but & wiser et & atteindre soit dobtenir un maximum de
rendement avec un minimum de fatigue, et, j'ajouterai méme, pour une quantité de
maticre déterminée, dans un minimum de temps et avec des chances plus grandes
d’assimilation. 11 y faut comme condition que les programmes wmettent wmieux en
vedette Uunicité des Mathématiques, donc que les comstructeurs de ces programmes
s'ingénient & réuniy et non & disjoindre, comme il a été fait dans le passé. Comme
on le voit, le sort d'une réforme intelligente de nos facons d’enseigner est ainsi lide,
qu'on le veuille ou non, 3 la rédaction des divers paragraphes du programme.

Pour ne donner quun exemple, et sans m’interdire absolument d’en effleurer
d’autres au cours de cette étude, on peut, en un mois, dans une classe de Troisiéme,
exposer aux éléves tout ce qui concerne en algébre les premier et second degrés si
toutefois le texte correspondant du programme est ainsi libellé ou de toute maniire
approchante, le but étant de réunir tout ce qui peut P'étre, ne I'oublions pas :

Etude du bindme du premier degré ar 4 b et du trindme du second deyrs
ax® 4= ba - ¢ : leur comparaison & 2éro (équations et inégquations du premier el Ju
second degrés & ume inconnue), lewr comportement quand r varie (variation du
bindme ax b et du trindme ax? 4 bx + c).

Quandion a fait remarquer  I"éléve que rien nest plus simple que de comparer 3
zéro un produit de facteurs pourvu que la, comparaison de chaque facteur 3 zéro
soit assurée, on a immédiatement la marche 3 suivre pour développer le texte ci-des-
sus. Tout effort en algebre élémentaire, la seule évidemment qui compte ici, ne
consiste-t-il pas & montrer la possibilité ou I'impossibilité de la mise en facteurs et,
dans le premier cas, de faire donner & cette possibilité son maximum ? Comme
celle-ci est assurée le plus souvent quand on a affaire & une différence de deux carrés,
on voit que la possibilité sera acquise dés que I'on aboutira & unc différence de deux
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carrés et que l'impossibilité se révélera quand, cherchant une différence de deux car-
rés, on aboutira 4 une somme de deux carrés, tout au moins en ce qui concerne le
second degré, 1l ne sera peut-étre Pas mauvais alors, avec des exemples du genre
de x#* - 4, pour parer & certains dangers, de montrer aux éléves que P'on peut avoir
ici un produit et qu'il est inutile, quand on a deux facteurs, de pousser plus loin. La
possibilité d’avoir, pour une expression telle que x* -} 4, 4 la fois une somme et une
différence de deux carrés, va les surprendre trés certainement et les demandes d'ex-
plications ne se faisant guére attendre, il sera bien difficile de ne pas les satisfaire.

Revenant au texte du programme mis en avant, donnons quelques détails sur les
facons possibles de le développer avec la condition qu’il s'agit de réunir et non de

4 " . b b
séparer. ax - b étant mis sous la forme a (x -~ —) ou a( — #’) en posant — — —x’,
a a

Iétude du bindme ar + b ( équation, inéquation et variation) est Iaffaire de quelgues
instants, ce qui, agrémenté d’exemples bien choisis, sera assimilé par I’éléve aussi
bien et méme mieux qu'en Jui présentant cette méme matidre sous forme plus ou
moins disloquée. Quant 4 la représentation graphique du binéme (les coordonnées
cartésiennes ayant été antéricurement exposées comme applications des nombres algé-
briques et de la relation de Chasles), elle devient presque immédiate si Lon a traité
d’abord la réciproque habituelle 3 propos du théoréme de Thalds, comme exemple
illustrant ce théoréme, ce qui fournit, par ailleurs, une belle introduction & la notion
de fonction.

[Disons, au passage, qu'il ne serait peut-étre pas maladroit d’initier les éléves le
plus t6t possible & cette notion, dés qu'apparaissent en géométrie des couples de quan-
tités variables dépendant T'une de l'autre ; en faisant de l'un des éléments du couple
un chef (qui commande) et de I'attre un subordonné (qui obéit), on rend plus sym-
pathiques a 1'éléve les mots de variable indépendante et de fonction. Du reste, Iillus-
tration d'une notion d'algébre par des exemples empruntés i la géométrie ne crée-
t-elle pas un climat plutét favorable & la réunion qu’d la dispersion 7 Au surplus,
quelle belle occasion d'introduire les fonctions circulaires quand on étudie en géo-
métrie les dépendances qui existent entre la longueur d’une corde d’un cercle et 'un
des arcs interceptés, entre la longueur de 1a corde et sa distance au centre, donc entre
cette derniére et l'un des arcs interceptés !].

L’étude du bindme étant achevée, il ne faudra pas longtemps & ['éléve pour savoir

A
résoudre les équations ayant les formes ABC =o, 1—3———0, et les inéquations ayant
A A Kl
les formes ABC > 0, ABC < o, B > o, B < o, ou A, B, C sont des bindmes du

premier degré. Au surplus, la liaison avec le second degré est assurée. En effet, pro-
poser ensuite aux éléves une équation telle que (2 —3) (x - 5) =0 va conduire,
de la part de quelques-uns, 3 une résolution immédiate, de la part de beaucovp d’au-
tres, au développement du premier membre, ce qui, tout en étant maladroit, permet-
tra de montrer aux premiers quils viennent de résoudre une équation du second
degré et aux seconds qu'il est dangereux, sans raison valable, de développer un pro-
duit isolé, sous peine, comme c’était le cas ici, de remplacer une lumiére éblouissante
par une obscurité compléte. C'est alors qu’en proposant aux éléves la résolution d’une
€quation de la forme ax? 4- by L c =0, de préférence avec @, b, ¢ numériques
pour commencer, il ne leur faudra pas longtemps pour trouver la marche & suivre.
Naturellement, on visera plus grand, toujours par souci d’'unité, en s'attaquant direc-
tement au trindme ax? -4~ bx 4 c. Plutdt que de recourir an procédé classique de
recherche des formes canoniques diverses du trinéme, il est beaucoup plus éducatif,

b
4 mon avis, de faire constater 3 FPéléve que le nombre #° — — - qui annule le
a

bindme ax - b ayant joué le role principal dans I’étude du binome, il peut étre de
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méme intéressant de faire appel 4 un nombre analogue pour ax2 - bx -} ¢, donc
annulant ax? 4 bx + ¢, en supposant naturellement que ce nombre existe. Ceci con-
duit assez vite, tout en excitant la curiosité de 1'éléve, ce qui est excellent pour
capter et retenir son attention, aprés avoir écrit le trindme sous la forme
(ax2 + bx + ¢) — (as’ + b’ + 0),

ce qui donne (¥ —x«") (ar + av” - b), & prouver que lexistence d'ume racine
entraine existence d’une deuxiéme, et de pas davantage, & établir @ priori les rela-
tions entre les coefficients et les racines et 4 en déduire les formules de calcul des
racines par la recherche de deux nombres connaissant leur somme et leur différence,
ce qui n'implique aucun contact avec les systémes d’équations. En outre, tout ceci
assure en méme temps la discussion de l'existence des racines et, comme la mise
sous forme canonique a (a— 2”) (x —2") est acquise dés le début, on a en méme
temps, 4 trés peu pres, Vintuition aidant peur le reste, le signe du trinéme et la
résolution des inéquations du second degré,

A ce moment-13, il ne sera peut-étre pas mauvais de revenir sur ses pas pour
obtenir du coup la variation de ax? -+ bx -+ ¢, en ayant soin, pour justifier ce
retour en arriére, de faire constater a 'éléve que la mise du trinome, sous forme de
produit, qui a été payante dans I'étude du signe, ne lest nullement dans I'étude
actuelle. Comme l'introduction d’une racine #” a permis 'étude précédente et que
celle de I'autre racine #” l'aurait permise atissi, on peut intéresser les éléves a pour-
suivre en leur disant qu’il serait peut-étre intéressant de faire intervenir une valetr
de x qui ne serait ni 47, ni #”, mais un nombre intimement 1ié i ces deux-la, permet-
tant en quelque sorte de n’en avantager aucun, Un instant suffit pour leur faire

introduire la demi-somme des racines — —. Penser & comparer le trindme 3 sa
2a

b A ;
valeur pour # = — — devient alors tout naturel et on aboutit ainsi 4 la relation
2a
b\?  gqac— bt ; . ! Uy
ar? +bx -+ c=alx+—) +———. que l'on va utiliser aussitét i 1'étude
2a 4a

de la variation du trinémre, [C'est peut-étre plutét maintenant gue, a titre d’exercice,
on peut leur faire chercher cette forme du trindme par le procédé classique qui
consiste 2 repérer le commencement du développement du carré d’une somme, a met-
tre ce carré en vedetie et & compléter en conséquence puis, la forme canonique étant
acquise, & leur faire trouver ce qui a été établi plus haut sur ax? + bx -+ c].

I1 peut étre encore trés éducatif de leur faire apparaitre comme trés importante

b ; B
la valeur — — de x de'la facon suivante. S'il a été facile d’étudier ax - b, clest
2a

certainement parce que x n'y figure qu'd un endroit-oun, dit plus mathématiquement,
qu'au premier degré. La difficulté pour ax2 -} bx | ¢ provient dowc de la présence
de x 4 deux endroits, sous forme de x et #2. Quoi de plus naturel que de se demander
alors s’il ne serait pas possible de remplacer # par une autre quantité X liée 3 »
d'une maniére telle que a2 4 bx - ¢ devienne une expression ot X ne figure qu'a
un seul endroit. Comme ax2 -+ bx 4 ¢ est du second degré en x, il faut évidem-
ment orienter la recherche de maniére que son équivalent en X soit aussi du second
degré, .donc choisir d'abord la relation entre # et X du premier degré, par exemple
de Ia forme x = X —+ h, et déterminer ensuite # de maniére que le terme du premier
degré en X n'existe pas dans I'équivalent en X de ax2 - bx -+ c. Le procédé réussit
puisqu’on trouve h == —_—i et 'on a ainsi une autre fagon d’introduire 'étude com-
pléte de ax® + bx + ¢ (équations et inéquations du second degré, signe et variation

du trinéme).
Toutes ces méthodes sont aussi éducatives les unes que les autres, en ce sens
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qu’elles sont intimement liées et qu'elles risquent fort de mettre en vedette des fagons
de procéder que I'éléve estimera payantes et qu’il sera tout naturellement porté 2
utiliser sur d'autres terrains, en géométrie par exemple, surtout lorsque initiation
aux vecteurs aura été faite. Tout comme le choix d’une valeur particuliére de # pour
I'étude d’'une expression en # en algébre, le choix judicieux d’un point particulier
dans I'étude d'une question géométrique suffit assez souvent 3 mettre cette étude sur
une bonne voie et A la conduire 3 son terme,

Et, puisque nous avons prononcé le mot de vecteurs, quels outils puissants ne
va-t-on pas trouver 13, grice aux opérations que 'on peut définir sur ces &tres géo-
métriques, pour mieux atteindre le but que nous avons signalé en vue d’un meilleur
rendement, d'un exposé plus succinct, d’une fatigue moins grande et d’'une compréhen-
sion plus compléte ?

‘Puisque tout le monde est d’accord pour ne pas trop redouter, tout au moins dés
la Seconde, la notion de rapport de dewr vectewrs de mdme direction ou, ce qui
revient au méme, de produst d’'un vectewr par un scalaire, donc aussi sans doute lg
notion de barycentre (elle aiderait beaucoup nos collégues physiciens 4 exposer les
centres de gravité, sans qu’il soit besoin de parler de produit vectoriel) et que beau-
coup redoutent — je n'ai jamais bien compris pourquoi — la notion de produit sca-
laire, je n'insisterai que sur cette derniére. Tout le monde sent, je n'en doute pas un
instant, combien cette notion serait utile pour faire apparaitre, avec rapidité et non
sans €légance, toutes les relations métriques classiques... et méme beaucoup d’autres.
Il faut croire alors que c'est Pintroduction du produit scalaire, disons sa, mise en
contact avec les éléves, qui seulement est redoutée. Comme il est possible d’introduire
le produit scalaire de plusieurs fagons différentes, on a le choix. La plus simple est
celle qui s’appuie sur la similitude des triangles parce qu’elle se passe de trigono-
métrie. On peut cependant en donmer une autre qui ne suppose connu que ke théo-
réme de Pythagore et que certains collégues ont certainement expérimentée. La
voici :

D’abord, définir le produit sclaire de deux vecteurs de niéme direction comme
étant — la notion de rapport de ces deux vecteurs nous y conduit — le produit des
mesures algébriques des deux vecteurs, celles-ci étant prises sur un axe de méme
direction et affecté d'un vecteur unitaire. Ensuite, les vectetirs étant supposés de

—_— —_— —_—— —
méme origine, soient QA et OB, de constater que l'on a OA.OB (notation adoptée
pour le produit scalaire) = QI2 —1IA2, T étant le miliex de AB. Enfin, les vecteurs
A = —
étant maintenant de directions différentes, avec la méme origine, soient QA et OB,

—— —_——
d’appeler produil scalaire des deux vecteurs OA, OB (notation OA.OB) Pexpression
OIf —IA2 1 étant toujours le milieu de AB. Il sera tout indiqué, 4 ce moment-1a,

—_——
de montrer & 1'éléve que, si I'on remplace les vecteurs OA, OB par deux vecteurs
i S —_ == = — R i
respectivement équipollents O’A’, O’'B’, on a O’A’.0’B’= OA.OB, ce qui lui
prouvera que la nouvelle opération définie est une opération sur les vecteurs libres,
comme toutes celles qui lui ont été déja définies.

Au surplus, la définition choisie se préte trés aisément et trés rapidement 3

I'établissement des diverses propriétés. En effet, on a immédiatement :

—— —_— — — —
OA.OB=0B.0OA ; OA.OB=—0,
— ——
si OA et OB sont perpendiculaires. et réciproquement ; B’ et I’ étant les projections
—— ——
orthogonales de B et I sur la droite OA, OA.OB =012 —TAZ— OI'Z __TA2
—— -
(avec Pythagore) = OA.OB'. La distributivité par rapport a I'addition constatée ici
—— —— —;’-, —'P —_— —), — _VV) . . .
OA.OB ou OA.(OB'+ B'B) = OA.OB'+ OA.B B, puisque ce dernier produit
est nul, conduit A penser qu’elle est générale, ce qui est bien vrai, car avec -des
i . —_—  — — — e SN —_— —

notations évidetites, on a OA.(OB -+ OC) = QA.0S — OA.0S' = 0A.0S’" -—
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—_— ——— —_— —_— — —_— —— —— —_——
OA.QB’ -+ 0C') = O0A.OB’ - OA.OC’ = 0A.OP -+ OA.OC = OA.OB+
OA.OC.

Des éléves de Seconde peuvent trés bien. comprendre tout ce qui précéde et, 4
plus ferte raison, des éléves de Mathématigues. On remarquera, en outre, que ceci
n'impose aucune notion de trigonométrie. T y a évidemment quelques dangers 2
redouter, donc a éviter, provenant peut-&tre des définitions elles-mémes, mais ceci
n’est-il pas constant en Mathématiques, et méme ailleurs ?

11 nous a été reproché, & MITAULT et A moi, dans un de nos ouvrages, de n’avoir
pas assez mis en vedette 'équation de a cos# - b sin » 4 ¢ =0, ceci sous le pré-
texte qu'une méthode de résolution a été donnée & propos de I'établissement des for-

: . . X A
mules donnant cos & et sin 4 en fonction de tg — et une autre a propos des transfor-
2

mations trigonométriques, ce qui, dans l'ouvrage a distancé les deux méthodes. Si
nouts avons péché 14 par disjonction, ¢’est que nous avons estimé que la réunion était
préférable ailleurs. A mon avis, ce qui compte, ce qui est capital, c’est de pouvoir
exprimer @ cos # + bsinx 4 ¢ au moyen d’une seule ligne trigonométrique et de
choisir cette ligne, en modifiant 'arc au besoin, de maniére & avoir finalement une
expression rationnelle par rapport & la ligne choisie. Voila pourquoi la’ premiére
méthode de résolution de ladite équation a été donnée i propos de 1'établissement des

- . - . 1 x
formules qui donnent cos #, sin# et tgx en fonction rationnelle de tg—, comme
2

exemple soulignant I'utilité de ces formules, et que la deuxiéme méthode a été donnée
a propos des transformations qui s'appuyent sur lintroduction d'un arc auxiliaire,
comme exemple illustrant ’utilité des dites transformations. La résolution de Iéqua-
tion acos x 4 bsinx - c =0 n'est, au fond, qu'un aspect du probléme plus général
de I'étude de V'expression acos« -} bsina -+ ¢ (signe et variation) et ce probléme
lui-méme donne seulement un terrain, parmi tant d’autres, ot lesdites transforma-
tions (des deux espéces) sont d'une atilité incontestable. Donc, ce qui doit surtout
étre souligné aux yeux des éléves, c'est la richesse de puissance des dites transfor-
mations dans tout le domaine des Mathématiques.

WRéunir judicieusement et, pour cela, rapprocher tout ce qui peut et doit [étre,
dans Uétat actuel de lo Science, en disloquant au besoin des groupements routi-
niers (I) pour en créer de plus vastes, en profondeur surtout, telle me parait étre la
clef de toute réforme dans Penseignement des Mathématiques. Ceci, comme nous
'avons longuement expliqué sur quelques exemples et pourrions U'expliquer sur beau-
coup d’autres, donnera satisfaction a tout le monde, au professeur en augmentant
surtout la qualité du bagage de I'éléve, & Iéléve en comblant avantageusement les
fossés qu'il redoute tant d’une classe 3 la suivante, d'un enseignement au suivant et
aux parents en diminuant considérablement les dangers du surmenage. Au surplus,
la Science y trouvera largement son compte, car on aura réussi i introduire dans le
domaine intellectuel une sorte de travail en série qui sera payant, et cela sans détruire
aucunement les qualités d’analyse, de synthése, de rigueur et de finesse, en un mot
d’intelligence compléte, qu'exige toute recherche, quelle qu'elle soit.

R. EstEvE.

(1) L'ordre euclidien en géométrie a parw si parfait pendant deux millénaires qu’il
serait vraiment inélégant et surtout injuste, de le qualifier de routinier. Cependant, main-
tenant que le vectetr, pour ne parler que de cette notion moderne, a enfin acquis droit de
cité dans I'Enseignement Elémentaire, ne pourrait-on pas concevoir un autre ordre dans
Penseignement des vérités géométriques, tout au moins & partir de la Seconde, en suhdi-
visant par exemple en géométrie linéaire et géométrie métrique ? M. BOULIGAND, dans son.
petit ouvrage L'accés aux principes de la géométrie euclidienne, édité par Vuibert, ne
nous fait-il pas entrevoir, par la richesse des idées développées dans Pouvrage, tout ce qu'il
¥ aurait & gagner A quitter des sentiers un peu trop battus ? Est-il possible de trouver sur
ces questions un guide plus éclairé ?
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