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réme suivant gui s'en déduit : « Une droite divise le plan en deux régions telles que
fout segment qui joint deux points situés dans des régions différentes coupe la
droite » a un énoncé plus intuitif,

De plus, it v a un mélange entre les équivalences relatives aux longueurs et les
€quivalences relatives aux angles, ce qui crée une dualité compliquée, Il en résulte,
par exemple, que I'on prend comme axiome : « Deux triangles qui ont deux cotés
égaux chacun d chacun, comprenant un angle égal, ont leurs autres angles égaux
chacun & chacun », et ensuite, on démontre que les troisiémes cotés sont auss; égaux.
N’était-ce pas tout aussi intuitif ?

Concluons qu'il est difficile, comme les essais I'ont prouvé, d'adapter cet exposé
a lenseignement élémentaire.

Une autre présentation peut étre proposée.

Supposons définie et étudide la droite réelle, c’est-a-dire 'ensemble des nombres
rationnels complétés par les irrationnels. Le plan est alors défini comme I'ensemble
des couples ordonnés (x, v) de deux nombres réels. Une droite est définie comme Ven-
semble des points (x, ) satisfaisant A une équation ax -+ by -+ c=o, a et b n'étant
pas nuls tous deux.

A partir de 13, on construit trés vite la géométrie de la droite. Puis on introduit
une distance d en posant par définition d2 = (x — #)2 - (y— )2, pour les deux
points (¥, 3) et (+, 3').

Enfin Porientation s'introduit par le signe du déterminant associé 3 un couple
de vecteurs.

L'avantage de cette méthode est que, au moyen seulement des quatre opérations
de l'algébre. on obtient trés vite de nombreux résultats. Surtout cet exposé se géné-
ralise immédiatement 3 l'espace & 3. puis # dimensions, puis & lespace complexe,
puis & Tespace projectif, réel ou complexe.

Mais est-ce un exposé que I'on peut adapter a l'enseignement élémentaire ? On
part du théoréme de Pythagore, clef de la géométrie métrique, que T'on pose comme
axiome. Or, ce théoréme n'est pas intuitif ; on ne le rencontre pas au cours de mani-
pulations simples faites avec une régle et une feuille de papier ! Cet exposé doit
étre réservé a un stade plus avancé de Penseignement (Mathématiques Spéciales ou
Mathématiques Supérieures), au moment oit 'on veut faire une synthése et montrer
en particulier 1a non-contradiction de la géométrie.

Ces remarques conduisent 3 chercher une base axiomatique qui satisfasse les
exigences intuitives et qui, cependant, permette d'obtenir assez rapidement des résul-
tats substantiels,

Quelle va étre l'attitude de celui qui cherche les énoncés des axiomes de
base ? La géométrie qu'il va créer dépend des instruments dont il dispose et des
réalisations concrétes de la droite et du plan qui auront préalablement servi de sup-
port & son intuiticn. C’est ainsi que l'on pourrait se horner au compas @ pointes
séches, c'est-d-dire au transporteur de distances. TI défnit Végalité des distances de
deux couples (relation d'équivalence). 11 permet également de définir Finégalité : on
dira que ab est plus petit que o’d’ si pour tout triangle abe tel que ab =ac, il existe
un triangle o’b'c’ tel que a'b’ = a'c’ et b’c’ = be.

Mais cette géométrie aura des énoncés et des axiomes assez compliqués et peu
naturels, et ceci tient 4 ce que nous n'avons permis au départ que l'usage d'un instru-
ment unique. )

Nous allons permettre. outre le compas A pointes séches, I'usage du pliage.
Clest-d-dire que le plan sera considéré comme une feuille de papier indéfinie que T'on
peut plier sur elle-méme autour d'une de ses droites. Le systeme d'axiomes que nous
gerons conduits & poser permettra d’arriver assez vite a des énoncés importants.

Dans I'exposé qui suit, nous allons dissocier I'étude de la droite de celle du plan.
Cette dissociation nous semble importante, autant du point de vue logique que du
point de vue pédagogique.



Exposé des axiomes
I. LA DROITE ORIENTEE.

(11 est plus simple de définir la droite orientée que la droite ordinaire, car cela
évitera Uintroduction de la relation « entre » qui est une relation ternaire).

La droite orientée est un ensemble A de points tel que :

1. Il existe sur A une relation d'ordre total.

2. 11 existe sur l'ensemble des couples (ab), de points de A, une relation d’équi-
valence.

2. Ces deux relations sont reliées par certaines propriétés.

1. Relation d'ordre total. — Elle sera notée < (ordre strict).

a) Quels que soient les deux points @ et b de A, on a nécessairement une et une
seule des éventualités a<b b<a a=bh.

b) La relation est transitive : ¢ < b et b < ¢ entraine a < c. L’ensemble est
ainsi totalement ordonné,

2. Relation d'équivalence dans V'ensemble des couples de points de A.

Soit un couple ordonné, noté (e, b). La relation sera notée .

a) (a,b) »r(a, b) »n (réflexivité).

b) (a,b) ¢« (a, b') entraine (a’, ") o (a, b) (¢ymétrie).

¢) {a,b) »(d, V'), et (a, ¥) »n (a", b”) entraine (¢, b) » (a”, b”) (tran-
sitivité).

Nous v joignons :

d) (a. b) tn (b, a).

3. Axiomes reliant les deux structures. — a) Les hypothéses

fa<b<<e, d<b <,
1 (@, D)o (@, 8) et (b.0) e (¥, ).
entrainent (@, &) »n (d, ).

B) Possibilité de glissement de la droite sur elle-méme : Etant donnés trois
points a, b, ¢ sur A, il existe deux points d et d’, I'un avant, l'autre aprés ¢, tels que
(c, dy & (¢, d) & (a, b). Tout ensemble ayant ces propriétés sera appelé une droiie.

Remarque : Des exemples nous montrent que 'ensemble ainsi caractérisé peut
ne pas étre isomorphe & une droite ordinaire : ainsi 'ensemble des entiers ordinaires
(les deux relations d'ordre et d'équivalence avant leur sens habituel) satisfait hien
i tous les axiomes.

Donnons un exemple tout différent : chaque « point » sera un polynéme du pre-
mier degré u - =+, L'ensemble de ces points, quand u et 2 sont par exemple des
nombres entiers algébriques quelconques, constitue « la droite ». Nous prendrons
comme relation d'ordre : u - vx < o'+ @'x, si u < o', ou bien u=1u" avec v <,
c'est-a-dire, si [4—2o' + (v —7")x] est positif pour x trés petit positif.

Nous prendrons comme relation d’équivalence entre deux points :

[~ w2y, -|~ 7x)] m[(U—}- Vo), (U 4+ V]
si (—1=e(U—TU avec & === I.
| v—v=e(V— V'

On vérifie qu'alors tous les axiomes sont satisfaits. (Il n'est naturellement pas
question de faire allusion 4 cet exemple dans l'enseignement élémentaire !).

Définition de la lonqm’m d’un segment. — 1, La longitcur du segment [ab] est
la classe d'équivalence A laquelle appartient le couple (a¢b) ; on la notera par |abl.

2. La structure d’ordre avant permis de définir la droite orientée. permet de défi-
’|. Celle-ci sera satisfaite lorsque, portant le point 8" du
coté dL a ot est b, avec (a, b) ¢ (d, &), b” est sur l'intervalle ouvert Ja’ &'].

. Nous définissons lg somme de deux longueurs, grace aux axiomes de ;,lh—
sement, et démontrons que cette opération est commutative 31 —I—Sz = b_ﬂ—{— o1.
Puis nous démontrons que la somme est associative, ce qui revient 3 montrer 1'égalité

61 (32 - 83) = (81 + B2) + 3.
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4. Enfin, pour introduire la soustraction, nous démontrons que 81 8 =3; +- 3
entraine § =%,

La droite comme groupe additif ordonné. — 11 suffit de prendre wune origine
quelconque sur la droite, et de définir a b et —a, pour tous les points. On vérifie
bien que l'ensemble est alors.muni d'une structure de groupe commutatif par rapport
a cette addition. On montre que cette addition est compatible avec l'ordre, c’est-d-dire
que si @ < b, ona ¢~+-a < ¢ b pour tout c.

Remarquons que nous ne pouvons naturellement pas parler de multiplication ni
de division : les exemples donnés le montrent bien | Par contre, le développement de
la géométrie plane permettra de montrer que toute droite d’un plan posséde une struc-
ture de corps totalement ordonné.

I1 faut avssi noter que nous n'avons pas supposé qu'il existe toujours au moing
un point entre deux points donnés, par exemple un milien, Ceci est inutile, car cette
existence du milien sera démontrée commie conséquence de la définition d’un plan
associé a la droite,

iI. ETUDE DU PLAN.

A partir de l'expérience du pliage, on est amené 3 dégager certains axiomes que
nous allons énoncer.

Nous dirons quun ensemble TI est un plan associé & une droite A s'il satisfait
aux conditions suivantes :

Le plan est un ensemble de points que lon peut mesurer avec cetie droiic.
Cela signifie qu'a tout couple (ab) de points correspond une longueur (prise dans
T'ensemble des longueurs des segments de A) que nous noterons encore labt. Nous
supposerons que, quels que soient les points a., b, ¢, de 1I,

I. lab]=o, équivaut 3 ¢ = b.

2. lab| = 1bal.

3. fac| < lab] + [bel (inégalité triangulaire).

On peut désormais définir 1'égalité ou isométrie de detx sotts-ensembles A et .\
du plan TI ou de la droite A : une correspondance biunivoque entre les points de A
ct A’ est dite une isométrie si elle conserve les longueurs (Cest-a-dire que |a'b’| = lab|-
pour tout couple (ab) et son homologue (a'¥).

Définilion : On appelle droite du plan 1I tout ensemible de II isométrique a A,
On montre aisément qu'il existe sur un tel ensemble une seule structure de droite
compatible avec Ia distance définie dans IT, ce qui justifie le terme de « droite du
plan II ».

Axiome dappartenance. — Par deux points distincis passe une droite et une
seule. Clest-d-dire qu'étant donnés deux points distincts a et v de II, il existe une
droite et une reule, an sens précédent, qui contienne x et y.

Axiome de pliage (1). — Pour toute droite D du plan, il existe un partage de
I'ensemble T — D en deux ensembles IT; et II2 non vides tels que :

a) Tout segment [ab], ¢ étant dans I1; et b dans I 2, ait un point appartenant
a D

b) 11 existe entre 11;UD et 1T2UD une isométrie qui laisse invariant tout point
de D.

Remarquons que nous n'imposons pas & priori que ce partage soit unique, ni que
isométrie entre 11 et 12 soit unique. Cette double unicité sera démontrée.

() A et B étant deux ensembles, nous rappelors qu'on note A —B l'ensemble des
éléments de A qui n'appartiennent pas 3 B, AUB l'ensemble des éléments qui appartiennent
soit 4 A, soit & B, soit aux deux, et A ) B ensemble des points qui appartiennent 2 la
foisa A et 3 B.
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Axiome des ﬁamllclt’s — Disons que deux droites sont parallcles si elles sont
identiques, ou bien si elles n’ont aucun point commun ; on notera ceci D/ D',

L’axiome des paralléles peut revetir de nombreuses formes qui de\'lennent equ'-
valentes lorsqu’on ajoute atux axiomes précédents un axiome de continuité ou méme
un axiome plus faible.

a) Pour toute droite D du plan II, il passe par tout point du plan au plus une
paralléle a D.

a’) La relation de parallélisme est une relation d’équivalence sur lensemble des
droites du plan IT.

a”) Il existe au moins un rectangle (ensemble de quatre points distincts abed tels
que b L bc; bc !t cd ; ed L.da ; da L ab (la perpendicularité se définissant aisé-
ment a partir du phage comire nous le verrons)

6”) Tout ensemble de quatre points est contenu & Fintérienwr d'un z‘rzangle (ces
deux derniers termes ayant ¢té préalablement définis).

a””) Il existe au moins un vrai triangle abc tel que, si & et ¢ sont les milieux
de [ab] et [ac], on ait |bc| =2|b'c.

Axiome d’4r(lzla;zede et axiome de continuité, — Nous ne les citerons que pour
mémoire, étant donné que Ton peut développer toute la géoméirie élémentaire sans
y avoir recours. Ces axiomes concernent la structure de la droite A.

Axiome & Archimede : quelles que soient les longueurs 31 et 32, oit 82 %o, il
existe un entier # tel que 31 < #da2.

Axiome de continuité : pour toute suite de points a1, a2 ... a,, ... d’une droite
(par exemple A), telle que a1 <a2 < ... < g, < ... < b ol b est un point fixe, il
existe dans l'ensemble des points.c¢ tels que a, < ¢ pour tout #, un point situé avant
tous les autres.

Cet axiome est trés restrictif. Lorsqu'il est satisfait, non seulement l'axiome
d'Archimede I'est aussi, mais le plan II est identique, soit au plan hyperbolique clas-
sique (ot 'axiome des paralléles n’est pas satisfait), soit au plan euclidien R2,

Remarque : Nous n'étudierons pas en détail la question de savoir, d’une part
quelles sont les droites A auxquelles on peut associer un plan Il, d’autre part s'il y
a unicité (a une isomorphie prés) du plan II associé & une telle droite A.

Signalons simplement que ces droites A sont celles sur lesquelles existe une
structure de corps compatible avec I'ordre et 'addition sur A, et telles que, pour tous

a et k appartenant a ce corps, Va? + b2 existe toujours. A une telle droite A corres-
pond alors un plan II et un seul.

DEUXIEME PARTIE
GEOMETRIE DU PLAN — DEPLACEMENTS — ORIENTATIONS

Conférence de M. Gustave CHOQUET, recueillie ¢t rédigée par Mlle Lucienne FF&ris

Géométrie du plan

THEOREME FONDAMENTAL. -— Dans un plan, soient trois points distincts a. b,
Lorsque [ac| = |abl 4 lbc| (1), les points a, b, ¢, sont alignés : par a et ¢ passe une
droite, »’x. Si elle ne contient pas b, il y a contradiction, car une autre droite exis-
terait, contenant b. En effet, 'ensemble constitué par la demi-droite #'a, le segment
[ab], le segment [bc] et la demi-droite cx est une droite du plan comme nous allons
le démontrer.

Nous montrerons que I'ensemble en question est une droite en montrant qu'il est
isométrique a Ja droite #"r. Définissons la correspondance biunivoque conservant les
distances : tout d’abord I'égalité (1) entraine I'existence sur [ab] d'un point & tel
que lab’| = |ab| et |b'cl=lbc|.
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A tout point s de x'a, associons le point s lui-méme ; de méme pour tout point
de cx. A tout point p de [ab], associons le point p’ de [ab’] défini par |ap’| = |apl,
et de méme pour tout point ¢ de [bc]. Il nous faut démontrer, pour tous point s. p, g
les égalités de distances |sp| = [sp'| et !pgi =Ilp'q].

1. Comparaison de [sp} et |sp'. Si I'égalité n'avait pas liew, l'inégalité trian-
gulaire donnerait |sp| < {sal 4 lapl =Isp'|. Mais [pb] 4 |oc] = 1p'¥'l - lp'el. On
aurait donc [sp| +- |pbl ~F 1bel < |sc), ce qui est impossible.

2. Comparaison de |pq| et |#'¢’|.

S'il v a égalité, comme |pb| + |bg] = 1p's'| + [b'q], il v a bien isométrie,

Si I'égalité n’était pas vérifide, I'inégalité triangulaire donnerait

Ipal < |pb| - logl =1p'q.

Mais, en considérant la ligne polygonale apqc, on obtiendrait

|ac| < lap| - [pql + |gel.

Et, avec jap| = |ap’l. Ipql < |p'q| et lgc| =g’c|, on en déduirait lac} < lacl, 11
¥ a donc coniradiction,

En conclusion énoncons le théoréme sous la forme : la condition néccssaire ot
suffisante d’alignement de trois points du plan cst que la plus grande distance de
deuv de ces points soit égale & la sonume des deux autres.

ETUDE DES REGIONS DETERMINEES PAR UNE DROITE, — D’aprés les axiomes,
rappelons que, étant donnée une droite quelconque D et un plan associé 1I, l'ensem-
ble (II — D) est partagé en deux ensembles IT; et ITa séparés et isométriques,
Nous allons étudier ces ensembles et montrer leur unicité.

a) Lemme. — L'isométrie entre (I 1UD) et (I12UD) peut se prolonger sur tout
le plan.

En effet, définissons une isométrie du plan sur lui-méme par la correspondance
suivante :

1) A tout a de (Il — D) associons son homologue a” dans I'isométrie qui existe
par hypothése entre IT; et Mo,

2) A tout point de D associons le point lui-méme. Es-ce bien une isométrie de
tout le plan sur lui-méme ? Si @ et b sont deux points de (II;UD), la distance est
conservée, et de ménie si les deux points sont dans (IIsUD). Mais il nous faut consi-
dérer le cas oli a et b sont, 'un, a. par exemple, dans II4, et I'autre, b, dans IIs. Te
segment [ab] coupe alors I en un point p. Sia’ et b sont les homologues de a 2t b,
on a [pb'| = |pb| et |pa’}=|pal, donc la't’| <la’pl + |pb’l = lab!. De méme, [&’h’]
coupe D en ¢ et |abl < lag| + |gbl = |a'h’|. D'ott |abl = la’b’]. 1 en résulte de plus
que p et g sont confondus.

Conséquence. — Cette isométrie transforme une droite en droite, un segment
en segment,

b) Théoréme : los ensembles Iy ot Ta sont convexes. — Nous voulons démon-
trer que. a et b étant deux points de 1, le segment [ab] n'a pas de point commun
avec D. En effet, si un tel point commun ¢ existait; en le joighant au transformé o’
de @ dans isométrie définie entre Tl et I, on aurait la'g| = |ag], et

la'] < la'q| + |qt]
(L'égalité est impossible car a et « étant distincts, g n'est pas sur [¢’b]). 11 vien-
drait done |a'b| < lagl + lqb| = lab|. Mais [@’b] coupe D en un point p et
lab| < lap| + lpbl = |o’p| -+ pbl = |a’bl.
Iy a donc contradiction. Par suite ¢ n'existe pas.

¢) Conséquence : unicitt de 1y of 12, — Disons que deux points de II —D
sont équivalents si le segment qui les jnint ne rencontre pas D. Ceci est hien une
relation d'équivalence. car 1) a tru ; 2) q L b entraine b M a - 3) la transitivité est
vérifiée. Or il n'v a que deux classes d'équivalence, qui sont 1Iy et IT.. Ainsi, ua
point o de ITy définit TT; comme Pensemble des points b tels que [ab] ne rencontre
pas D.



Nous pourrons maintenant nommer 1Iy et Ha les demi-plans déterminés par la
droite D.

d) Thioreme : Fisométrie entre My cf 1la est unique. — Soit @ un point de Iy
et @’ son homologue dans une certaine isométrie satisfaisant aux axiomes. Le seg-
ment [aa’] rencontre D en un point p. Soit ¢ un point de D distinct de p. On a
laa’| < laq] +-iga’l, donc lap! < laql. [aq] est dite une obligue ; sa longueur lag!
est strictement supérieure 4 lapl. I en résulte que. a et D étant donnés, le point f est
parfaitement défini sur D comme point dent la distance 4 @ est minima. Ft a’ est par
sttite parfaitement déterminé dans toute isométrie satisfaisant aux axiomes. Une telle
isométrie est donc uniquement déterminée : on la nommera la symétrie par rapport
a D.

Conséqutences. — Ces notions fondamentales étant acquises. on peut déja retrou-
ver bien des raisonnements habituels de la géométrie. A ce stade peuvent étre établis
les principaux théorémes de la géoméirie de situation. Signalons les plus importants :

Démonstration de I'axiome de Pasch (axiome dans la construction de Hilbert),
Trois points a, b, ¢ étant donnés dans le plan, nommons cétés du triangle abe les trois
segments [ab], [bcl, [cal. Nous énoncerons le théoréme sous la forme : Toute droite
du plan qui uc passe par aqucun des poinds a, b, ¢, rencontre o ou deny colés du
triangle.

La démonstration résulte immédiatement de la remarque que, ou les trois points
sont dans un seul des demi-plans déterminés par la droite, ou I'un des points est dang
un de ces demi-plans et les deux autres points dans Pautre demi-plan.

Ce théoréme s'étend & un polygonc fermé quelconque, défini comme ['ensemble
des permutations circulaires d'une suite finie ordonnée de points, distincts ou non, du
plan. Ces points étant a1, as, ... ai, ... (i défini mod. n) les segments [ajai 1]
sont les cotés du polygone. L'énoncé est alors : Une droite D ne passant par auctn
des sommets étant donnée, le nombre des cités qui rencontrent D est toujours pair.

Signalons encore le théoréme de Jordan qui concerne les polygones fermés sans
points doubles, c'est-a-dire tels que les sommets soient distinets deux d deux, et que
deux cotés quelconques non consécutifs soient disjoints.

Théoréme de Jordan : Etant donné un tel polygone, son complémentaire (c'est-a-
dire Pensemble des points du plan qui ne sont pas sur un c6té), se partage en deux
ensembles Q1 et Q2 tels que :

1. Deux points d'un méme ensemble Q; peuvent étre joints par une ligne poly
gonale entiérement contenue dans cet ensemble.

2, Au contraire, toute ligne polygonale joignant deux points non situés dans le
méme ensemble Q; rencontre au moins un des cotés.

3. Tout triangle contenant un point situé sur un des cbtés contient des points
de chactine des deux régions Qj. Clest dire que la réunion des cotés forme une fron-
tiére des deux régions,

Nous ne ferons pas ici la démonstration, longue et délicate, de ce théoréme qui
n'est pas essentiel pour notre étude.

Voici maintenant un énoncé qui est un cas particulier d'un théoréme relatif
aux polygones convexes :

Théoréme : Si trois points o', ¥, ¢’ sont ¢ Uintérieur d'un triangle abe, le péri-
metre du triangle a'b’c’ est inféricur & celui due triangle abc, (Démonstration clas-
sique). ]

Cet énoncé peut se généraliser un peu en remplacant le triangle abc par un poly-
gone fermé sans point double (aprés quec l'on a défini l'intérieur d'un tel polygone).

Perpendiculaires et obliques

Définition. — Une droite D est dite perpendiculaire i une droite D’ si elle est
invariante dans la symétrie par rapport 3-D’ et n'est pas confondue avec D'
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i1 faut noter que, par cette définition, la relation de perpendicularité n'apparait
pas comme symétrique,

Nous démontrons immédiatement que D, perpendiculaire & D', rencontre D', En
effet, si a est un point de D non situé sur D', le symétrique o de @ par rapport 4 D’
est situé sur D, donc aussi le segment [aa’] lequel rencontre D',

PROPRIETE CARACTERISTIQUE EN TERMES DE DISTANCES, — Soit p le point com-
mun 4 D et D’, ¢ un point de D et b un point de IV, choisis tous deux distincts de 5.
Nous avons déja vu que I'oblique [ab] vérifie l[ap| < labl et que cette inégalité,
vraie quel que soit & sur I, caractérise le point p sur D" done, par un point non
situé sur une droite D’ passe une perpendiculaire & cette droite et une seule.

SYMETRIE DE LA RELATION DE TERPENDICULARITE, — Supposons encore que D
soit perpendiculaire 4 D’. Nous voulons prouver que D’ est perpendiculaire 4 D.

Nous savons déjd que D’ et D sont distinctes. I1 nous suffit de vérifier que 2,
projection sur D’ des points a de D, est aussi la projection sur D des points de D'
Soit donc & un point de D’ autre que p ; il a une projection g sur D. Si ¢ était dis-
tinct de p. il ne serait pas sur D’ ; donc il serait distinct de son symétrique g par
rapport a D' et l'on aurait |bg} = lbq’| ; mais ¢ satisferait alors aussi bien que q 2 la
condition de minimum de distance qui caractérise le pied de la perpendiculaire. Donc
q’ et g sont confondus et coincident avec p.

Ainsi, la relation de perpendicularité est symétrigue. Mais, naturellement. elle
n'est pas réflexive (puisque D n'est pas perpendiculaire 3 elle-méme), ni transitive !

THIOREMES SUR LES OBLIOUES, — Dans Ja figure précédente, [ab] est obligue par
rapport & D et par rapport & IV'. Sa longucur cst fonction strictement croissante
dune part de |pbi, dautre part de Ipal.

Pour le démontrer, nous pouvons nous borner & considérer des points b d'un
méme c6té de p, puisque le symétrique de b par rapport 4 D est & la méme distance
de a que b. Soient donc deux points b et ¢ de D, situés d’'un méme coté de p et tels
que [pb| < |pcl. Nous associons au point ¢ son symétrique @’ par rapport & D’ et
considérons les triangles isocéles aba’ et aca’. Le point b étant sur [pc] est intérieur
au triangle aca’, et le théoréme sur les périmétres donne

|aa’l + 2 |ab] < laa’| - 2 |ac|. donc {ab] < |acl.

Comme nous l'avons déja remarqué, cette fonction strictement croissatite
#=7(y) entre x=|pb{ et v=|ab| conserve la structure d'ordre entre les derai.
droites + << O et 4 < {u/rg, mais sans réaliser nécessairement un isomorphisme sur
ces demi-droites. Nous pouvons retarder le moment de soulever ce probléme qui
nécessite l'introduction de nouveaux axiomes, et nous allons poursuivre Iétude des
conséquences des axiomes déjd introduits.

| PERPENDICULAIRE MENEE D’UN POINT A UNE DROITE. — Soit une droite D et un
point ¢ du plan. Nous avons démontré, lorsque a est hors de D, l'existence et I'uni-
cité¢ de la perpendiculaire menée de ¢ 3 D. Nous supposons donc @ sur D,

I. Existence d'une perpendiculaire D’ a D passant par a.

Considérons un point & de la région II4, et, sur le prolongement de [bal. pre-
flons le point ¢ défini par |bal ==lac|. Soient b’ et ¢’ les symétriques de b et ¢ par
rapport & D, Si b’ est confondu avec ¢, la droite bc convient, Sinon, soit D’ Ia per-
pendiculaire menée de a 4 la droite cb’, perpendiculaire qui existe bien puisque a
n'est pas sur ¢b’. Cette droite D’ passe au milien p de ¢ puisque les obliques ac et
ab’ sont égales : ces points ¢ et b’ sont donc homologues dans la symétrie par rap-
port & D’. Dans cette méme symétrie, a est invariant et cab donne &ac’, Donc [60"]
donne [cc']. et par suite de I'isométrie, le milieu g de bb’ est homologue du milieu »
de cc’. Mais g et » sont sur D. Donc D, qui passe par deux points homologues dans
la symétrie par rapport 4 D', est perpendiculaire sur IV, D'aprés la symétrie de la
relation de perpendicularité, D’ est done bien perpendiculaire sur D,
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2. Unicité de la perpendiculaire menée de « sur D.

Pour montrer qu'il n'y a pas dautre perpendiculaire menée de a & D que la
droite D', caractérizons les points de D’ parmi les points du plan : utilisons le couple
g, r de points de D équidistants de a. Si un point m est sur D', les obliques #ig ct
ar sont égales, Si un point 1 n'est pas sur D', I'un des segments [sq] ou [nr] coupe
D’ en un point m, soit par exemple [nr]. Alors I'inégalité triangulaire donne

Lar| = | - (o] == ] - [mg] > g et na n'est pas perpendiculaire 4 D. Tl ne
peut donc pas exister plus d’une perpendiculaire & D passant par a.
Corollaire. — Introduisons, par la définition ordinaire, la symétrie par rapport

a un point. 1l résulte de la premiére partie de la démonstration précédente que le
produit d’une symétrie par rapport & une droite D ot d'une symétrie par rapport i
un point a de la droite D est une symétrie par rapport & la perpendiclulaire mence
de a & la droite D,

Et Tunicité de la perpendiculaire permet d'énoncer la réciproque : le produit des
syméiries par rapport @ deux droites perpendiculaires est une syméirie par rapport
au point commun & ces droites.

Nous pouvons aussi énoncer le théeréme qui introduit la médiatrice d’un seg-
ment : élant donnés denwx points a et b, Pensemble des points m définis par yma|=!lmb|
est, ou bien une droite perpendiculaire & ab en son milieu, ou bien est vide.

On peut ici admettre 'existence d'un milien pour tout segment, mais si nous
introduisons l'axiome des paralléles, cette existence sera démontrée grace au théo-
réme de Thalés.

ParaLrntrisMe. — Nous avons déjd défini le parallélisme comme relation d'équi-
valence. Rappelons la définition :

Définifion : Deux droites sont paralléles si elles sont confondues, ou si elles
n'ont aucun point commun,

Théoréme d’existence : Par un point il passe au moins une droite paralléle i une
droite donnée : si le point donné a est sur la droite D, cette droite elle-méme convient.
Sinon, il suffit de considérer la droite D’ perpendiculaire a la perpendiculaire A
menée de ¢ sur D. L'unicité de la perpendiculaire & A passant par tout point démontre
que D et D’ n'ont pas de point commun,

wdxiome des paralléles : Par un point, il passe au plus une paralléle & une droite.

Finalement, il en passe une et une seule.

Théoréme : Si deux droites sont paralléles, toute perpendiculaire & Punc est
perpendiculaire a Pautre,

En effet, soient D et D deux paralléles. Une perpendiculaire A 3 D, coupant D
en p. rencontre D’ (puisque par p ne passe qu'une paralléle & D) en un point ¢, ct
la perpendiculaire & A en ¢, étant paralléle A D, est D".

Etude d'une configuration importante. — Complétons la figure précédente en
considérant la droite D” symétrique de D’ par rapport 4 D, ainsi que le point ¢”
symétrique de g. Il est immédiat que D" est paralléle 4 D (puisque les points de D
sont invariants dans la symétrie), et a D’ (unicité de la paralléle). Coupons alors D
en un point quelconque a par une droite quelconque 8. Celle-ci ne peut pas étre paral-
lele & DY, ni @ D" ; elle les coupe en des points b" et §”. L'ensemble formé par la
réunion de D et D” est invariant dans la symétrie par rapport & D et aussi dans la
symétrie par rapport a la perpendiculaire menée de @ aux droites D, D* D", donc il
est invariant dans le produit de ces symétries. ¢'est-d-dire la symétrie par rapport au
point a. Donc, sur toute sécante, le point a d'intersection avec D est milicu du seg-
ment b'b” joignant les points d'intersection azec D' et D”.

«Corollaire : tout segment posséde un milien. — Soit [ab] un segment quelconque,
Sur une demi-droite issue de a, portons |ap| = |pgq| et joignons bq. Cette droite, par
symétrie par rapport au point p, donne une droite D passant par a et paralléle a ¢b.
(En effet, nous l'obtenons comme perpendiculaire a la perpendiculaire A menée de p 4
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yb). Cette perpendiculaire A nous permet aussi de mener par p la paralléle D’ a gb. Or
les droites gb et D sont symétriques par rapport & D', et ab ne peut étre paralléle a
D". Done D’ coupe ab en un point qui, d'aprés le théoréme précédent, est milien
de [ab].

Théoréme : Les scgments de perpendiculaives communes & deux droites paralld-
les ont méme longueur. Cette longueur est la distance des paralléles.

En effet, considérons les perpendiculaires [p4'] et [gq’] aux deux paralléles don-
nées D et D', Le milieu de pq existe : soit i ce point. La perpendiculaire A en i a D
est axe d'une symétrie dans laquelle {pp’] et [qq’] sont homologties, car la symétrie
conserve la perpendicularité (définie par un minimum de distances), et D’ est inva-
riante. Par suite, !pp’| = |qq’].

(Notons que la symétrie par rapport & un point permet d'obtenir le résultat pour
deux segments paralléles obliques sur les droites).

Nous atteignons maintenant la notion de paralléles équidistantes, d'out le théo-
réme de Thalés concernant des rapports entiers ou rationnels, On en déduit exis-
tence d'un peint divisant un scgment dans un rapport rationnel quelcongite.

Notion d’orientation

Théoréme : Etant donnés dans le plan deux ensembles isométriques quelconques
A et A, et une isométrie de A sur A’ : w1’ = T(m), on peut prolonger cette isomé-
trie 4 tout le plan, Autrement dit. on peut trouver une isométric @’ = @ (a) du plan
sur lui-méme telle que sa restriction & A soit T.

Four démontrer ceci. nous allons prouver que T est un produit de symétries,

Soit @ un premier point de A. Le point o' = T(a) peut étre ou non confondu
avec . Sl ne I'est pas. ncus faisons subir 3 A la symétrie par rapport a la média-
trice D1 de [aa’], et nous comparons les ensembles A1 et A”. Soit b un second point
de A, o' et b1 ses homologues dans A’ et dans Aj. Si ces deux points ne sont pas
confondus, nots transformons A; en A2 par la symétrie autour de la médiatrice de
b'b1, droite qui passe nécessairement par a’. A’ et Ae ont done deux points Tiomoln-
gues communs, ¢ et p'. Mais une isométrie qui conserve deux points est nécessaire-
ment 'identité ou la symétrie par rapport  la droite joignant ces deux points, donc
A’ et A, ou coincident. ou dérivent 1'un de 'autre par une troisiéme symeétrie aprés
laquelle trois points homologues non alignés sont confondus. (Tous les points homo-
logues coincident alors, puisqu'une médiatrice ne peut passer par trois points non
alignés).

Donc, la transformation T est le produit de trois symétries au plus, produit qui
transforme le plan en lui-méme. Pour étudier une isométrie, on peut donc se borner
a une isométrie du plan sur lui-méme T(z).

DISTINCTTON DES ISOMETRIES DIRECTES ET INVERSES. — L'isométrie T(m) est
dite directe si elle est égale au produit d’un nombre pair de symétries

T=SQD.SQD 1. ...52.54
et elle est dite inverse si elle est égale au produit d’'un nombre impair de symétries
T==S2,41.52, ... S2.S,.

11 nous faut démontrer que ces deux cas s'excluent : une isométrie T (%) ne peut
&ire a la fois directe et inverse. Sinon, la transformation produit T.T—1 serait le pro-
duit d'un nombre impair de symétries : or clest la transformation identique : nous
sommes donc amenés 4 démontrer le théoréme : l'identité w'est pas produit dun noim-
bre tmpair de symélries.

1. L'identité n'est évidemment pas une symétrie.

2. L'identité n'est pas un produit de trois symétries.

En effet, si I'on avait (notant les symétries par leur droite invariante)

: D.D3.Dy =1,
ce qui équivaut & D2Dy = D, tout point m de D serait invariant par D2D;, donc Da



et D1 devraient étre médiatrices des mémes segments [mm'] et ne pourraient étre
distinctes:

3. Lemme : Le produit de deux isoméiyies, qui sont chacune produit de deux
symétries, est un produit de deux symétries.

Soient en effet Ty =D2.D; et Ta="D"2.D'1. On démontre que le produit de
deux symétries peut étre remplacé par le produit de deux autres, le premier ou le
deuxiéme axe de svmétrie, au choix, pouvant étre assujetti & passer par un point
arbitrairement choisi, On peut alors faire coincider les axes de la deuxiéme symétrie
facteur de T1 et de la premiére symétrie facteur de T2 suivant une méthode clas-
sique.

En conséquence de ce lemme on peut. sans changer la parité du nombre de symé-
tries dont 'isométrie est produit, ramener le nombre des symétries 3 étre inférieur
2 4. Le théoréme est donc démontré.

Angles orientés. — Pour atteindre cetre notion, nous allons d’abord définir un
angle. T1 semble peu en accord avec Uintuition de I'angle de le définir comme ensem-
ble de points, intersection de demi-plans ; nous préférons une définition dans laquelle
un angle sera une figure constituée par un ensemble de demi-droites issies d’un point
{ouvertes ou fnrmees) D’une fagon précise, définissons d’abord un angle plat : ensem-
ble des demi-droites issues d'un point @ et contenttes dans 'un des demi-plans déter-
minés par une droite passant par a. Un angle quelconque est alors, par définition.
Pintersection de deux angles plats (ensemble non vide seulement si les sommets sont
confondus).

Un angle posséde deux cotés qui sont deux demi-droites issues du sommet ; un
angle est dit orienté quand on a ordonné P'ensemble de ces deux cotés. .

Angles de méme sens. — Soient d’abord deux couples de demi-droites perpen-
diculaires prises dans un certain ordre : Dy, D2 et D'y, D's. Ces deux ensembles sont
isométriques d’une facon unique. Si Uisométrie qui prolonge cette correspondance a
tout le plan est.directe. nous dirons que les deux angles droits orientés correspondants
sont de méme sens. Si, maintenant, nous considérons dettx angles quelconques, DiDsx
et D’;D’s, nous associons au premier Pangle D1A. A étant la demi-droite perpendicu-
laire & D1 dans le demi-plan qui contient Ds, et de méme pour D'yID’s auquel nous
associons D'1A’. Les angles primitifs sont dits de méme sens si les angles droits
associés le sont. On montre que si deux angles égaux sont de méme sens. 'isométrie
entre ces angles est directe, et inversement.

Diéplacement contintt., — Nous arrivons A la notion de déplacement contmu par
le théoréme : Quand une isométric du plan sur lui-méme cst divecte, il existe unc
famille d’isométries directes, dépendant continuellement d’un paraméire, reliant cette
isométrie & Pidentité.

Comment obtenir une telle transformation T(a), 0<a < 1, telle que T(o) =1
et T(1) =T ? Une isométrie directe est produit de deux symétries. Pour que le trans-
formeé de tout point varie d'une facon continue avec un paramétre =, il suffira de
faire varier continuement les axes des svmétries pour les amener & coincider.

Théoréme réciproque : Dans une famille continue d’isométrics. celles-ci sont
toutes directes ou toutes inverses.

En particulier, si une famille continue d'isométries contient I'identité, toutes ces
isométries sont directes.

Clest le résultat qui remplace I'emploi du bonhommie d’Ampére. du tire-bouchon
et autres appels intuitifs 4 la distinction entre droite et gauche -d'un observateur, pro-
cédés. qui ne sont pas du domaine des Mathématiques.

INDICATIONS SUR LES DEVELOPPEMENTS ULTERIEURS. — Ce qui précéde permet de
reconstituer les parties de la géométrie élémentaire oit P'on n’utilise que la structure
d’ordre de T'ensemble des longueurs et I'addition de ces longueurs.

Pour obtenir les théorémes tels que le théoréme de Pythagore, il v a intérét a
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