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Rapport sur le concours général de mathématiques
pour les classes de Premiére, en 1961

Le Jury était ainsi composé : M. DEsSrFORGE, inspecteur général président ;
Mile BARBIER, professeur de Mathématiques au Lycée Victor-Duruy ; Mme
IJoMANGE, professeur de Mathématiques (classe de Fontenay) au Lycée Fénelon :
Mile LeconTE, professeur de Mathématiques Supérieures au Lycée Fénelon ;
M. Charles Duranp, professeur de Mathématiques Supérieures au Lycée Buffon ;
M. LerossE, professeur de Mathématiques au Lycée Claude-Bernard (1).

I.e sujet du Concours de 1951 consistait en I'étude de quelques pro-
priétés d’un polyédre 3 dix faces (peut-étre devrais-je dire : facettes ?) qui
devient, pour certaines valeurs des paramétres servant & le définir, la
remarquable « alvéole des abeilles ». Il a paru intéressant de rattacher la
solution de différentes questions, mettant en évidence certaines particu-
larités géométriques curieuses de la figure, 4 quelques résultats algébrigues
qui n'exigent point d’autres connaissances que celles du programme de
Premiére. Ainsi, & 'occasion d’un probléme concret, posé par l'ohservation
attentive de phénoménes maturels, pouvait apparaitre l'intime liaison, pour
ne pas dire I'unité, sur un plan trés élémentaire, des domaines de la géo-
métrie et de Palgébre. p

La premiere partie, ne comportant que de Palgébre, permettait d'obtenir
simplement quelques résultats utiles pour la suite. Partant de la relation

) y=— s+ Vi
établie entre deux variables # et 4, les notations « et 3 représentant deux
constantes respectivement supérieures & 1 et 4 0, on demandait d"abord quel
était le nombre de valeurs de #, positives ou nulles, vérifiant cette relation
lorsqu’on donne & y une valeur positive quelconque. La connaissance de la
signification exacte du symbole de Ia racine carrée suffit pour ramener cette
question a I'étude de 1’équation en » (2) exr®*t+f—(+1)2=0
jointe 4 linéquation # 2 o, avec I'hypothése vy > o, La discussion classique

(1) Le texte dur probléme proposé a été publié dans nofre numéro 142 de juiliet
1951, pages 277 i 270.
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de Pexistence et du signe des racines d’une équation du second degré fait
apparaitre que le nombre des valeurs de # cherchées est zéro, deux ou un

)

q : g a—1
suivant que le patamétre y est inférieur au nombre yo =\/L
«

ou bien compris entre yo et \/B, ou bien supérieur a \/ §; pour la valeur

B
alz—1)

Llexistence d'um minimum, justement égal 3 vo, pour la variable y consi-
dérée ensuite comme fonction, définie par la relation (1), de la variable
indépendante #, supposée positive, se déduisait de ces résultats, sans dir'il
coit nécessaire d'entreprendre I'étude des variations de cette fonction, étude
gui, bien entendu, n'était pas demandée, et était méme explicitement écartée
par I'énoncé, puisqu'elle ne peut étre faite normalement qu'en faisant appel
4 des notions hors du programme de Premiére. Le raisonnement permet-
tant d’établir 1a liaison entre les résultats obtenus dans la discussion de
I'équation en « et l'existence d’un minimum pour la fonction y peut étre
détaillé, par exemple, de la fagon suivante : pour chaque valeur positive
11 donnée 4 la variable #, la relation (1) définit une valeur yi, manifes-
tement positive, de la fonction ¥ ; #1 peut donc étre considéré comme l'une
des racines positives de P'équation (2) lorsqu'on donne au paramétre y la
valeur positive v ; y1 fait donc partie des valeurs positives de y pour les-
quelles Iéquation (2) admet au moins une racine positive, et vérifie par
conséquent l'inégalité y1 = yo ; le nombre yo est lui-méme la valeur numé-
rique de la fonction y correspondant a la valeur xo donnée & x, puisque
I'égalité numérique, qui exprime que o est racine (double) de l'équa-
tion (2) lorsque y est égal A yo, et quwon peut mettre sous la forme

(#0 + yo)? =axo® -8~
entraine, 4o et yo étant positifs :
yo=—x0 4 Varo® + B
La fonction y admet donc bien yo comme minimum, effectivement atteint
pour la valeur #¢ donnée a x.

On peut naturellement raisonner autrement, par exemple, en faisant
appel & Ta forme canonique du trindme du second degré en constituant le
premier membre de I'équation (2). La relation (1) peut étre écrite alors
soud la forme

, 2
3) e—0a=25) = (Zr—f)=o
2—1 x—1
avec les hypothéses x> 0 et ¥ > 0, et l'on met ainsi en évidence que la
variable y vérifie toujours, quelle que soit la valeur donnée & r, et puisque

B(z—1)

(x—1) est positif, l'inégalité §*2"——, c’est-a-dire y 2 yo, cette
*

vo, 'équation (2) admet une racine double positive xo égale a

valeur yo étant effectivement prise par la fonction y lorsqu'on donne & &

0 o
, qui n'est autre que xo.
—1

la valeur positive
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C’est A dessein que la solution de cette premiére partie, et, en particulier,
le passage logique de l'une & lautre des deux questions qui la constituent
viennent d’étre analysés longuement. Il n'est pas inutile, en effet, de cher-
cher 3 comprendre les difficultés qui ont arrété d’assez nombreux éléves
dans I'étude d’un probléme d’algéhre dont I'énoncé, s'il n’était pas tout a
fait traditionnel dans sa forme, ne faisait pourtant! intervenir que des mots
exprimant des idées qui devraient étre, & ce miveau, sinon familiéres, du
moins suffisamment connues et élucidées, poutr avoir été maniées maintes
fois sous des formes variées : les notions fordamentales de variable, de
fonction, de variables liées par une relation, sont assez simples et ont dit
¢tre présentées assez clairement, en les illustrant par de nombreux exem-
ples, pour que leur contenu essentiel soit compris des débutants. Clest en
tout cas le premier pas a franchir, et qui peut étre franchi dans les.classes
de Seconde et de Premiére, pour passer du chapitre des nombres ét des
opérations, qui forme la base, & celui des correspondances entre nombres
qui ouvre le domaine indéfini de I'algébre et, plus tard, de l'analyse.

1l peut paraitre surprenant de constater qu'une assez forte proportion
(prés de la moitié) des compositions ne contiennent que des essais douteux
et sans grande valeur sur la premiére question. Sans doute le libellé a-t-il
pu surprendre quelques-uns, qui auraient peut-étre trouvé le terrain plus
familier si l'on avait proposé de résoudre une certaine équation et d'en
rechercher les racines positives ; mais ne peut-on demander & des éléves
de Premiére de savoir, ou plutdt d'avoir compris que la résolution d'une
équation est en réalité un probléme dont 'énoncé est écrit, conventionnel-
lement, sous une forme symbolique, et, inversement, que la phrase : « Com-
bien existe-t-il de valeurs de ... vérifiant la relation (1),... ? » n'est autre
que celle que l'on formulerait pour traduire en langage clair la guestion
posée par la résolution de Uéquation (1) sy=—zx-F Var?-|-8
ol x est 'inconnue et ¥ un paramétre, astreints I'un et Yautre, ici, 2 cer-
taines conditions d’inégalité. .

Quant au passage de la forme (1) 2 la forme (2), il ne requiert point,
comme on l'a déji remarqué, lintervention de théorémes généraux sur
la transformation des équations : il suffit, 13 encore, d’avoir bien compris
la signification d'une « équation », et de savoir que, pour que deux nom-
bres positifs soient égaux, il faut et il suffit que leurs carrés soient égaux.

D’assez nombreux candidats, dont quelques-uns ont donné du reste des
réponses correctes 4 certaines des questions de cette partie, ont cherché a
tout prix i se raccrocher aux « mécanismes » et aux « formules », se
contentant parfois d'une apparence, d’une ressemblance extérieure, pour
appliquer, matheureusement hors de propos, tel théoréme ou tel résultat
« bien conmu ». Clest ainsi que Fon trouve dans plusieurs compositions
une faute assez curieuse : la relation (2), ayant été transformée de manicre
i isoler 42 dans I'un des membres, afin, sans doute, de faire apparaitre
I'indispensable” trindme du second degré en x, se présente sous la forme
(4) y2={(e—1)4%2 —2vy-} @ ; on étudie alors le minimum de 3%
considéré comme une fonction de # définie par le second membre de cette
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relation, sans avoir vu que les coefficients de ce trinome dépendent juste-
ment de la fonction y. Par bonheur pour certains de ces apprentis mala-
droits, mais par malheur pour la logique, le résultat obtenu par ce procedé,
c'est-a-dire par un raisonnement incorrect, se révéle exact, et l'exactitude
tient 4 un fait qui n'est naturellement pas évoqué dans les solutions ineri-
minées : la mise en évidence, par voie élémentaire, d’un minimum pour le
trindme du second degré en # qui figure au second membre de (4) est liée
3 la possibilité de mettre ce trindme sous la forme canonique, et d’écrire,
2 2
par conséquent : A2 = (a—1) (r ——y——) + <B =2 > :
@ -1 a—1
dés lors, puisque & — I est positif, quelle que soit la valeur donnée a x,

. 2 .
on a toujours linégalité 32 = B———-y—-—, et Yon rejoint, par le lien de
«—1

cette inégalité parfaitement correcte, les remarques faites précédemment 3
propos de la forme (3) de la relation initialement donnée,

On peut tirer, semble-t-il, quelques enseignements fructueux de l'obser-
vation réfléchie des titonmements et des hésitations qui se manifestent
ainsi, {réquemment, chez les débutants aux prises avec la complexité et la
subtilité des étres algébriques et de leur comportement.

11 convient dajouter que celte partie algébrique du probléme a donné
liew & un nombre non négligeable de solutions correctes, et parfois tout 3
fait bonnes. '

La deuxiéme partie proposait 'étude d'un décaédre convexe A ayant
pour faces : un hexagone régulier ABCDEEF, -— puis six trapézes rectangles
non creisés ABR'A’, BCC'B', ..... , dont les bases AA’, BB, CC', ..... .
perpendiculaires au plan P de I'hexagone sont des segments égaux de deux
en deux (AA'= CC'=EE, BB'=DD' == FF), les grandes bases étant
AN, CC, FEE', — enfin trois losanges égaux obtenuts en complétant les
parallélogrammes ayant respectivement pour cotés consécutifs les segments
A'B et B'C, CD' et D’F, ET’ et F'A’, les quatriémes sommets de ces
{rois parallélogrammes étant confondus en un point I situé sur l'axe de
répétition de Phexagone. A. vrai dire, la figure était décrite différemment :
partant de 'hexagone dont on donnait le coté a, et d'une demi-droite OZ
perpendiculaire au plan P et ayant pour origine le centre O de hexagone,
on construisait trois segments AA’, CC’, EE’, ayant méme longueur [,
perpendiculaires 3 P et situés du méme cocé de P que la demi-droite OZ, et
lc point I de OZ situé  la distance I + # du point O, # étant une longueur
comprise entre 0 et [; une premiére question, trés siniple, avait peur
objet de faire prendre contact avec ces €léments, en établissant que les
plans tels que TA'C',... coupaient respectivement les perpendiculaires au
plan P menées par les sommets B, D, E, en des points B, D’, E' placés
du méme cbté du plan P que OZ, puis en étudiant la forme des quadrila-
“téres TA'B'C, ...... , et en calculant la longueur commune des trois seg-
ments tels que BB,

Afin d’obliger les candidats & réfiéchir sur la forme et sur les particu-
larités simples du polyédre ainsi défini, I'énoncé demandait, comme complé-
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ment, la construction des projections orthogonales de ce solide stccessive-
ment sur le plan P de 'hexagone, puis sur deux des plans de symetne de
la surface prismatique ayant I’hexagone comme section droite, c’est-a-dire
sur le plan diagonal BB'EE', et sur le plan médiateur du c6té BC. Cette
construction devait mettre en évidence la symétrie du décaddre par rapport
aux plans tels que BB’EE’.

Le début de cette question, c'est-d-dire la mise sur pied du polyédre, la
recherche de la forme des faces telles que TA'B'C/, et le calcul de la lon-
gueur BB', a été en général correctement traité, mais trés fréquemment
avec des longueurs et des maladresses provenant souvent du fait que quel-
ques propriétés géométriques simples, en particulier des propriétés de
symétrie et de répétition, nont pas été vues clairement ou n'ont pas été
exploitées complétement. Beaucoup de candidats ont su tracer, pour cette
partie du probleme, des figures « en perspective » assez nettes, montrant
qu'ils se rendaient compte de la forme générale du décaédre. Par contre, les
projections orthogonales, dont on demandait la constriction ont été bien
moins réussies. 11 fallait évidemment, ici, entrer dans le détail, pousser
davantage I'analyse des éléments géométriques. La question de la « ponctua-
tion » que Ton proposait de faire en distinguant arétes vies et arétes
cachées, et en laissant au candidat le soin de définir lui-méme la position de
« Pobservateur » par rapport au décaédre et par rapport au plan de pro-
iection, n'a pas toujours été comprise ; sans doute la technique des conven-
tions élémentaires utilisées en géométrie descriptive n'est-elle pas connue des
¢léves de Preniiére, mais il s’agissait ici de simples remarques de bon sens,
et aucune justification logique n’était attendue,

le décaédre, une fois mis en place, I'étude se poursuivait par la déter-
mination de ses principatx éléments métriques et angulaires en fonction
des trois données fondamentales a, 7, x : les longttenrs des diagonales des
losanges, -— les longuetirs des différentes arétes, — les cosinus de ['angle
¢ formé par la petite base et par le coté non perpendiculaire aux bases de
I'une quelconque des faces-trapézes, et de I'angle § formés par les deux
cotés issus du sommet I de I'une quelconque des faces-losanges, — enfin,
le volume V du polyédre, son aire totale S et la somme L des longueurs de
ses vingt et ine arétes. Tous ces calculs étaient faciles, lorsque les pro-
priétés géométriques simples avaient été bien vues ; ils exigeaient, hien
entendu, comme toute opération de cette nature, une observation réfléchie
de la figure, un contréle attentif aux différentes étapes, quelques vérifica-
tions rapides permettant d’éviter des erreurs génantes. Sans entrer dans le
détail d’'une énumération « statistique », on peut dire qu'un bon tiers des
compositions ne contiennent, pour ce groupe de questions, que peu de résul-
tats valables ; le reste se partage a peu prés également entre les copies
donnant correctement presque toutes les formules demandées et celles ol
la plupart des calculs ont été abordés convenablement, mais ofr des défail-
lances plus ou moins graves ont provoqué de ficheuses erreurs.

La détermination du volume V du décaédre a été assez rarement traitée
a partir d'une trés simple remarque de « compensation », qui apparait



presque évidente lorsqu'on fait intervenir le plan paralléle au plan P de
I'hexagone, et passant par les sommets A, C', E': le tronc de prisme
quadrangulaire ayant pour section droite le losange OABC et pour section
non perpendiculaire aux arétes le losange IA'B'C’ a manifestement le méme
volume que le prisme quadrangulaire ayant la méme section droite OABC
et dont la hauteur est AA’. La recherche de ce volume pouvait naturelle-
ment étre abordée par différents procédés de décomposition fort raisonna-
bles, zans qu'il soit nécessaire, du reste, de faire intervenir umne formule
donnant le volume d’un trone de prisme triangulaire, formule dont la con-
naissance n'est pas exigée en Premiére. Lorsque le calcul était correcte-
ment conduit, par quelque moyen que ce soit, le fait que U'on obtenait une
expression trés simple, et surtout indépendante de #, était assez remaf-
quable pour que l'on cherche alors une explication géométrique de ce phé-
noméne, dont 14 plus naturelle est sans doute celle qui vient détre signalée.

Des fautes assez fréquentes ont été relevées dans le maniement des
formules trigonométriques, pourtant bien simples, qui conduisaient aux
expressions demandées de cos® et de cos ¢ ; en particulier, le fait que Van-
gle ¢ est obtus n’a pas manqué de provoquer quelques accidents.

Dans la derniére question de cette seccende partie, on considérait tous
les décaédres A pour lesquels les longueurs a et I sont fixes et vérifient

* I'inégalité 812 > a2, et l'on demandait d’établir que leur aire totale S et
la somme L des longueurs de leurs arétes, fonctions Pune et lautre de #,
admettent un minimum pour une méme valeur xo de &, valeur qui est éga-
lement celle pour laquelle les angles ¢ et 6 sont égaux. Il est intéressant
de remarquer que tous ces décaédres A, a et | étant fixés, ont le meme
volume V.

Le libellé de Pénoncé devait attirer l'attention sur la liaison qui existait
probablement entre cette question et le probléme d’algébre traité au début,
et, pout les candidats qui avaient obtenu des expressions correctes de S
et de L en fonction de #, la forme de ces fonctions ne potvait manquer de
confirmer cette premiére idée. La difficulté technique 4 surmonter pour
arriver 3 la solution en utilisant les résultats trouvés dans la premiére
partie, sans étre. considérable, ne doit cependant pas €tre sous-estimée quand
il s'agit de débutants. Les expressions de S et de L se présentaient en effet
souts une apparence assez compliquée, et le premier travail devait consister
en une discrimination entre termes ou facteurs constants et termes ou fac-
teurs variables : sans exiger une grande virtuosité, cette opération dzman-
dait pourtant quelque soin, afin darriver 3 mettre en évidence le fait qite
S et L admettaient un minimum en méme temps, respectivement, que les

fonctions — -+ y}_ V4xZ | a® et —ax-3 Va2 a®.
-

La deuxiéme étape a franchir, et qui comportait elle aussi un obstacle
non négligeable pour des novices, était de mettre ces fonctions sous la

2

forme — —}—\/3.1‘2 -+ e et — & - V/92Z - ga?,
4
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afin d'établir leur analogie compléte avec la fonction y de #- étudiée dans
la premiére partie. A partir de 13, Pexistence du minimum des fonctions

S et L pour la seule valeur —— de la variable x, comprise entre o et I,
2V2
se déduisait immédiatement des propriétés conntes de la fonction s

La proportionr de candidats ayant abordé d'une facon suffisante cette
question ne dépasse guére un sur cing, mais moins nombreux encore sont
ceux qui conduisent les opérations jusqu'a leur terme correct, ou presque.

Le fait que la valeur particuliére xo de # ainsi découverte est également
celle pour laquelle les angles ¢ et 6 sont égaux a €té vérifié par quelques-
uns ; en réalité, Iénoncé demandait une démonstration, qui permettait en
méme temps d'établir qu’il n’y a pas d'autre valeur de x réalisant cette
propriété angulaire trés simple : la question ainsi posée se réduisait i la
résolution d'une équation irrationnelle, qui était certainement i la pertée
de bons éléves de Premiére.

Le décaédre remarquable (Ao) ainsi découvert méritait évidemment un
examen géométrique un peu attentif, qui était proposé, discrétement d'ail-
leurs, en conclusion de cette seconde partie. Le fait que les quatre angles
triédres formés par les arétes issties des sommets I, B, D', E’ ont toutes
leurs faces égales, leur valeur commune étant celle des angles o et 6, dont

. , o I g . s
le cosinus est égal 4 —-, et que les trois angles polyédres quatre faces
3

formés par les arétes issues des sommets A’, C', F' ont aussi, comne cansé-
quence, toutes leurs faces égales, et égales a1 supplément de I'angle précé-
dent, résultait évidemment de I’égalité établie des angles ¢ et 0 et des pro-
priétés angulaires classiques d’un trapéze et d’un parallélogramme. 1’énoncé
ne faisait pas allusion 4 1'égalité des quatre angles triédres, afin de ne
pas engager les candidats dans une voie qui ne devait pas leur étre. fami-
liére, mais on pouvait penser que quelques-uns découvriraient cette pro-
priété €t qu'ils en tireraient parti pour faciliter I'étude des diedres des
différents angles polyédres. En fait, cette question a été presque compléte-
ment laissée de c6té.

La troisiéme partie du probléme avait pour objet de définir les condi-
tions d’existence d'une sphére inscrite dans un décaédre A, clest-a-dire
d’'une sphére intérieure 3 A et tangente & ses dix faces. Pour éviter des
tatonnements 4 propos de faits évidents, 'énoncé indiquait qu'une telle
sphére, si elle existe, avait nécessairement son centre sur la demi-droite OZ
ct que son rayon était celui du cercle inscrit dans I'hexagone régulier ; il
attirait d’autre part l'attention sur I'intérét que présente I'emploi d’une sec-
tion de la figure par un plan tel que BB’EE’, déja connu comme plan de
symétrie du polyédre. On supposait fixées les lengueurs a et L

I1 est évident que la seule sphére acceptable comme sphére inscrite dans
un décaédre A est parfaitement déterminée par les conditions d’étre tan-
gente au plan P de I'hexagone et aux plans des six faces-trapézes, et aussi
d’étre du méme coté du plan P que la demi-droite QZ ; cette sphére ¢ 2
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a\3

pour centre le point o de OZ situé A une distance égale a du point O,

et elle et tangente en ce point O au plan P. Le prehléme se réduit done 2
la rechercher des conditions de contact de cette sphére s avec les plans
des trois faces-losanges du décacdre.

La solution peut étre orientée, soit vers une voie algébrique, soit vers ufle
voie géométrique. On peut, par exemple, calculer les distances du centre @
de la sphére ¢ aux plans des trois faces-lcsanges, et la condition de contact
s'obtiendra en exprimant que ces dislances soni égales au rayon de ¢ ;
'équation obtenue, jointe aux inégalités imposées dés la définition du décaé-
dre, formera le systéme des relations caractérisant les décaédres A admet-
tant une sphére inscrite. On peut aussi se proposer de déterminer géomé-
triquement les plans des faces-losanges tangentes i la sphére 6, compte
tenu des conditions géométriques d'existence du décaédre. De toutes facomns,
le fait que OZ est axe de répétition d'ordre trois pour A et axe de révolu-
tion pour ¢ permet de n'exprimer la condition de contact que pour un seul
des trois plans des faces-losanges, pour le plan IA’B'C’ par exemple, et
la symétrie de la figure, formée par A et pat s, par rapport au plan BB'EE’
rameéne alors le probléme 4 un probléme plan.

Si I'on adopte d’abord la solution algébrique, on remarque que la distance du
centre © de la sphére ¢ aiwr plan TA'B'C’ n'est autre que la distance nK
du point ® i la droite IB’, trace du plan TA'B'C’ sur le plan de symétrie
BB'EE’ ; le calcul de wK est alors trés facile, en utilisant par exemple la
similitude des triangles TwK et IB'B”, B” étant la projection orthogonale
de B’ sur OZ. En exprimant que cette longueur K est égale au rayon
a_:/_; de la sphére s, ce qui traduit une condition nécessaire et suffisante
pour le contact du plan et de la sphére, on est conduit A une équation irra-
tionnelle trés simple, dont la résolution, compte tenu des conditions d’iné-
galité relatives au décaddre, équivaut & celle du systéme :

s) { 25? — (2l —a /3w + 1@ V3—D =0,

i oL x <Ll

La discussion est classique et donne les résultats suivants :

Vit+Ve

sil<a , le décaédre A n'admet pas de sphére inscrite ;

5 2 = .
si g M <1< a3, le systtme précédent admet deux solutions
pour x, et il existe deux décaédres A distincts admettant une sphére inscrite;

si a\/3<l< 223, le systtme n'admet plus qu'une solution et un
seul décaddre A est circonscriptible & la sphere o ;

si 2a V/ 3 < [, aucun décaddre A n'est circonscriptible & o. Bien entendu,
il serait facile, et non sans intérét, d’entrer dans le détail, et, en particulier,
de donner une interprétation géométrique des valeurs de # qui sont racines
de l'équation du second degré (équation qui, isolée du systéme, exprime

b.
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le contact du plan TA'B’C’ et de la sphére o) sans étre solutions du systéme.
Les cas limites doivent naturellement étre signalés :
Vi+Voe
2

Jorsque I=a , le systéme admet une seule solution, qui est

racine double de I'équation ; cette racine est justement égale au nombre

Ao=——déja rencontré dans la deuxiéme partie et correspondant i
242

un décaédre (Ap) ; on reparlera plus loin de ce cas particulier ;
= | S T Ay S
lorsque 7==a /3, le systéme admet une solution — = - qui définit

2 2

un décaédre circonscriptible, et I'équation admet une racine nulle, qui ne
vérifie pas, par conséquent, I'inégalité stricte x > o, et qui correspond a
une forme « limite » de décaédre, réduite au prisme hexagonal régulier

ayant pour base I'hexagone donné dans le plan P et pour hauteur a V/3, la
seconde btmse plane A’'B’'C’'D'E'F’ pouvant étre considérée comme formée
par trois losanges tels que TA'B/C’ ;

enfin, lorsque I =2a /3, la seule racine positive de I'équation est juste-
ment égale a [ et définit ici encore une forme limite du décaddre A, dans
laquelle les six faces-trapézes sont remplacées par des faces triangulaires
(BB’ = 0).

Pour Iétude géométrique de la question, en utilisant, comme précédem-
ment, la symétrie par rapport au plan BB'EE’, on remarque que la condi-
tion de contact du plan IA’B'C’ et de la sphére o est équivalente 3 celle
du contact de la droite IB’ avec le grand cercle y, section de ¢ par le plan
de symétrie, Les données du probléme, dans le plan BB'EE’, sont alors les
suivantes : 1B’ est l'un des cOtés du trapéze rectangle OIB'B dont les élé-
ments fixes sont le coté OB, ayant pour longueur @, les demi-droites OZ
et Bu, parali¢les et de méme sens, supports des bases OT et BB, et le seg-
ment HH’, ayant pour longueur I (supposée fixée, comme ), qui joint les
milieux H et H' des c6tés OB et IB’ du trapéze, et qui représente la pro-
lection orthogonale sur le plan de symétrie des deux segments AA” et CC ;
d'autre part, le cercle y, tangent en O 4 OB, a son centre o sur la demi-

. ’ N a 3 e ’
droite OZ, et son rayon est égal 3 —b Le support du cé6té IB” est donc
2

assujetti 4 passer par le point fixe H', 4 étre tangent au cercle ¥, et a
couper les demi-droites Bu et OZ en des points B et T tels que O coit
supérieura BB’

Ainsi apparait 'idée d'une construction simple : on ménera par ie point
H’ les tangentes au cercle ¥, et on ne retiendra que celles de ces droites
pour lesquelles les points B" et I existent (c'est-d-dire celles qui coupent
effectivement les deux demi-droites Bu et OZ) et vérifient la relation
OI > BB'. La discussion fait donc intervenir, d'une part la condition
d'existence des tangentes au cercle y passant par le point H’, d'autre part.
les conditions relatives aux points B’ et 1.
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Pour la premiére, on remarque que le support du segment HH’ coupe
le cercle y en deux points Hi et Ha dont les « cotes » mesurées parallé-
lement & OZ, a partir du plan P, c’est-d-dire du point H, se calculent

aisément puisqu’on connait leur somme égale au diametre a /3 du cercle,

et leur produit égal & OH? ; on trouve ainsi :

i, —a V32V2 gE,— V3tV
2 2
Le point H' doit donc se trouver, soit sur le segment HHi, soit sur la
demi-droite HoV, paralléle & OZ, qui prolonge HH2 au dela de Ha.

Les autres conditions, concernant les points B’ et I (existence et posi-
tions relatives), mettent en jeu comme éléments remarquables : la tangente
au cercle y au point Q' diamétralement opposé au point Q, tangente qui

conpe le support de HH' au point L. dont la « cote » est av\/~3. et la tan-
gente au cercle v, distincte de BO, passant par le point B, soit BT, qui
rencontre le support de HH' et la demi-droite OZ respectivement aux
points Ho et Tp myant pour « cotes » 2a \/3 et 4a \/3. Le calcul de ces
deux longuneurs peut se déduire facilement du fait que la tangente BT est

.

symétrique de BO par rapport au diamétre Bw et que Pangle OB a pour

V3 , o Al | v g W s
tangente =ip la tangente de l'angle aigu OBT étant par suite égale & 4 V/ 3.

L’examen de la figure, en supposant que le point H', ayant pour « cote »
i, varie sur la demi-droite Ho, 3 partir du point H, montre alors que :
B B : V3—Vz2
si H’ est intérieur au segment HHi, c'est-d-dire que si Il <Ca ——— ,
2
les tangentes passant par ' ne conviennent, ni l'une, ni l'autre, car elles
ne rencontrent pas la demi-droite OZ ;

<l <aVs,

les deux tangentes menées par H’, qui ont leurs points de contact sur l'arc
limité par les points de contact des tangentes 4 y issues du point L, don-
nent l'une et autre une solution du probleme ;

si H' est sur le segment HoL, c'est-a-dire si a

Vit+Ve

si i1’ est placé sur le segment LHo, c’est-d-dire si o/ 3L l<2aV/3,
l'une des tangentes passant par H' a son point de contact sur le demi-cercle
de y situé par rapport & OZ du coté qui ne contient pds le point B, et cette
tangente ne peut étre retenue, car eile définit sur Bu un point B’ dont la
« cote » est supérieure A celle du point I qu'elle détermine sur 0Z ; la
seconde tangente passant par I’ donne une solution acceptable ;

enfin, si H’ est au dela du point Ho, sur la demi-droite HoV, aucune des
deux tangentes ne répond aux conditions imposées, l'une définissant, com-
me précédemment, des points B’ et I tels que BI' soit supérieur a OI, et
I'autre ne coupant pas la demi-droite Bu.

Tes cas limites sont faciles & étudier, et correspondent a des construc-
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tions trés simples. En particulier, lorsque le point H' occupe la position

Hoa, sur le cercle v, c'est-a-dire lorsque l=gqa w, les deux tan-
2

gentes se confondent avec la tangente 3 vy au point Ha et 'on obtient ainsi
un dacaédre circonscriptible particulier dont on précise dans la suite quel-
ques propriétés.

Les deux solutions algébrique et géométrique se complétent mutuelle-
ment. I convient d’observer que la justification rigoureuse des propriétés
mises en ceuvre dang la discussion géométrique exigerait en réalité un rai-
sonnement assez délicat, qui pourrait, par exemple, étre conduit en étu-

diant systématiquement les mesures algébriques des segments OI BR,
déterminés, sur les axes ayant pour demi-droites positives OZ et Bu. par
la tangente fixe OB et par une tangente variable an cercle y. Naturelle-
ment, une telle justification logique n’était pas attendue des candidats, et
les remarques géométriques déduites de I'observation raisonnée d'une figure
suffisamment correcte étaient considérées comme suffisantes et trés favora-
blement appréciées.

Dans la derniére question, on demandait surtout de chercher si, parmi
les décaédres Ao étudiés A la fin de la deuxidme partie, il en existait un
circonscriptible 4 une sphére. Cependant, on proposait d'abord @établir
que le rapport du volume & l'aire totale d’'un décaddre A admettant une
sphére inscrite est égal au tiers du rayon de cette sphére. Cette propriété
est presque évidente, et manifestement valable pour tout polyédre convexe
circonscrit & une sphére, le volume d’un tel polyédre pouvant étre évalué
comme la somme des volumes des pyramides ayant pour sommet commun
le centre de la sphére inscrite, et pour bases les différentes faces du
polyédre.

Dans le cas des décaddres A, cette propriété peut d'ailleurs étre présentée
cemme caractérisant ceux d'entre eux qui admettent une sphére inscrite,
ou, plus exactement, on peut établir, pour les décaédres A, une proposition
réciproque de celle qui vient d’étre énoncée, & condition de bien préciser
les hypothéses : ayant d’abord remarqué qu'un décaédre A ne peut admettre
d’autre sphére inscrite que la sphére ¢ décrite précédemment, dont le rayon

, et dont le centre o est le point de OZ tel que Ow =R,

R est égal a

€l I'on considére les décaédres A dont le volume V et l'aire totale S véri-

fient la relation V= —.8, R étant précisément le rayon de la sphére o,
3

ces décaédres sont circonscriptibles 4 une sphére, qui est naturellement la
sphére o,

Pour démontrer cette propriété, on peut, par exemple, pour un décaédre
A quelconque, décomposer son aire totale S en une somme de trois termes :
iaire So de U'hexagone, la somme S; des aires des trapézes, la somme Sz
des aires des losanges ; on peut, d’autre part, décomposer son volume V en



une somme ‘de volumes de pyramides ayant pour bases les différentes faces
de A et pour sommet commun un point intérieur a A ; il est naturel de
choisir ce point sur OZ, denc sur le segment OI, et il est possible de le
choisir & égale distance du plan P de I'hexagone et des plans des trois
faces-losanges : il suffit en effet de prendre le point d'intersection de 0Z
avec le plan bissecteur intérieur du diédre formé par le plan F et par le
plan du losange TA’B'C’ par exemple (diédre contenant le décaédre A) ;
soit N ce point, et & sa distance au plan P et aux plans des losanges. Ce
point N étant sur OI, sa distance atx plans des trapézes est justement égale
au rayon R de la sphére o. Donc tout décatdre A peut étre décomposé en
dix pyramides intérieures, ayant pour sommet commumn N, six d'entre elles
ayant pour hanteur comnmune R, les quatre autres ayant pour hauteur com-
mune A, et le volume V de ce décaédre quelcongue A est égal a
V=§.Sl—}——g.(so—|—52),

son aire totale étant dailleurs S= So - S1 - S2. Dés lors, la relation
V:I—:- S équivaut 3 la condition k=R, qui exprime que le point N,

équidistant du plan P et des plans des losanges, coincide avec le centre
@ de o, et par suite que le décaédre A correspondant est circonscrit a @.

Cette remarque, qui, bien entendu, n’était pas demandée aux candidats,
fournissait un autre moyen de former l'équation en # correspondant aux
décaddres A circonscriptibles 4 une sphére, puisqud les expressions de Vet
de S avaient été calculées dans la deuxiéme partie du probleme.

Quant 4 la détermination des décaédres Ao admettant une sphére inscrite,
elle se déduit immédiatement des résultats obtenus au début de la troisieme
partie, en cherchant ce que doivent étreles longueuts a et I pour que le

. N a 2
systéme (5) admette comme solution, pour %, la valeur 2p——— qu
2 \/2
caractérise les décaédres Ao (avec I'hypothése [ > __). Dailleurs la
2 V2
discussion du systéme (5) avait déji mis en évidence la valeur

1 V3 tVe
' a
pour laquelle xo est justement solution (double) ; et il est facile de mon-
trer que c'est le seul cas ol il en est ainsi.
Du- reste, cette étude peut étre abordée autrement, en partant d’une
remarque géométrique relative aux décaédres Ao : pour tous ces polyédres,
Fangle aigu du plan P de I'hexagone et du plan de P'une quelconque des

faces-losanges est un angle constant admettant pour tangente L_ ; donc,
2

en supposant fixé le cOté @ de I'hexagone, ces polyédres A ne différent les

uns des autres que par la longueur I des arétes AA’, CC, EE' ; autrement

dit, tous les décaddres Ao construits sur un méme hexagone, et d’un méme
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coté du plan P de cet hexagone, se déduisent les uns des autres par des
translations paralléles & OZ (si I'on a fixé, bien entendu, le role des arétes
AA’, BB, ..... ; sinon interviendraient aussi certaines rotations atitour
de OZ). I devient alors évident qu'il existe un seul de ces décaddres Ag
circonscriptible & une sphére, qui ne peut étre que la sphére o déji décrite :
il correspond au plan; tangent 3 Ia sphére o, paralléle 4 la direction connue
du plan de I'une des faces-losanges, et coupant les arétes du prisme ayant
I'hexagone donné comme section droite du c6té du plan P ofl se trouve .
Le point de contact M de ce plan et de ¢ se détermine aisément, en repre-

nant par ‘exemple la figure déja utilisée dans le plan de symétrie BB'EE’ ;
— 1
angle aign Mol du triangle rectangle Mol a pour tangente -— et pour

2 "
: 2 . . : V3, V2
cosinus\ / -; la distance du point M au plan P est donc a — = Jet
3 o 2 2
sa distance & OZ est —; on retrouve ainsi le point Ha, qui est du reste le
2

centre du losange TA'B'C’ dont le plan est tangent 3 o.
Le volume Vo et l'aire totale So de ce décasdre particulier Ao vérifient

naturellement la relation Vo =—— So, R étant le rayon de o, et le volume
3
Vi et laire S1 de o vérifient également la relation Vi= —S;.
3

V S i
Les deux rapports \70 et = sont donc egaux et leur valeur commune
i 1 —_ =
Vo _S_3 V3+Ve
V1 Sl B K ’
Le rapprochement, dans cette formule, des nombres = et (/3 \/2) dont
a dilférence est inférieure 3 0,005, méritait sans doute d’étre souligné ;

se calcule facilement ; on trouve ainsi

c’est pourquoi la comparaison de ce rapport et du nombre 4 a été propo-
2

sée 4 la fin du probléme ; il s'agissait d’'un calcul numérique bien simple, qui
permettait d'obtenir, par deux opérations de division, I'encadrement, de ler-

: 3 '
reur commise en remplagant ce rapport par 2 entre les deux nombres
2

0,0021 et 0,0023
Il n'était pas nécessaire, bien entendu, de conmnaitre la « théorie des
errelirs » pour traiter cette petite question.

La derniére partie du probléme n'a été abordée que par une (uarantaine
de candidats, dont la plupart n’ont donné que quelques indications assez
sommaires sur la sphére ¢ sans toucher valablement i la détermination des
décatdres A circonscriptibles & une sphére. Seules, une quinzaine de copies
contiennent des éléments plus ou moins complets, de la solution, les essais
géométriques étant sensiblement plus nombreux que les essais algébriques.
La question du rapport du volume & T'aire totale d'un décaddre circonscrit
a été traitée correctement dans six compositions, — ce qui n’est pas mal, —
pour la fin d’une longue épreuve.
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Dans 'ensemble, le probléme comportait une importante partie algébrique,
Jide intimément aux questions de géométrie, et qui ne présentait pas de dif-
ficultés « techniques » particuliéres ; lessentiel était d’avoir compris
correctement les notions fondamentales, et de savoir conduire posément et
raisonnablement un calcul, den assurer fréquemment le contrdle ainsi que
l'interprétation géométrique. Le jugement de I'épreuve ne peut guere faire
intervenir une distinction entre « algébristes » et « géométres », distinc-
tion bien factice du reste, car algdbre et géométrie exigent les mémes qua-
lités d’esprit et d’initiative, les mémes efforts de réflexion et d’imagination,
pour qui tente de pénétrer assez avant, et convenablement, dans leur
domaine.

Cent quarante-neuf candidats ont pris part au concours ; aprés double
correction de chacune des compositions, un premier choix a été effectué et
a permis de retenir trente-trois copies qui ont été reviies en détail par tous
les membres du jury.

Tl serait assez vain de chercher & présenter une image valable de la
physionomie du Concours en dressant une liste par ordre de mérite, établie
enn attribuant une note & chaque composition. Un tel tableau risquerait fert,
du reste, de paraitre décourageant pour celui qui en prendrait connaissance
cans information préalable, et qui serait tenté de croire que les indications
« chiffrées » décélent une sorte de vérité absolue. Or, dans une épreuve
de ce genre, tout a fait inbabituelle pour des jeunes gens dont la forma-
tion intellectuelle et scientifique n'est pas encore achevée, le comportement
des candidats est fonction d'éléments trés divers, et leurs connaissances
mathématiques, qu’il s’agisse des faits, des idées, des méthodes, sont bien
loin d’étre seules en cause.

Cing heures de travail continu, — la prise de contact avec un sujel assez
complexe dont on ne saisira que progressivement la signification et la
structure, quelles que soient les précautions prises dans le libellé de

i'énoncé, — Peffort prolongé de réflexion qu'exigent la mise aw point des
résultats peu 4 peu acquis et leur coordination, indispensable pour aller
de I'avant, — les qualités d'organisation que suppose la présentation en

botne forme d'une solution lentement ébauchée et dont la rédaction. fait
frégquemment apparaitre quelque nouvelle perspective, d'abord inapercue,
suggérant d'autres voies possibles que I'en n'aura peut-&tre pas le temps
dexplorer.... : voild, entre autres, quelques données, dans l'ordre matériel
et dans 'ordre psychologique, qu’il ne faut pas oublier de prendre en
considération pour apprécier la valeur des jugements portés sur les compo-
sitions du Concours général de Premiére. Que certains bons esprits, esti-
més comme tels, pour de sérieuses raisons, par ceux qui les connaissent, ne
répondent point & l'attente de leurs maitres, cela n'a rien de trés surpre-
nant et ne prouve rien quant a leur valeur intellectuelle. Tl serait du reste
intéressant de chercher a analyser avec soin les réactions de quelgues can-
didats — de candidats choisis valablement, bien entendu — au cours de
lenr travail, et de tenter de déceler les difficultés de tous ordres qui omnt
pu géner l'un ou arréter l'autre 3 tel ou tel moment ; sans doute une
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enquéte de ce genre, menée par les professeurs auprds de ceux qu'ils ont
désignés, pourrait fournir des renseignements fort utiles, soit qu’ils permet-
tent & un éléve de prendre conscience de certaines qualités, ow de certains
défauts, -seit qu'ils aient une valeur générale et quils puissent ainsi cons-
tituer un théme de réflexion, nouveau ou renouvelé, dans le domaine sans
limites de la pédagogie.

Pour donner de ce Concours une idée d’ensemble, il convient d’indiguer
d’abord qu’une vingtaine de compositions ont paru 3 peu prés compléte-
ment nulles, soit que 'on n'y trouve que de rares résultats insignifiants,
soit qu’elles contiennent des erreurs graves portant sur les faits fonda-
mentaux, Vient ensuite une masse importante, de quatre-vingt-dix copies
environ, qui, si on voulait les coter dans I'absolu, en tenant compte de la
totalité du probléme, n’auraient guere obtenu que des notes comprises entre
2 et 6 sur 20, mais la plupart dentre elles donnent sur tel ou tel point
des parties de solutions correctes, parfois trés convenables, permettant de
penser que leurs auteurs se seraient fort honorablement comportés dans
une épretve de durée et de dimensions plus modestes. La quarantaine de
compositions restantes forment le lot ot se révélent, avec des inégalités
inévitables, 3 la fois des connaissances sérieuses, en général correctement
assimilées, et certaines qualités d’esprit déji affirmées. Les trente-trois
copies retenues aprés une premiére sélection avaient toutes abordé vala-
blement les deux premiéres parties du probléme, et plus de la moitié d’en-
tre elles la troisiéme pattie ; le baréme adopté pour l'appréciation firale
correspondait a lattribution des coefficients 1,2 et 2 respectivement pour
les trois groupes de questions : algebre, étude géométrique des décaddres A
et propriété de minimum, étude des décaddres A circonscrits 3 une sphére.
Le classement a placé en téte, nettement détachés, deux candidats que le
jury n’a pas cru devoir séparer, bien que leurs compositions soient fort
dissemblables, — I'une, trés bien présentée, « agréable a lire », donnant une
solution presqite achevée pour des questions parmi les plus importantes et
les plus délicates, mais avec des lacunes notamment & la fin des deuxiéme et
troisiéme parties, — 1'autre, plus compléte, apportant des réponses conve-
nables sur presque tous les points, mais moins fouillée dans le détail que
la précédente, et manifestant parfois des fautes ou des insuffisances de
fond et de forme ; ils ont été proposés tous deux pour un premier prix
ex-@quo. Un troisiéme prix a été attribué 3 un candidat dont la copie,
comparable aux deux premiéres pour plusieurs questions, était nettement
moins compléte. Cing autres compositions, un peu moins bonnes que leg
précédentes, mais encore tres satisfaisantes, ont été jugées dignes d’une
récompense : un premier et un deuxiéme accessits, décernés 4 des travaux
assez différents dans le détail, mais donnant, dans V'ensemble, 'impression
de valeurs trés voisines, et un triple troisiéme accessit accordé pour trois
copies convenables, soit par un ensemble suffisant de résultats correctement
élablis, soit par le « fini » de quelques parties de la solution.

Pour donner, toujours avec les réserves déja signalées, une appréciation
chiffrée, sur 20, compte tenu de toutes les parties du probléme, dont aucune
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n’a été totalement laissée de coté, si I'on considére l'ensemble des compo-
sitions, les notes des huit lauréats peurvent se sitiler ainsi : 14,5 pour les
deux premiers, 12 pour le troisiéme, 11,5 et 11 pour le premier et le second
accessits, et 10,5 pour les trois accessits ex-@quo.

Quant aux vingt-cing copies sélectionnées lors d’une premiére délibéra-
tion et non retenues pour le palmarés, leurs notes s'échelonneraient entre
0,5 et 6 environ, avec un groupe assez compact de cing, arrivant trés prés
de la moyenne (9,5), puis quatre que 'on peut coter ¢ ou 8,5, puis une
dizaine entre 8 et 7 et le reste entre 7 et 6.

L’impression générale que 'on peut dégager des résultats de cette
épreuve est donc satisfaisante ; elle est trés comparable a celle que laissait
le Concottrs de I'an dernier, malgré la différence assez marquée entre les
types de problémes proposés en 1950 et en 1951. S’agissant d’une épreuve
.qui ‘ne.doit pas et qui ne peut pas &tre vraiment « préparés », et qgni
demande, non d'aveir acquis, en classe ou hors de la classe, un certain ver-
nis d'érudition, mais seulement des connaissances de hase bien assimilées et
effectivement « disponibles », cette appréciation favorable qui tient compte
de Tensemble des compositions, constitue tne indication précieuse sur la
qualité de lenseignement d’initiation aux mathématiques donné dans nos
établissements secondaires, y compris les Ecoles normales, — et sur la con-
tribution de valeur qu’il apporte & I'ceuvre de formation intellectuelle des
jeunes gens qui le regoivent.

A titre purement documentaire et anecdotique, jajouterai quelques
remarques sur les lauréats et sur quelques-uns de leurs camarades ; elles ne
comportent naturellement aticune conclusion et ne prétendent point fournir
les éléments de je ne sais quelles comparaisons qu'il serait parfaitement
ridicule d’instituer ; elles n'ont d’ailleurs aucune valeur dans lordre des
« statistiques », car elles portent sur une « population » restreinte, sélec-
tionnée et localisée ici ow 14 par 'effet de circonstances fortuites qui n’ont
guére de rapports avec les événements de la vie scolaire. Un fait est digne
d'étre noté d’abord, pour I'historique du Concours : une jeune fille figure
au palmarés, pour la premiére fois depuis qu'a été rétablie. en 1946,
I'épreuve de mathématiques pour les classes de Premiére ; Mlle Vannaéle
mérite d’'autant plus cette mention spéciale qu'elle éfait, au lycée de jeunes
filles de Montpellier, éléve de Premiére A-B, et qu'elle a obtenu en méme
temps le premier prix d'italien au Concours général. Puis, un hasard assez
curieux fait que les résidences scolaires des huit lauréats sont toutes situées
A une latitude au plus égale 4 celle de Paris : Paris (deux fois), Lvon, Cre-
noble, Montpellier, Perpignan, Alger, Rabat ; on trouve d’ailleurs une trés
{forte proportion de Parisiens dans le groupe d’'une dizaine de candidats qui
suivent de prés les derniers cités. On peut aussi signaler que, sauf Mlle
Vannaele, les lauréats étaient éléves de Premicére C (deux prix et trois
accessits) et de Premiére Moderne (un prix et un accessit). Et il n'est
pas sans intérét d’établir une liaison avec la classe voisine : comme l'an-
née derniére, au palmarés du Concours général pour les classes de Mathé-
matiques en 1951 figurent en trés bonne place (parmi les prix et les pre-
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miers accessits), taut pour la composition de mathématiques que pour celle
de sciences physiques, les noms de lauréats de I'épreuve-de mathématiques
de Premiére en 1950 : MM. Froissart, du Lycée Louis-le-Grand, Florent et
Barra, tous deux du Lycée Thiers & Marseille, et Sajus, du Lycée de Pau.

J. DESFORGE,
Tuspecteur général de IEnseigiement du Second Degré.
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