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Etude d’une démonstration d’équivalence
entre propriétés géomeétriques

Les éléves connaissent déja la définition d’'une conique & centre comme
lieu des centres des cercles passant par un point fixe F' et tangents 4 un
cercle fixe (8) de centre F. Les cas particuliers ott F’ est, soit sur (3), soit
en F, ont été étudiés et sont désormais exclus. Le probléme consiste & trans-
former cette définition.

On suppose établie la formule de.la différence des puissances d’un point
A par rapport & deux cercles non concentriques (C) et (C') ayant pour cen-
tres respectifs O et O': (1) P (A) —Pp(A)=20'0.Aa ou ¢ est la
projection orthogonale de A sur I'axe radical de (C) et (C').

DonnEes. — a. Deux cercles égaux fixes de rayon égal i 2a 'un (3)
ayant pour centre un point F’, autre (3') ayant pour centre un point F.
On pose FF = 2¢ avec ¢ =0 et c7=a (cette derniére restriction n’étant
pas indispensable).

8. Un point quelcongue M du plan, et le cercle (w) de rayon o, qui a
pour centre M et qui passe par F'.

(Le lecteur est invité 4 faire la figure).

"MtTHODE. — On cherchera une relation qui permette d’exprimer sim-
plement par la suite que le cercle (1) est tangent au cercle (3).

RECHERCHE DE LA RELATION, — &. Position relative de (p) et de (37) :
Il n'est évidemment pas indiqué de comparer la distance des centres d la
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somme et 4 la différence des rayons. Trop de cas de figure devraient étre
examinés : on ne sait rien sur M.

Les éleves se rappellent facilement que le nombre de points d'intersection
de deux cercles est le méme que celui de I'un d'eux avec leur axe radical.
On tracera donc A, axe radical de (1) et (5'), et on cherchera i évaluer
la distance FK de F 4 A. La formule (1) est toute indiguée :

Py (F) — P, (F) =—2MF.FK.
Dot | —402 4 2 —MF2|=2MF.FK. Ainsi, FK est exprimée en
fonction de MF et de o.

B. Le cercle (v) passe par F' : clest-d-dire que ¢=:MF'. Par suite,
zMF.FK = |—40% 4 MF'2— MF?|. On reconnait dans — 442 - MF’2
la Pz (M) done au second membre |Py (M) — P, (M)|, F désignant ici le
cercle-point.

On est conduit 3 tracer. Iaxe radical D de (F) et (8). Et en désignant
par H la projection orthogonale de M sur D, par application de la for-
mule (1), on obtient : 2 MF.FK=2FF.MH. En définitive, quel que
snit M dans le plan, on a : ———— )

MF  2c

R} ME=FE

EQUIVALIENCE DES DEUX DEFINITIONS. REFLEXIONS SUR LA METHODE, —
¢ p tangent 2 (3) » équivaut — on l'a vu — & KF=2a, c'est-d-dire

d'aprés la relation (R) 2 %-IE‘ =§. Et, par suite, en ce qui concerne M,
le fait qu'il soit sur la conique I' ayant pour cercles directeurs (3) et (37,
et le fait qu’il satisfasse a la relation le_[—I:'Cd , sont deux propriétés
équivalentes. Posons E=e. La conique I' apparait comme identique au

a
lieu des points M tel que Iltd_ﬁl-;l‘z e.

Mais il y a plus : il est facile d’amener les éléves — si toutefois ils n'y
viennent pas d'eux-mémes — 4 se demander « ce qui se passerait » si
7K, au lieu d’étre égal & za, lui était, soit inférieur, soit supérieur. Les
nombres positifs seront donc partagés en trois classes auxquelles corres-
pondront, d’aprés la remarque faite sur les points communs a deux cercles
et a leur axe radical, et d'aprés la relation (R), les trois lignes du tablean
de propriétés équivalentes qui suit :

3 ! - MF
(1) coupe (3) — KF < 2a - WO >e
() est tangent a (3) 7 KF = 2a Sl x—g —e
MF

{#) ne coupe pas (8) T KF > 2a . W< e

On est conduit & définir si on ne I'a pas fait plus tot, 'extérieur et V'in-
térieur d’une conique, et & remarquer : de méme que le nombre 2a est la
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coupure entre les nombres inférieurs 4 2a et les nombres supérieurs 3 2a,
de méme la ccurbe I' apparait comme une cotipure entre deux régions du
plan, et & chaque propriété caractéristique de I' correspond une propriété
caractéristique de chacune de ces régions.

I’exposé précédent illustre de remarquable maniére sous ses différents
aspects (suppression des réciproques, extension au plan des propriétés d’une
courbe), la réflexion de Henri LERESGUE, rapportée par mnotre collégue
PocuArp, dans le numéro 141 du Bulletin, auquel le lecteur est prié de se
reporter.

Signalons accesscirement 4 l'actif de la démonstration précédente l'in-
troduction toute naturelle des directrices et de Pexcentricité d'une coniyue.

LiuU DES POINTS DONT LE RAFPORT DES DISTANCES A UN POINT FIXE F
ET A- UNE DROITE FIXE D EST UN NOMBRE CONSTANT ¢. — Le lieu vient
d’étre trouvé dans le cas ou D est I'axe radical du cercle-point F et d'un
cercle (8) non centré en F, ne passant pas par F, 2 étant le rapport FF’
au rayon de (8).

Tout ensemble (F, D, ¢) peut-il étre obtenu de cette maniere ? D'abhord
il est évidemment nécessaire que la distance FL. de F a4 D soit différente
de 0 et que e soit positif et différent de 1. Il est alors possible de cons-
truire (3) connaissant F, D, e : il suffit pour cela de tracer un cercle (%1)
ayant pour centre un point F'y de FL, distinct de F et pcur rayon Ff : d

de tracer Paxe radical Dy de () et (31) [qui ne passe pas par F, puisque
e =£1], et de faire subir 4 ce cercle (31) I'nomothétie de centre F qui
transforme Dy en D. Le cercle obtenu sera (3).

‘REMARQUE. — La formule (R) est encore valable pour le cas exclu ot
¢ =g, moins intéressant dans la pratique, mais non pas du point de vue
théorigue. On obtient alors I'équivalence entre le lieu des centres des cer-
cles tangents en un point donné d un cercle donné, et le liew des points tels

que A—l\:igz 1 quand F est sur D...

. MF L, e
Le lieu l\ﬁ= 1, quand F n’est pas sur D, doit étre traité a part.
Dans le méme ordre d’idées, si on prend deux axes de coordonnées bien
choisis et qu’on laisse provisoirement indéterminé le point M (#,v) du
plan, on peut établir la relation

e S
MF2 —¢2MH?2 = PR [ — + e l]
et par suite I'équivalence entre :
MF 5 LA
T G R
MF x? »?
Mﬁ_—eet?_‘l—a’—c’ s
MF 2 y?
TTER Sy

dans le cas ot @ > ¢ (ellipse). Modifications évidentes si a < ¢,
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