Une nouvelle méthode d’étude des copiques

Les intéressantes études sur les coniques parues dans un .récent Bulletin me
décident & exposer une nouvelle méthode due & M. GARNIER, professeur & la Sor-
beune, méthode plus simple que celle de M. Lesescur., Elle peut.étre effectivenient
utilisée dans une classe de Mathématiques Elémentaires.

Elle consiste & tranformer la comique, par une homologie harmonique, en un
cercle centré au foyer F :

Soit I le foyer, (D) la directrice, M un point quelconque du plan, MK ot FH
les perpendiculaires & (D). Construisons le triangle HIFm, homothétique du triangle
KAIEF ; M, F, i sont alignés et lecentre dhomothétie est le point de rencontre S
de (D) et de MI1%. On a donc S:m= i_—-F: ot SF? = Snu. SAL

' SF  SM

Comme S est variable sur (D), on constate que M et m sont conjugués harmo-
niques par rapport 3 I et Iy, F1 étant le symétrique de F par rapport 3 S.
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Par suite, le lieu de F est'la droite (D;) paralléle 3 D 2 la distance HET; — FH.
La transformation est donc une homologie harmonique de centre F et d’axe (Dy).

On objectera que 'homologie n'est pas au programme de la classe de Mathéma-
tiques Elémentaires. On peut en donner quelques notions aux éléves, mais il est facile
de s'en passer en démontrant les propriétés de la transformation comme suit

1) comstruction pratique : dans 'homothétie, FK et mH sont parallcles, ce qui
permet de passer de M & s, et inversement, par une double série de paralléles ;

2) généralisation : au lieu de mener MK perpendiculaire a (D), menons MK’ de
direction quelconque, puis FH’ paralléle 3 MK’, et enfin Hn' paralléle 3 FK"
" et K sont sur (D) et m' sur Fm, qui coupe (D) en S. On a:

Sm' _SH' SF
SF SK' SM
ce qui montre que i’ et i sont confondus.

« La double série de paralléles » peut donc commencer avec une direction queel-
conque ;

3) transformées de figures simples : F est invariant, Les points de (D) corres-
pondent aux points a 'infini,

@) Prenons une droite quelconque (A), lieu de M. Appliquons la construction
généralisée, avec K’ 4 l'intersection de (D) et de (A) : ainsi K’ est fixe, de méme
que H', et si M décrit (A), m décrit la droite paralléle & FK’ passant par H'. Donc
toute droite lieu de M est transformée en une droite et ceci par une construction
simple, MF Frm
b) Soit enfin M sur la conique étudiée ~——=—¢ par homothétie =

MK
Fui == ¢ . FH et m cst eur le cercle de centre T et de rayon : ¢. TH. Ce cercle corres-
pond point par point a la conique.
Les problémes usuels sur les coniques, tels que : intersection avec une droite,
tangentes, se rameénent immédiatement aux mémes problémes sur les figures trans-
formées (cercles et droites). Les discussions et situations peuvent étre facilement

ou SF2= §1\>I§n’z-,

MF
précisées en remarquant que les points intérieurs a la conique, tels que — < ¢, sont

Fm MF MK

transformés en points intérieurs au cercle, car : —=——_ d'ott Fm < ¢.FH, et
réciproquement. FH MK

La seule démonstration délicate et importante concerne la projection du fover
sur la tangente ou sur une droite quelcongue : soit toujours FH perpendiculaire 3
(D), une droite (A) coupant (1)) en K'. et FH’ paralléle & (A). La transformée {®)
de (A) passe par H’ et est paralléle 3 FK’ (voir plus haut). On méne Fm perpendi-
culaire & (3) et FT perpendiculaire 3 (A). Le centre de similitude qui fait corres-

pondre b et FT est sur les cercles (HH'mF) et (HK'FT). Clest donc H. Par suite

TF Fm
les triangles HFm et HTF sont semblable t’— ==
riang ! ont s s et T = FH
Si m est sur le cercle (F) de centre F et de rayon e.FH, (8) est tangente i ce
cercle, donc (A) est tangente (ou asymptote) a la conique. Donc T % T est sur

ie cercle lieu des points dont le rapport des distances 3 F et H est constant, On
introduit ainsi le cercle principal.
Si m est intérieur au cercle (F), (3), lui, est sécante et (A) est sécante 4 la coni-
que, par suite "%ﬁ
De méme, si m est extérieur au cercle (F), (A) est extérieure 3 la conique ; T
et ¥ sont de part et d'autre du cercle principal.

<e; TetF sont du méme coté du cercle principal.
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Réciprogue : Enveloppe du dewxidme coté (&) d'un angle droit dont le premier
cOté passe par un point fire F et dont le sommet T déerit une droite on un cercle (C).

Passons sur le cas de la droite ofi l'on retrouve facilement la parabole. Dans
le cas du cercle (C), on construit d’abord la directrice (D), comme polaire de F par
rapport & (C). Puis le point 1 tel que les triangles HFm et HTF soient semblables,
H étant la projection de F sur la directrice.

TF F
D'apres le cercle (C), —-=¢, donc F’[—Z =c¢; m est sur le cercle (F), son

TH
transformé M est sur la conique de foyer T, de directrice (D), d’excentricité e, et
dont le cercle (C) ‘est principal,
D’aprés le théoréme direct, la projection de F sur la tangente en M est un point
T° tel que les triangles HT'F et HFm soient semblables, Donc T’ est confondu
avec T, et la tangente A la conique en M est bien confondue avec (A).

P. JeanciraRD (C.M. Orléans).



	Page 1
	Page 2
	Page 3

