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Sur la géomeétrie du cycle
par E. EuRHART, professeur agrégé au Lycée Klsber, Strasbourg

Il nous parait utile de grouper quelques propriétés simples des cycles.
flles nous montreront, une fois de plus, le role de ’orientation : supprimer
les difficultés provenant de l'existence de plusieurs cas de figure en rame-
nant la pluralité & l'unicité.

DEFiNiTIoNs. — En orientant un cercle on le transforme en cycle. Les
tangentes orientées dans le sens du cycle sont ses aves i{angents. Si le plan
support est orienté, nous pouvons définir le rayon algébrigue du cydle :
c'est le nombre qui a pour valeur absolue la mesure du rayon du cercle, et

qui est positif ou négatif suivant que le cycle et le plan orienté sont de
méme sens ou nom.

Cycres TANGENTS. — Deux cycles 6, 6' sont dits tangents en un point
commun A, s'ils ont en ce point méme axe tangent. Nous dirons qu'ils
sont tangents intérieurement, si leurs cercles supports le sont. La fangente
est alors intérieure ow exiérieure, sulvant que les rayons sont de- mbme
signe ou non. On vérifie facilement que sur axe déduit de I'axe tangent

s
commun par rotation de (—}——) antour de A, on a dans tous les cas
2



00" =¢"—r. Réciproquement, si, pour umne orientation convenable de la
ligne des centres 00" =7’ —#, les deux cycles sont tangents,

CycLzs HOMOTHETIQUES, — Par définition I'homothétique d’un axe est
l'axe de méme sens porté par I'homothétique de sa droite support. Si K

8 . Ay R -
est le rapport d'homothétie, & un vecteur AB. du premiter axe correspond
i - 4
un vecteur A'B" du second, tel que A’B’— KAB, L’homothétique d’un
E
cycle donné O sera le cycle dont les axes tangents sont les homologues de

S—
ceux de O. I1 résulte de cette définition, que ces cycles seront de méme
sens ou non, suivant que Ihomothétie est directe ou inverse, et que 'on a

. - o qz. o v .
toujours v =Ky et A'B"=KAB, oiit AB désigne Ja mesure algébrique
L S— ——
sur O de l'arc orienté AB. On remarquera que dans le cas de ’homothétie
.
mverse, s1 un point décrit O dans son sens positif, son homologue décrit

O’ dans son sens négatif. On voit aussi que Fhomothétic conserve aux
boints covrespondants angle orienté de deiir cycles ou d’un axe et d'un
cycle.

Fait essentiel : deur cycles iméganx (r' Zr) sont toujours homothétiques
d'une manitre et d'une seule, puisqu'il existe sur la droite QO’ un point et

o i v . .
un seul, qui divise O’O dans le rapport —. (Si les cycles ont méme centre,
>

c'est lui qui est le centre d’homothétie) (1).

Les centres d’homothétie de trois cycles pris deux ¢ deux sont alignés,

car des trois rapports 7; 7 717 7e, il y'en a toujours zéro ou
7'2’7: h :3_7'2 i 7—3
deux qui sont négatifs.

Cycres 1nverses. — Etant donnés detx cycles de centre d’homothétie I,
nous dirons qu'ils se correspondent dans Finveision de centre I et de puis-
sance K. telle, que I'inversion (I, K')Véc'hange leurs cercles supports. Pour que
cette inversion wnique échangeant deux cycles donnés existe, il faut et il
suffit qu'ils ne soient, ni tangents, ni égaux. Si K est positif, 4 un point M

‘parcourant le cycle C dans son sens positif, correspond dans linversion

un point M’ parcourant le cycle C' dans son sens négatif, puisque le point
homothétique M” le parcourt dans son sens positif,

Quel que soit le signe de K, les axes tangents en M et M” sont paralléles
et de méme sens, Donc les axes tangents en M et M’ ont des directions
symétriques par rapport i la droite IM. Ii en résulte que inversion ren-
verse le sens de Pangle orienté de deux cycles en des - points homologues.
En particulier Zinversion conserve la tangente de deux cycles. Une inver-
sion qui couserve le cercle support dun cycle conserve aitssi son Sews.

(1) -Les sens de parcours dans le plan orienté de deux points homologues sur
deux cercles homothétiques étant identiques, aussi bien dans homothétie directe
que dans l'inverse, ils ne peuvent servir i définir I'homothétie tnique de deux

cycles donnés.
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St usi cycle T est tangent ¢ deux cycles C, C' donnés, la droite de contact
passe par leur centre d'inversion (ou d’homothétie). On sait, en effet, que
cette ‘droité passe par I'un des centres I d'inversion des cercles C, C'. L'in-
version de centre I, qui -échange ces. cercles, conserve le cercle I' et
donc T, Par suite, les cycles transformés de c et C sont portés par C et C
et sont tangents 4 NG G sont bien les cycles C C Remarquons que tout
axe tangent: commun a C, o o4 passe aussi par I.
. o P
11 résulte du précédent, que si deux cycles I', IV sont tangents & C, C', leur.
axe radical passe par I, car ce point a méme puis.sance par rapport & T et IV,
égale 4 la puissance de l'inversion qui échange C C.

Orientons arbitrairement la droite passant par I et portant le diamétre
AB de C. Sur cet axe nous avons

g ﬁrzﬁ-ﬁ_—&‘A’ P

IB IA IA IB P

ot p désigne la puissance de T par rapport & C. D'ou : |r|=

rK .
-—l Mais
p

1 TS , 7K i - o
on a aussi toujours ¥ =— —-. En effet, si p ef K sont positifs, cela est évi-

dent, et quand K ou p change de signe, ¥ en change également. Cette for-
mule fournit en particulier aisément le sens du cycle inverse, sans recours
4 I’homothétie.

CYCLE INSCRIT A GN"TRIAXE. — Le lieu des centres des cycles tangents 4
deux axes est la bissectrice extérieure de leur angle. Considérons trois axes

> = — P I I .
quelconques «, B, v, se coupant en A(B,v), By, ), Cle, 8). Il existe un
cycle et un seul tangent aux "trois aves. Son centre I est le point de

. " s P P I I 3 L
concours des bissectrices extérieures des angles (B, ), (v, ), (o, 8). Nous
>
I'appellerons « inscrit » au « trioxe aBy ». Posons
BC=a, CA=b, AB=¢, a-tb-tc=2p

. = o
. Seient T, T, T" les points de contact du cycle avec a«, P, y. Nous allons
montrer que, quelle gue soit la disposition des axes donnés

AT"=p—a, BT=p—b, 'C_T’—p—c

En effet, puisque I est sur la blssec’mce extérieure de (@ ‘y)

,AT,”=—AT’ de méme BT =—B1", CT' =—CT.
Donc AT"= BT — BA =—BT+¢,
— AT =—CT' 4+ CA=CT 45,
et par addition 2AT” :—EE—{—b—{—_c:-—a-l_—b—{—c.

-On a bien AT" = #—a et, par permutation circulaire, BT = =0
CT =p—c.



— 51 —

Démontrons maintenant que I'on a toujours S = pr, ott S désigne Laire
adgébrique du triaxe, c'est-i-dire le nombre qui a pour valeur absolue la
mesure de T'aire du triangle ABC, et qui est positif ou négatif suivant que
te contour du triangle, décrit dans I'ordre ABC, est du sens du plan orienté
ou not,

Posons HA — h, la mesure. algébrique de cette hauteur se faisant sur

’ - = . ‘n .
Paxe déduit de » par rotation de <+ _) autour de son pied H, On a alors
2

. . ah : A, :
{oujours S=-— car cela est évident quand g et k& sont positifs, et S
= .
change de signe quand @ ou A en change. En appliquant cette formule au

. ar == g ; L1 b
triangle IBC, on a S,;n= —, car TI, mesuré sur 'axe déduit de e par
2

T
rotation de (—f— —) autour de T, a le signe de » (positif si le sens du cycle
> d

. ; o br cr
est celui du plan orienté). On a de méme Sica=—, Sus = —. Comme
g 2

d’aprés la formule de Moebius des aires algébriques on a toujours
Sisc+ Sica - Sus = Saze, la relation S = pr est établie (1),

E. EnrHART.

A - ah 7,0 o o
(1) On reconnait en BT = p—p et S — — = fr des formules trigonométri-

ques classiques. Dans Le triangle orienté (en vente chez I'autenr, prix : 150 fr.),
nous démontrons que foute formule du triangle s'étend 2 un triaxe quelconque
avec des conventions de signes convenables.
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