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TEXTES DE CONCOURS 1951

Concours général des Lycées et Colléges

Classe de Premiére.

NotE. — Il sera tenu compte, dans Uappréciation des copies, du soin
atporté & la présentation de la solution. Il est recommandé, en particulier,
de dessiner les figures sur une feuille séparée avec un numéro de renvoi.

Probléme

Le probléme a pour objet I'étude de quelques propriétés d'un polyédre
dont la définition sera donnée dans la deuxiéme partie (IT) ; la question
d'algebre qui en constitue la premiére partie (T) permettra d'établir certaing
résultats utiles pour la suite.

I. — On considére deux variables x ef y lides par la relation
(1) =—r- Vor? 8

o et B étant des constantes telles que e>I et B>o.

1° Combien existe-t-il de valeurs de %, positives ou nulles, vérifiant Ia
relation (1), lorsqu’on donne 3 y une valeur positive quelconque ?

2° La relation (1) permet de définir ¥ comue fonction de la variable x,
Four toute valeur de #, positive ou nulle. Déduire des résultats de 1z dis-
cussion précédente que cette fonction %, qui reste manifestement positive,

o

admet un minimum yo égal A 3 pour quelle valeur xo de a ce

minimum est-i! atteint ?
On ne demande pas d'étudier les variations de la fonction 4.

1. — On donne dans un plan P un hexagone régulier dont les sommets
successifs sont les points A, B, C, D, E, F, et dont les c6tés ont pour lon-
gueur a. Par le centre O de cet hexagone on méne une demi-droite OZ
perpendiculaire au plan P ; puis sur les demi-droites paralléles a OZ, et de
méme sens que OZ, passant par les trois sommets non consécutifs A, C, E
de Vhexagone, on prend respectivement les segments AA’, CC', EE', ayant
1a méme longueur I. Soit I le point de la demi-droite OZ tel que OI=]-|-=x,
x4 £tant une longueur comprise entre zéro et [(o<x<l). Les trois plans
IAC, ICE’, IE’A’ coupent les perpendiculaires au plan P passant par les
trois autres sommets B, D, F de I'hexagone respectivement aux points
B, Iy F.

1° Démontrer que les points B', D’, F* sont du méme c6té du plan P que

3.
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les points I, A’, C, E’ ; quelle est la longueur commune des segments BB,
Dp, FF ?

On joint le point I aux points A’, C’, F’, et on construit les six segments
AR, B'C’, CD’, D'E’, E'F’, F'A’. Quelle est la forme du quadrilatére
IA'RC ?

L'hexagone donné, les six trapézes rectangles ABB’A’, BCC'B’, CDD'C’,
DEEDY, EFF'E, FAA'F’ et les trois quadrilatéres IA’B'C, ICD’E’,
IE’F’A’ forment les dix faces (ou facettes) d'un polyédre convexe qui seta
appelé le décaédre (A). Construire les projections orthogonales de ce décaé-
dre en-prenant successivement comme plans de projection : le plan P de
I’hexagone, — puis le plan BB'EE’, — puis le plan médiateur du coté BC
de I'hexagone. (Pour chaque projection, on représentera en traits pleins les.
projections des arétes vues, et en traits interrompus les projections des aré-
tes cachées, pour un observateur dont on précisera la position par rappotrt
au décaédre et au plan de projection).

—_—
2° On désigne par o la mesure de 'angle BB’A’, et par § la mesure de

—
I'angle A’IC’. Calculer, en fonction de @, [, x :
la longueur de chacune des diagonales du quadrilatére TA'B’'C ;
les cosinus des angles ¢ et 0 ;
le volume ¥V du décaédre, — son aire totale S, c’est-3-dire la somme des.
aires des dix polygones qui le limitent, — et la somme L des longueurs de

toutes ses arétes.
a

3° En supposant que les longueurs a et I sont fixées et que I>- — —,

2y/2
démontrer que l'aire totale S et la somme L, considérées comme des fonc-
tions de #, admettent Pune et Pautre un minimum pour une méme valeur
de x comprise entre zéro et [ ; calculer ces valeurs minima, que U'on dési-
gnera par So et Lo. Démontrer que cette valeur de # est également celle:
pour laquelle les angles ¢ et 6 sont égaux.

Soit (Ae) le décaddre correspondant i cette valeur particuliére de r ; les
arétes de (Ao) issues d'une part de chacun des quatre sommets I, B', D', ',
et d'autre part, de chacun des trois sommets A’, C’, E’, définissent respecti-
vement quatre angles tridédres et trois angles polyédres a quatre faces. Com-
parer les faces de ces angles triedres et de ces angles polyédres ; quels sont
les cosinus de ces faces P Evaluer les diédres de ces angles triédres et de
ces angles polyédres.

ITL. — On considére de nouveau les décaddres (A), définis au début de
ta partie 1I, dépendant des trois longueurs a, I, #. On dira qu'une sphére
est inscrite dans un décaédre (A) si elle est située a Uintérieur de () et si
elle est tangente aux plans des dix faces de (A).

On propose, dans cette troisiéme partie, 'étude des décaédres (A) admet-
tant nne sphére inscrite. Les solutions, géométrique et algébrique, qui sont
demandées dans les questions 1° et 2°, peuvent &tre cherchées dans un ordre
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quelconque ; pour l'une et Tautre, il sera commode d'utiliser une section
de la figure par un plan tel que BR'EE’, aprés avoir remarqué que, si une
sphére est inscrite dans un décaédre (A), son centre est sur OZ, ¢t son

rayon est égal 3 ﬂi.
2

1°- Les longueurs ¢ et 7 étant supposées fixées, donner une construction
géométrique des décaédres (A) admettant une sphére inscrite ; discuter.

2" Les longueurs a et ! étant supposées fixées, déterminer la longueur
de facon que le décaédre (A) correspondant admette une sphére inscrite :
discuter.

(Bien entendu, on comparera les résultats des deux discussions).

3" Démontrer que, pour tout décaédre (A) admettant une sphére inscrite,
le rapport de son volume V 3 son aire totale S est égal au tiers du rayon
de la sphére inscrite.

On a défini, 2 1a fin de la pattie 1I, un décaddre (Ao) dépendant seule-
men des longueurs ¢ et I ; montrer que I'on peut déterminer ! en fonction
de a de fagon que le décaédre (Ao) correspondant admette une sphére ins-
crite. Calculer, pour ce décaédre (Ao) particulier, le rapport de son aire
totale & T'aire de la sphére inscrite, et le rapport de son volume i celui de
la méme sphere. Montrer que l'erreur commise en remplacant la valeur
commune de ces rapports par la fraction 3/2 est inférieure 3 0,003 (les

valeurs approchées de /2 et de /3 4 0,0001 prés par défaut sont respec-
tivement 1,4142 et 1,7320).

Classe dé Mathématiques.

I. — On donne, dans un plan (II), deux segments distincts FF, GG, de
méme milieu O : G différe donc de F et F'.
1° Soit T la transformation qui, au point n du plan, fait correspondre le
point m tel que les triangles nFm et aGEF’ solent directement semblables.
m n'est ainsi défini que si # est différent de F' et de G. Que devient #1 si
# tend vers F’' ? si # tend vers G ? m et u# peuvent-ils étre confondus ?
2° Montrer que la transformation T n'est pas changée (c’est-d-dire qu'au
point # correspond le méme point #) si Pon échange, dans la définition de
T, les roles des points F et I/, sans changer celui de G,
3° Montrer que les triangles mFn et mG'F’ sont directement semblables :
on partira 3 cet effet des égalités :
mF  FG
m  Fn
— —
ad 2km prés (k entier), et du fait que FG= G'F’.
11 en résulte que si, sans changer les roles de F et F’, on échange ceux
de G et G, la transformation T se change en sa transformation inverse.
Ftudier les cas particuliers pouvant se présenter lorsque m est donné,
relativement au point = dont m est le transformé par T.

(mn, Fn) = (mF’, FG)
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4° Prouver qu'il existe une longueur I et une droite X'OX du plan (II)

passant par O, indépendantes du couple mmn, telles que
—_—— = —— —
(OX, G'm) + (OX, Gn) == 2kx (k entier). G'm X Gn=IF.

Préciser les définitions de ! et de la direction de X'OX qui peuvent étre
dannées a l'aide du parallélogramme FGEF'G’.
- 5° Indiquer une suite de transformations simples permettant de passer de
% A 1,

Lorsque I'un des points #: ou % est rejeté i Iinfini, que devient l'autre ?

Lieu du point # quand sm décrit un cercle : quand le lieu de # est-il une
droite ?

T. — 1° Lorsque m décrit une droite (M) passant par G, » décrit une
droite (N) passant par G.

En géunéral (M) ne passe ni par F, ni par F' ; montrer alors (on pourta
appliquer un théoréme de Poncelet) que mn a pour enveloppe la conique
(') de foyers F et F” admettant (M) comme tangente (ou asymptote) ; mon-
trer que (T') admet aussi (N), soit comme tangente, soit comme asymptote
(sans discussion visant a séparer ces cas).

Quelle est F'enveloppe de mn dans le cas particulier olt (M) passe par F ?

2° T, F' et G, G’ étant donnés, déterminer la droite (M) et, sur elle, le

point m, tels que Gm et Gn soient équipollents, Montrer que (sauf dans un
cas particulier qu'on écartera) la conique (I') est alors une ellipse (E) pas-
sant par G et G’ ; préciser ia direction et la longueur du diamétre H'OH
conjugué du diamétre G'OG dans cette ellipse (E).

3° Les points F et F’ (distincts) étant donnés, ainsi que la longueur [ et
la droite X'OX passant par le milienu O de FF* (distincte de la droite FF"),
on propose de rechercher le couple de points (inconnu) GG'. Prouver qu'il
existe un tel couple de points, symétriques par rapport a O, répondant 3
cette question, et un seul, par application de (II, 2°) : on justifiera que la
construction de ce couple donne une solution, aprés avoir découvert cette
construction comme nécessaire.

Examiner directement les cas particuliers écartés dans 'alinéa précédent :
celui ot F, F* sont confondus, et celui ot X'OX est confondue avec la
droite FF".

4° Montrer que la donnée des points G et G, de la longueur 1 et de la
droite X’OX (O milieu de GG'), détermine un couple FF' et un seul (on
montrera. que ce probléme se raméne i un probléme de méme type que
celui qui fait Pobjet de TI, 3°).

5° On donne dans (II) deux droites (N) et (M) [orientées], un point G
sur (N}, un point G sur (M), et une constante non nulle K.

Prouver que l'enveloppe des droites mn coupant (M) et (N) aux points

respectifs m, u, vdriables et tels que G'm K Gn=K est, en général, une
ellipse ou une hyperbole. En indiquer quatre tangentes indépendantes de K.

6° Réciproquement, étant données une ellipse ou une hyperbole (T') et
deux tangentes fixes (M) et (N) a (I"), une tangente variable a (I') coupe
(M) en m, (N) en n.
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Existe-t-il deux points fixes, G’ sur (M), G sur (N) tels que le produit
G'm.Gn reste constant ?

II. — Les données étant les mémes que dans II, 1° (deuxiéme alinéa),
on leur adjoint une droite (®) du plan (IT) qui ne passe ni par G, ni par G’
et qui coupe (M) et (N) en deux points respectifs u ct v qui ne sont, ni
rejetés 4 Pinfini, ni sur (T).

1° En général (@) n'est pas tangente a (I') ; la tangente a (I"), autre que
(M), passant par u, coupe (N) en 7 ; de méme, la tangente & (I'), autre que
(N), passant par z, coupe (M) en q.

z .. mg _ nr . )2

Démontrer que le produit — X — reste constant quand s décrit (M) ;

mu  ny
[on utilisera ia relation G'm.Gn=— C=l.
2° Dans le cas particulier oft (@) est tangente (ou asymiptote) a ('), mon-

trer que, d’aprés cette méme relation, les variahles X = um Y =797 res-
15 A B
tent liées par une relation de la forme x - 7=! oit A et B sont des

constantes.

IV. — S étant un point de l'espace non situé dans (II), et (IT1) étant un
plan paralléle au plan passant par S et (®), on méne les droites Sm et Sn
Gui coupent respectivement (II1) aux points 1 et u;.

On demarde de donner les lieux géométriques de my et ny et de caracté-
riser dans les cas. (LTI, 1°), puis (111, 2°) la correspondance qui existe, sur
ces lieux, entre les points si1 et n1. Puis, par application (II, 5°) pour le
premier cas, directement pour le second cas, en déduire 1'enveloppe de Ia
droite min1. C'est une conique (T';).

Indiquer la relation géométrique qui existe entre (), (I'y) et le point S ;
on pourra A cet effet considérer le nombre de droites mn passant par us
poing I de (II) et le nombre de droites s;n1 passant par le point I; de
(I1,), aligné avec S et I.

Quelle proposition générale peut-on énoncer d'aprés cetie étude ?




	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5

