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LIBRAIRIE ANDRE DESVIGNE — 17, rue Mulet, LYON
MATHEMATIQUES

Quvurages conformes aux x progra
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LEsPINARD et PERNET. — MATHEMATIQUES, classe de Sixiéme.

L’ouvrage, conforme an programmme de 6°, est divisé en 26 chapitres, permettant ainsi une
répartition facile du travail a raison d’'une legon par semaine en moyenne, Un résumé rappe-
lant les principaux résultats termine la plupart des chapitres.

En plus de la mise au point des méthodes de calcul et du rappel des bases du systéme
méirique déji étudié antérieurement, les auteurs se sont efforeés de faciliter aux éléves Uacqui-
sition des méthodes de résolution des problémes en les classant suivant des types déierminés et
en utilisant trés tot les régles de irois. Le choix des problémes est frés varié. Ils sont précédés
d’une letire : A, pour les applications immédiates du cours, B, pour les problémes normaur de
devoirs, G, pour les exercices plus difficiles. Le contdct étroit entre le cours et les exercices
d’application est assuré par des renvois placés & la fin de chague paragraphe. Les données
numériquies ont été adaplées aux cours actuels. Les notations abrégées utilisées pour les unités
du systéme méirique sont conformes au décret du 28 février 1948,

Edition Lycées et Colléges ......... Broché : 200 fr.. cartonné 285 fr.
Edition Cours complémentaires..... Broché : 245 fr., cartonné 300 fr.

LEsPINARD et PERNET, — MATHEMATIQUES, classe de Cinquiéme,

I’éxposé des opérations sur les nombres cntiers, décimaux et fractionnaires, a ¢été fait
avec clarté et avec le souci consiant de mettre en évidence les propriétés des sommes, difféd
rences, produits et quotients, appliquées ensuite aux résolutions des problémes d’arithmétique,
Uinconnue étant remplacée par une leitre. L'initiafion @ la Géomélrie, tout en restant concrete,
fait ressortir Uarticulation du raisonnement,

075 exercices (805 pour U'éditicn Cours Complémeniaires) clussés selon le degré de diffi-
culté, rattachés a chaque paragraphe du cours, permetient d’en vérifier la compréhension, o
solution de cerlains exemples-ifypes facilitant ’acquisilion des méthodes de résolution. Chaque
chapitre du cours est terminé par un résumé gui rassemble les propriétés et les théorémes
dont ia connaissunce est indispcnsable,

Egdition Lycées et Colléges, 1 vol........ Broché : , cartonné
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Classe de SCIENCES EXPERIMENTALES :
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éléves des méthodes pratiques ; les guestions sont traitées avee le
maximum de simplicité, sans toutefois sacrifier 1’essentiel de 1’esprit
mathématigue,

Format 13,56 X 21........... Broché : 650 fr., cartonné 750 fr.
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2¢ partie, classe de Mathématiques.
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COURS COMPLET

MATHEMATIQOUES

S0US LA DIRECTION DE

G. CAGNAC L. THIBERGE
Professeur de Mathématiques spéciales Inspecteur général
au Lycée Louis-le-Grand de 'Education Nationale

Nouveauté :

Classes de 4°

Arithmétique. Algébre. Géométrie

Un volume de 372 p., par L. THIBERGE et E. GILET, avec figures, exercices
et problémes, cartonné. ... .. ... ... 600 fr.

A paraitre en Octobre 1951 :

Classes de 1™ C et Moderne

Géométrie dans l'espace

Un volume de 300 p. environ, par J. DOLLON et E. GILET, avec figures,
exercices et problémes ; cartonn&. ............... Octobre 1957

Précédemment parus :

Arithmétique, cl. de 6°, par L. THIBERGE et E.. GILET, avec la collabo-
ration de J. SIROS. Un vol. de 244 p., avec fig., exercices et problémes ;

cartonné ....................................... 360 f[‘.
Géométrie et Arithmétique, cl. de 5°, par L. THIBERGE et E. GILET.
Un vol. de 368 p., avec fig., exercices et problémes ; cart. 490 fr.

Géométrie plane, cl. de 2° C et Mod., par J. DOLLON et E. GILET.
Un volume de 350 p., environ, avec figures, exercices et problémes ;
cartonner|: L SN . S 490 fr.

Algébre, cl. de 2° C et Mod., par J. DOLLON et J. SIROS. Un volume
de 248 p., avec fig., exercices et problémes ; cartonné.... 360 fr.
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PREMIERE PARTIE

Conseil d’Enseignement du Second Degré

Rapport & VAP.M. sur la Section permanente
du Conseil d’Enseignement du Second Degré, par M, CANONGE

Séance du 26 avril 1051
PREMIERE PARTIE (questions diverses).

1) J'ai accepté que les épreuves écrites de Mathématiques au dipléme
(examen nouveau et vraisemblablement transitoire) d’études secondaires des
médersas algériennes, section traditionnelle, ne comportent que deux heures
(coefficient 1 ; il y a une épreuve orale, coefficient 1). L’écrit de ce diplome
comporte 15 heures de composition. L’assurance nous a été donnée quie les
sujets seraient mesurés A la durée de cette épreuve, qui ne parait pas d’ail-
leurs absolument comparable & I'épreuve facultative de 1™ AB.

Le diplome section moderne comportera une épreuve de 3 heures, coeffi-
cient 4 et un oral, coefficient 2.

2) La Section permanente a donné son accord i I'addition de trois certi-
ficats (Méthodes mathématiques en physique. Analyse appliquée, Mathéma-
tiques ‘appliquées) a la liste proposée & l'option des candidats i Ia licence
és-sciences physiques (3* certificat).

DruxiEME PARTIE : Sections nowvelles du second cycle.

Un projet (horaires et programmes) venait 3 la S.P, pour étude ; cette
étude se poursuivra en commissions spécialisées pendant le mois de mai, les
décisions restant au Conseil du Second Degré, puis au Conseil Supérieur,
31 mai et 26 juin probablement.
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{Je rappelle que ces sections sont : A’ (A avec sciences), C' (C avec sc.
nat), M’ (M avec sc. nat.), Sciences humaines et économiques (Seconde,
Premiére et classe terminale)].

Parmi les propositions qui préteront 3 discussion, je signale notamment :

Anciennes sections :

1) « Que toutes les disciplines figurent 2 l'oral de 1™ B, quelle que soit
Poption & 'écrit » (proposition des professeurs de Langues vivantes).

2) L’horaire de Philosophie dans les trois classes terminales actuelles
serait augmenté d'une heure. J'ai exprimé mon désaccord, irréductible au
moins en ce qui concerne M.E., oit nous aurions plutdt besoin d'une heure
de plus... mais sur ce dernier point, je n'ai méme pas pu ajouter mot.

3) La question de la Cosmographie, qui s’est posée de par sa suppression
en classe terminale S.H. et E.,, m'a permis de souhaiter que cétte matiére
soit question d’oral seulement ; Pensemble de 1a question sera reprise souy
la direction de M. I'l.G. DrsroreE, en liaison avec mathématiciens, physi-
cietis et philosophes.

SCIENCES HUMAINES ET £CONOMIQUES :

Se;onde : Math. : 4 heures (3 de cours, 1 de T.P.). Programme de C un
peu allégé en géométrie, plus une initiation & la discipline du classement,

Premazre : 3 heures (1" C.M. allégé, plus notions de Mathématiques sta-
tistiques). Bace. : 2 h. 1/2 + 1 h. 1/2 & Pécrit ; coefficient 2 |- 1.

Classe terminale : 4 heures (programme de sciences expérimentales moins
la cosmographie, plus mathématiques statistiques).

11 est trop tot pour parler dit Baccalauréat lui-méme ; I'organisation en
sefa certaihement réservée cette année. Lo question option enire langue
vivante I ow mathématiques & Poral § chacune des deux parties, reste donc
entiére. Un mathématiclen sera convoqué 4 la sous-commission chargée de
tevoir la question langues vivantes.

Pour les détails des programmes j’ai été invité i remettre 3 M. DsrorGE
1a liste des anomalies de rédaction que PocHARD avait relevées, ce que j'ai
fait.

La question de I'horaire de la classe terminale, nettement insuffisant, si
les Mathématiques statistiques demandent 2 heures i elles seules, sera
revue, par une sous-commission réunie & la diligence de M. Erpe (Direc-
tion du Technique), ot M. BiGUENET représenters 'A.P.M. Un aménage-~
nierit serait possible en prenant 'heure primitivement réservée & une étude
des produits marchands.
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TROISIEME PARTIE : Controle des sufets d'examen.

Jai obtenu les signatures de tous les membres élus de Ia Section perma-
nente sur un veen demandant le contréle des sujets de Mathématiques, y com-
pris les corrections a I'imprimerie, par des professeurs enseignant dans les
classes intéressées. Mais certains membres de la S.P. ont fait allusion i des
difficultés du méme ordre dans leur spécialité, et M. Monop a proposé une
étude élargie de la question. Sur sa promesse que cette étude serait faite,
J'ai accepté le renvoi du veen pour extension & toutes les matiéres.. '

De toute fagon, le Conseil ne se réunissant que le 31 mai, et le Conseil
Supérieur fin juin, il n’y avait aucun espoir d’aboutir & un texte officiel
avant la session de juin. Et, malgré notre volumineux dossier, que j'ai fait
circuler, il nous faut regretter I'absence de tout recours en Conseil d’Etat
des candidats ; le moindre d’entre ces recours donnerait 3 la chose un carac-
tére autrement impératif,

Séance du 31 mai

La session du 31 mai du Conseil de I'Enseignement du Second Degré a
été presque exclusivement consacrée 3 la réforme du second ¢ycle,

Il ne restait, en ce qui intéresse de trés prés les mathématiciens, que les
questions suivantes i trancher :

a) Horaire de Philosophie en M.E, : 1a proposition d’une quatriéme heure
n'a pas ét§ maintenue.

b) Horaire de Mathématiques de la classe terminale de Sciences humai-
nes et économiques : il serait fixé 3 4 h. 1/2 (3 pour les Mathématiques pro-
prement dites, I h. 1/2 pour les Mathématiques statistiques).

¢) L'organisation du Baccalauréat ne sera pas abordée cette année.

Enfin un veeu a été unanimement adopté potr le contréle des stjets d'exa-
men dans le sens ol nous le demandions, et avec référence auxt mathémati-
ques. Un des Recteurs présents a signalé I'existence d’une récente circu-
laire, montrant que lintervention de 'A.P.M., auprés de M. le Directeur
DonzeLoT, avait déja produit des effets,

C. CaNONGE,

Rvis du Trésorier

Sans réglement immédiat de la cotisation 1950-51, le service du Bulletin
sera suspendu aux collégues et établissements, dont les noms suivent, & par-
tir de la prochaine publication.

Liste des membres n’ayant pas payé la cotisation 1950-51

Mme Arremanp, Nimes ; Mlle ANTOINE, Colmar; MM. AveNier, Tunis;
Barpoccrr, Michelet ; Barrear, Tours ; BARTHELEMY, Rouen ; BAURAIN,
Royen ; Bazin, Manosque ; BENOTT-GONIN, Lyon ; Mlle BERENGER, Foix ;
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Mme Berweriire, Tunis ; MM. Branc-Taron, Lyon ; Borprixi, Hélio-
polis ; BoucHarp, Montferrand ; Braup, St-Germain ; Briguer, Condot-
cet ; Brucg, Grenoble ; Mme Cain, Brest ; Mlle CaNAr, Dreux ; Mme Ca-
NEVET, Brest ; MIM. CasTeLLANI, Rouen ; CarreLAaIN, La Fléche ; CHABRIER,
Nice ; CHALLEAT, Lyon ; CHANEL, Annecy ; CHossON Alexandrie ; Davip,
Bordeaux ; DEGUEURCE, Montceau-les-Mines ; Mlle DENovELLE, Lamattine;
MM, DeseorpEs, Sousse ; DgstainviiLe, Valence ; Dormoy, Bayeux ;
DurrEcrE, Bordeaux ; DurHILLEUL, Rouen ; Emic, Lille ; Bstieg, Albi :
Errenng, La Fléche ; Eppg, St-Ouen ; Mlie Fino, Laval ; MM, FONTAINE,
St-Omer ; FoxtaiNg, Turgot ; Fouques, Clermont-Ferrand ; FOURNIER,
Montcy-St-Pierre ; GALLERAND, Brest ; Garraux, Oloron ; Gfry, Eu ;
Mlles Gev, Dijon; Griies, Nantes ; MM. Grroup, Bizerte ; GIrion,
Orléans ; Mmes GOURVES, Brest ; GRADELET, Bourg-les-Valence ; Mlles
GRANGIER, Dax ; GrELot, Sarrebriick ; MM. GriMa, Strasbourg ; Gug-
N¥AT, Nimes ; GUELFI, Bordeaux ; Haown, Brioude ; F&BErT, Melun ; HEN-
Ry, Rouen ; Mlle HuTaN, Verneuil ; MM. JACQUEMART, Pasteur ; JoURDAN,
Sfax ; Mlle Kiss, Lamartine ; MM, LAsarpe, Tunis ; LAPORTE, Saint-
Etienne ; Larorte, Michelet ; Lanngs, Toulouse ; LaTour, Montpellier ;
Laucuarp, Paris ; LAupes, Sedan ; Mlle Lauzerar, Toulouse ; Mme Lg-
‘FRESNE, Paris ; MM. L&vy, Chaptal ; Ltvy, Mulhouse ; Mlles LHEUREUX,
Avignon ; LoNGEVIALLE, Bourges ; Lours, Lons-le-Saunier ; MM. LozacH,
Brest ; Luerano, Blida ; Mile Lutz, Colmar ; MM, Marrin, Charlemagne ;
MarTIN, Constantine ; Mlle MargueT, Chartres ; MM. MarTEIr, Sousse ;
MERCIER, Angers ; MEercier, Claude-Bernard ; Merver, Eu ; MEYNAUD,
Lodéve ; Micvaupn, La Martinique ; Mile MiLou, Paris ; M. MoNIER,
Condorcet ; Mlles Morer-Bairry, Dijon ; Murrar, Arras ; M. MouLy,
St-Feyre ; Mlle NEpkrec, Grasse ; MM. Nixor, La Fléche ; Notr, Bor-
deaux ; Norary, Tunis ; OBERLE, Mulhouse ; Mme OLLIVIER, Strasbourg ;
M. Panis, Perpignan ; Mme Perricer, Limoges ; Mlle PrLTIER, Neuilly ;
Mme PErDRIZET, Versailles ; M. PEroNNY, La Fléche ; Mme Pevre, Bé-
ziers ; MM. Puankin, Nice ; Pincuer, Casablanca ; Pourienat, Rive-de-
Gier ; Mme Puecn, Mende ; MM. RamBaup, Brest ; Riviire, Rodez ;
Rosin, Dijon ; Roxeaint, Tunis ; RoussrAv, Lyon ; Saint+James, J.-B.
Say ; Mlle Saic, Périgueux ; MM, Sarmon, Caen ; SANOUILLET, Saint-
Chamond ; Mme SarpaT, Valence ; MM. SELLIER, Amiens ; SELosse, La
Fleche ; Mlle SerrEs, St-Germain ; MM. SimoNNET, St-Maixent ; Stama,
Tunis ; Sourss:, Tunis ; StePHAN (Maurice), Brest ; SterEAN (Roger),
Brest ; Tart, La Fléche ; Tasso, Toulon ; Mlle TorerLr, Toulouse ;
MM. TriMort, Vesoul ; TroN, Tunis ; Mlle VEreNE, Mussidan ; M. Vin-
ckL, Strasbourg. — Ecole Normale de Poitiers.
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TEXTES DE CONCOURS 1951

Concours général des Lycées et Colléges

Classe de Premiére.

NotE. — Il sera tenu compte, dans Uappréciation des copies, du soin
atporté & la présentation de la solution. Il est recommandé, en particulier,
de dessiner les figures sur une feuille séparée avec un numéro de renvoi.

Probléme

Le probléme a pour objet I'étude de quelques propriétés d'un polyédre
dont la définition sera donnée dans la deuxiéme partie (IT) ; la question
d’algebre qui en constitue la premiére partie (T) permettra d'établir certaing
résultats utiles pour la suite.

I. — On considére deux variables x ef y lides par la relation
(1) =—r- Vor? I8

o et B étant des constantes telles que e>I et B>o.

1° Combien existe-t-il de valeurs de %, positives ou nulles, vérifiant Ia
relation (1), lorsqu’on donne 3 y une valeur positive quelconque ?

2° La relation (1) permet de définir ¥ comme fonction de la variable x,
Four toute valeur de #, positive ou nulle. Déduire des résultats de 1z dis-
cussion précédente que cette fonction v, qui reste manifestement positive,

a

admet un minimum yo égal A 3 pour quelle valeur xo de a ce

minimum est-i! atteint ?
On ne demande pas d’étudier les variations de la fonction 4.

1. — On donne dans un plan P un hexagone régulier dont les sommets
successifs sont les points A, B, C, D, E, F, et dont les c6tés ont pour lon-
gueur a. Par le centre O de cet hexagone on méne une demi-droite OZ
perpendiculaire au plan P ; puis sur les demi-droites paralléles a OZ, et de
méme sens que OZ, passant par les trois sommets non consécutifs A, C, E
de Vhexagone, on prend respectivement les segments AA’, CC', EE’, ayant
1a méme longueur I. Soit I le point de la demi-droite OZ tel que OI=]-=x,
x4 £tant une longueur comprise entre zéro et [(o<x<l). Les trois plans
IAC, ICE’, IE’A’ coupent les perpendiculaires au plan P passant par les
trois autres sommets B, D, F de I'hexagone respectivement aux points
B, Iy F.

1° Démontrer que les points B', D’, F’ sont du méme c6té du plan P que

3.
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les points I, A’, C, E’ ; quelle est la longueur commune des segments BB,
Dp, FF ?

On joint le point I aux points A’, C’, F’, et on construit les six segments
AR, B'C’, CD’, D'E’, E'F’, F'A’. Quelle est la forme du quadrilatére
IA'FRC ?

L'hexagone donné, les six trapézes rectangles ABB’A’, BCC'B’, CDD'C’,
DEEDY, EFF'E, FAA'F’ et les trois quadrilatéres IA’B'C, ICD’E’,
IE’F’A’ forment les dix faces (ou facettes) d’'un polyédre convexe qui seta
appelé le décaédre (A). Construire les projections orthogonales de ce décaé-
dre en-prenant successivement comme plans de projection : le plan P de
I’hexagone, — puis le plan BB'EE’, — puis le plan médiateur du coté BC
de 'hexagone. (Pour chaque projection, on représentera en traits pleins les.
projections des arétes vues, et en traits interrompus les projections des aré-
tes cachées, pour un observateur dont on précisera la position par rappotrt
an décaédre et au plan de projection).

—_—
2° On désigne par o la mesure de 'angle BB’A’, et par § la mesure de

—
I'angle A’IC’. Calculer, en fonction de @, [, x :
la longueur de chacune des diagonales du quadrilatére TA'B’'C ;
les cosinus des angles ¢ et 0 ;
le volume ¥V du décaédre, — son aire totale S, c’est-3-dire la somme des.
aires des dix polygones qui le limitent, — et la somme L des longueurs de

toutes ses arétes.
a

3° En supposant que les longueurs a et I sont fixées et que I>- — —,

2y/2
démontrer que l'aire totale S et la somme L, considérées comme des fonc-
tions de #, admettent Pune et Pautre un minimum pour une méme valeur
de x comprise entre zéro et [ ; calculer ces valeurs minima, que l'on dési-
gnera par So et Lo. Démontrer que cette valeur de # est également celle:
pour laquelle les angles ¢ et 6 sont égaux.

Soit (Ae) le décaddre correspondant i cette valeur particuliére de r ; les
arétes de (Ao) issues d'une part de chacun des quatre sommets I, B', D', I,
et d'autre part, de chacun des trois sommets A’, C’, E’, définissent respecti-
vement quatre angles tridédres et trois angles polyédres a quatre faces. Com-
parer les faces de ces angles triedres et de ces angles polyédres ; quels sont
les cosinus de ces faces P Evaluer les diédres de ces angles triédres et de
ces angles polyédres.

IT1. — On considére de nouveau les décaddres (A), définis au début de
ta partie 1I, dépendant des trois longueurs a, I, #. On dira qu'une sphére
est inscrite dans un décaédre (A) si elle est située a Pintérieur de (3) et si
elle est tangente aux plans des dix faces de (A).

On propose, dans cette troisiéme partie, 'étude des décaédres (A) admet-
tant nne sphére inscrite. Les solutions, géométrique et algébrique, qui sont
demandées dans les questions 1° et 2°, peuvent &tre cherchées dans un ordre
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quelconque ; pour l'une et Tautre, il sera commode d'utiliser une section
de la figure par un plan tel que BR'EE’, aprés avoir remarqué que, si une
sphére est inscrite dans un décaédre (A), son centre est sur OZ, ¢t son

rayon est égal 3 ﬂi.
2

1°- Les longueurs ¢ et 1 étant supposées fixées, donner une construction
géométrique des décaédres (A) admettant une sphére inscrite ; discuter.

2" Les longueurs a et ! étant supposées fixées, déterminer la longueur
de facon que le décaédre (A) correspondant admette une sphére inscrite :
discuter.

(Bien entendu, on comparera les résultats des deux discussions).

3" Démontrer que, pour tout décaédre (A) admettant une sphére inscrite,
le rapport de son volume V 3 son aire totale S est égal au tiers du rayon
de la sphére inscrite.

On a défini, 2 1a fin de la pattie 1I, un décaddre (Ao) dépendant seule-
men des longueurs ¢ et I ; montrer que I'on peut déterminer ! en fonction
de a de fagon que le décaédre (Ao) correspondant admette une sphére ins-
crite. Calculer, pour ce décaddre (Ao) particulier, le rapport de son aire
totale & T'aire de la sphére inscrite, et le rapport de son volume i celui de
la méme sphere. Montrer que l'erreur commise en remplacant la valeur
commune de ces rapports par la fraction 3/2 est inférieure 3 0,003 (les

valeurs approchées de \/2 et de /3 4 0,0001 prés par défaut sont respec-
tivement 1,4142 et 1,7320).

Classe dé Mathématiques.

I. — On donne, dans un plan (II), deux segments distincts FF, GG, de
méme milieu O : G différe donc de F et F'.

1° Soit T la transformation qui, au point n du plan, fait correspondre le
point m tel que les triangles nFm et aGEF’ solent directement semblables.

m n'est ainsi défini que si # est différent de F' et de G. Que devient #1 si
# tend vers F' ? si # tend vers G ? m et u# peuvent-ils étre confondus ?

2" Montrer que la transformation T n'est pas changée (cest-d-dire qu'au
point # correspond le méme point #) si Pon échange, dans la définition de
T, les roles des points F et I/, sans changer celui de G,

3° Montrer que les triangles mFn et mG'F’ sont directement semblables :
on partira 3 cet effet des égalités :

mF  FG
m  Fn
— —
d 2km prés (k entier), et du fait que FG= G'F’.

11 en résulte que si, sans changer les roles de F et F’, on échange ceux
de G et G, la transformation T se change en sa transformation inverse.

Ftudier les cas particuliers pouvant se présenter lorsque m est donné,
relativement au point = dont m est le transformé par T.

(mn, Fn) = (mF’, FG)
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4° Prouver qu'il existe une longueur I et une droite X'OX du plan (II)

passant par O, indépendantes du couple mmn, telles que
—_—— = ——  —
(OX, G'm) + (OX, Gn) == z2kx (k entier). G'm X Gn=IF.

Préciser les définitions de ! et de la direction de X'OX qui peuvent étre
dannées d l'aide du parallélogramme FGEF'G’.
- 5° Indiquer une suite de transformations simples permettant de passer de
# A,

Lorsque I'un des points #: ou % est rejeté i Iinfini, que devient 1'autre ?

Lieu du point # quand sm décrit un cercle : quand le lieu de # est-il une
droite ?

I. — 1” Lorsque m décrit une droite (M) passant par G, » décrit une
droite (N) passant par G.

En général (M) ne passe ni par F, ni par F' ; montrer alors (on pourta
appliquer un théoréme de Poncelet) que mn a pour enveloppe la conique
(') de foyers F et F” admettant (M) comme tangente (ou asymptote) ; mon-
trer que (T') admet aussi (N), soit comme tangente, soit comme asymptote
(sans discussion visant a séparer ces cas).

Quelle est F'enveloppe de mn dans le cas particulier olt (M) passe par F ?

2° T, F' et G, G’ étant donnés, déterminer la droite (M) et, sur elle, le

point m, tels que Gm et Gn soient équipollents, Montrer que (sauf dans un
cas particulier qu'on écartera) la conique (I') est alors une ellipse (E) pas-
sant par G et G’ ; préciser ia direction et la longueur du diamétre H'OH
conjugué du diamétre G'OG dans cette ellipse (E).

3° Les points F et F (distincts) étant donnés, ainsi que la longueur [ et
la droite X'OX passant par le milienu QO de FF* (distincte de la droite FF"),
on propose de rechercher le couple de points (inconnu) GG'. Prouver qu'il
existe un tel couple de points, symétriques par rapport a O, répondant 3
cette question, et un seul, par application de (II, 2°) : on justifiera que la
construction de ce couple donne une solution, aprés avoir découvert cette
construction comme nécessaire.

Examiner directement les cas particuliers écartés dans 'alinéa précédent :
celui ot F, F* sont confondus, et celui ot X'OX est confondue avec la
droite FF".

4° Montrer que la donnée des points G et G, de la longueur 1 et de la
droite X’OX (O milieu de GG'), détermine un couple FF' et un seul (on
montrera. que ce probléme se raméne i un probléme de méme type que
celui qui fait Pobjet de TI, 3°).

5° On donne dans (II) deux droites (N) et (M) [orientées], un point G
sur (N}, un point G sur (M), et une constante non nulle K.

Prouver que l'enveloppe des droites mn coupant (M) et (N) aux points

respectifs m, u, vdriables et tels que G'm X Gn=K est, en général, une
ellipse ou une hyperbole. En indiquer quatre tangentes indépendantes de K.

6° Réciproquement, étant données une ellipse ou une hyperbole (T') et
deux tangentes fixes (M) et (N) a (I"), une tangente variable a (I') coupe
(M) en m, (N) en n.



— 281 —

Existe-t-il deux points fixes, G’ sur (M), G sur (N) tels que le produit
G'm. G_reste constant ?

II. — Les données étant les mémes que dans II, 1° (deuxiéme alinéa),
on leur adjoint une droite (®) du plan (IT) qui ne passe ni par G, ni par G’
et qui coupe (M) et (N) en deux points respectifs u ct v qui ne sont, ni
rejetés 4 Pinfini, ni sur (T).

1° En général (®) n'est pas tangente a (I') ; la tangente a (I"), autre que
(M), passant par u, coupe (N) en r ; de méme, la tangente & (I'), autre que
(N), passant par v, coupe (M) en q.

, .. mg _ nr . r

Démontrer que le produit — X — reste constant quand s décrit (M) ;

mu  ny
[on utilisera ia relation G'm.Gn= C"].
2° Dans le cas particulier oft (@) est tangente (ou asymiptote) a (T'), mon-

trer que, d’aprés cette méme relation, les variables X = um Y =797 res-
5 A B )
tent liées par une relation de la forme x - =1 ou A et B sont des

constantes.

IV. — S étant un point de l'espace non situé dans (II), et (IT1) étant un
plan paralléle au plan passant par S et (®), on méne les droites Sm et Sn
Gui coupent respectivement (II;) aux points w1 et u;.

On demarde de donner les lieux géométriques de my et ny et de caracté-
riser dans les cas (LTI, 1°), puis (111, 2°) la correspondance qui existe, sur
ces lieux, entre les points si1 et ny. Puis, par application (II, 5°) pour le
premier cas, directement pour le second cas, en déduire 1'enveloppe de Ia
droite min1. C'est une conique (T';).

Indiquer la relation géométrique qui existe entre (), (I'y) et le point S ;
on pourra A cet effet considérer le nombre de droites mn passant par us
poing I de (II) et le nombre de droites s;n1 passant par le point I; de
(I1,), aligné avec S et I.

Quelle proposition générale peut-on énoncer d’aprés cetie étude ?

Certificat d’aptitude a ’Enseignement
du Second Degré 1951

Mathématiques (5 heures).

I. — Dans -un plan orienté on donne une droite fixe A et urE point » non
situéisur A; <0

Soient A, B, C trois points de A tels qu’on ait, entre angles oriertés de
droites, les égalités :

(1) (@A, ©B) = (0B, () =§ A un multiple prés de =
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1° Le cercle I', ayant son centre sur A et passant par A et o porte un
arc wA qui n'a en commun avec A que le point A ; soit wx la demi-
droite tangente en w 2 cet arc wA. Soient de méme wB et wy les demi-
droites analogues obtenues a partir de B et .C.

Montrer qu’on a, entre angles orientés de demi-droites, les égalités :

—— — el o 27
(w2, wB) = (0B, wy) = — & un multiple prés de 2.
3

2° Le cercle 'y précédent coupe le cercle de diamétre BC en un point P
situé par rapport & A du méme coté que w. Sous quel angle le coupe-t-il ?

Soient de méme Q et R les points analogues sur les cercles de diamétres
CA et AB. Montrer que le cercle (G) passant par les trois points P, Q, R
est tangent aux trois cercles de diameétres BC, CA, AB.

Montrer que le cercle (G) reste fixe quand, o restant fixe, les points
A, B, C varient sur A en satisfaisant toujours aux, conditions (1).

Calculer, en fonction de la distance d de » a A, le rayon de (G) et la dis-
tance de son centre a A,

Que peut-on dire du cercle AQR et des cercles analogues BRP et CPQ ?

II. — On donne dans le plan orienté une droite fixe A et sur elle trois
points distincts quelcongues A, B, C,

O étant un point du plan, non situé sur A. on appelle Ou la demi-droite
tangente 4 I'arc OA du cercle T', orthogonal & A en A, cet arc n‘ayant en
commun avec A que le point A ; on appelle OB et Oy les demi-droites ana-
logues

1° Montrer qu i’ existe une position w et une seule du point O, telle qu'on
ait, entre angles orientés de demi-droites, les égalités :

(6:, 6(3>)= (BE, (—);) = 2; a un multiple prés de 2m.

2° On choisit sur A une origine I et un axe Ix ; on appelle a. b, ¢ les
abscisses de A, B, C, Calculer en fonction de @, b, c. les longueurs wA, wB,
T
oC, Calculer T'ordonnée de » sur l'axe Iy, déduit de Ix par rotation de—.
2
3° Les points A et B restant fixes et C décrivant A, trouver les lieux des
points @, P et Q. Trouver le lieu du centre du cercle (G) ; montrer que le
cercle (G) enveloppe, outre le cercle de diamétre AB, un second cercle fixe
dont on précisera la position ; montrer que (G) reste orthogonal & un
cercle fixe,

ITI. — Sur la droite fixe A, on donne maintenant quatre points distincts
guelconques A, B et A’, B'.
A tout point O du plan, non situé sur A, on associe, comme il a été déhni
au paragraphe I1, les quatre demi-droites Oz, Of et O«’, O
° Construire les points O définis par les relations suivantes entre.angles
oricntés de demi-droites : :

(O, O8) = (O, OF) === 4 un multiple prés de 2x.
3
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2° Discuter le nombre des solutions de ce probléme : montrer qu'il dépend

BA AA

seulement de la valeur du birapport : A=-—= :
BB AB

et donner la valeur limite de A, A cet effet, on pourra, par exemple, utiliser
Tinversion de pole A’ qui échange A et B.

3° Les points A et B restant fixes, A’ et B’ varient de telle facon que le
probléme précédent conduise & un point solution O et un seul (solution dou-
ble).

Etudier alors le cercle OA'B’ ; trouver le lieu (H) de son centre IT et
préciser les éléments de (H) par rapport 4 A et B ; trouver son enveloppe :
montrer qu'il reste orthogonal & un cercle fixe.

Certificat d’aptitude a I’Enseignement
dans les Coliéges 1951

‘Composition de Mathématiques (5 heures).

1. -— On donne un cercie (O), de centre O et de rayon R, et sur ce cercle
deux points fixes A et B, de milien I. Un point M variable décrit le cet-
cle (o).

1° Montrer que le lieu de T'orthocentre H du triangle AMB est le cerele
{01) symétrique de (O) par rapport 2 AB. Etudier le triangle amb formé
par les pieds de ses hauteurs (o pied de la hauteur issue de A, ...) lieux des
‘sommets, enveloppes des c6tés, lieu du centre du cercle circonscrit att trian-
gle amb. Comparer les deux triangles amb et a'm’b’ relatifs & deux points
M et M situés sur une méme perpendiculaire a- AB.

2° QOn définit les positions de A et M sur (O) par les angles

—— —_——
(Ox, OA) =« fixe et (Ox, OM) = ¢ variable,
que font les rayons OA et OM avec la ‘médiatrice orientée Ox du seg:
ment AB. ' '

Calculer l'aire du triangle amb en fonction de « et de @. Pour quelles
positions de M atteint-elle ses valeurs extrémes ? Déterminer M pour que
cette aire ait une valeur arithmétique donnée ; discuter. .

.~ Evaluer le périmétre du triangle amb ; déterminer M pour que ce péri-
métre ait une valewr donnée ; discuter. Indlquer une solutlon géométrique
de cette question.

3° Montrer que le cercle (Q) de diamétre MH ‘conserve une grandeur fixe
et reste orthogonal & un cercle fixe (I). Le cercle (Q) admet avec les cercles
(O) et (O1) deux axes radicaux A et Ay se ‘coupant en J ; rdle de T dans
le triangle MHI, lieu de J. Montrer que A et A1 enveloppent deux ellipses

() et (e1).
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II. — On donne une parabole (P) de paramétre p, et sur cette parabole
deux points fixes A et B, de milien I, symétriques par rapport 4 son axe.
Un point M variable déerit 1a parabole (P).

1° Etablir la relation M.wﬁ:zﬁ.m, olt m est la projection ortho-

gonale de M sur AB et on la mesure algébrique mM est comptée dans un
sens convenable. Lieu de I'orhocentre H du triangle AMB.

Miontrer que le cercle (Q) de diamétre MH reste orthogonal & un cercle
fixe (I). Trouver I'enveloppe du cercle (Q) et le lieu (IT) de son centre -8,
Déterminer les points communs 3 (II) et (T) ; préciser la position relative
de ces' courbes en ces points ; discuter.

2° Inversement, on donne une parabole (IT) ; la normale en un point fixe
K de (II) coupe V'axe de (II) en I. Sur la perpendiculaire en I 3 cet axe
on porte IA = 1B =1K, de part et d’autre de I. Montrer qu’a tout point &
de (IT) on peut associer deux points M et H symétriques par rapport 3 Q
et tels que chacun des quatre points A, B, M, H soit 'orthocentre du trian-
gle formé par les trois autres. Lieux des points M et H quand Q décrit (IT).

ITI. — On dorine une ellipse (E), de longueurs d’axes 2a et 2b, et sur
cette ellipse deux points fixes A et B, de milieu I, symétriques par rapport 3
son axe focal. Un point M variable décrit Pellipse (E).

) ; g s ar -
1° Etablir la relation mM.mN = I mA.mB, oll m est la projection

orthogonale de M sur AB et N le second point de (E) sur la projetante
mM. Montrer que le lieu de Iorthocentre H du triangle AMB est une ellipse
(E1) affine de (E). Déterminer les points communs 3 (E) et (E;) ; discuter.
Comparer les excentricités de (E) et (Ei).

2° Montrer que le cercle (Q) de diamétre MH reste orthogonal 3 un cer-
cle fixe (I). et que le lien (L) de son centre Q est une ellipse dont on déter-
minera P'excentricité. '

Montrer que le rapport du rayon de (Q) et de Ia distance de son centre &
une droite fixe reste constant quand Q décrit (L). En déduire; en utilisant
les foyers de (L), que I'enveloppe de (Q) se compose de deux cercles. Déter-
miner les points commund 3 (L) et (I) ; préciser la position relative de ces
courbes en ces points ; discuter.

3° Etant donnée une ellipse (L) de foyers F et F', on rappelle qu'il est
possible, d’une infinité de maniéres, de considérer tout point Q de (L) com-
me le centre d'un cercle (Q) tangent 3 deux cercles fixes (C) et {C) de
centres F et F'.-Le diamétre de () paraliéle 3 EF’ coupe () en M et M'.
Lieux de M et M' quand Q décrit (L). Et-il possible ‘de trouver deux
points fixes A et B, tels que pour tout couple MM, chacun des guatre points
A, Bl M, M’ seit Iorthocentre du triangle formé par les trois autres?

Corrigé d’un exercice «de Mathématiques (4 heures),

" Le candidat donnera de ce probléme un corrigé, aux aspects variés, sus-
ceptible d’étre présenté aux éldves d'une classe de M. athémaliques.
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I. — @) Soient, dans un plan orienté, deux points fixes B et C,
Trouver le lieu géométrique des points M du plan tels que, si (MB, MC)
désigne un angle orienté de droites non orientées, on ait :
: , =
(MB, MC) =« (mod. —)

n

: T

ou, avec une autre notation, (MB, MIC) =« -} £ —.
n

e est une mesure angulaire donnée, # est un entier positif donné, % est un
entier positif, nul ou négatif arbitraire.

b) Déterminer tous les points M tels que soient vérifies simultanément
les équations  (MB, MC)= o (modf-), MO

n MB 2

Ces points sont les sommets d’un polygone P; convexe inscrit dans un
cercle ; on numérote ces points Mo, My, Ma..., 4 partir de 'un d’eux dans
Tordrd ott on les rencontre en décrivant le cercle dans le sens direct. Lors-
qu'on joint ces points de p en p on obtient un nouveau polygone P, Com-
ment, connaissant #, doit-on choisir p pour que les polygones Pi et P, aient
le méme nombre de cotés ? Justifier ce choix.

¢) Trouver une inversion dans laquelle les points M ont pour homologues
les sommets M d’un polygone régulier. On désigne par Q; et Qp les poly-
gones réguliers convexe et étoilés admettant pour sommets tous les points
M. Dessiner, pour #==6, les polygones Pi, P, d'une part, les polygones
Qi, Q, d’autre part.

JI. — a) Les points B et C sont fixes et le point A décrit un cercle (T)
Passant par B et C. Trouver le lien géométrique des centres des cercles ins-
crit et exinscrits au triangle ABC. Donner d'abord de cette question une
solution générale permettant d’atteindre d’emblée Vensemble du lieu ; puis
distingtler sur, ce lieu-global les lieux partiels du centre du cercle inscrit et
de chacun des centres des cercles exinscrits respectivement opposés aux
sommets A, B, C.

&) On désigne maintenant plus précisément par M le centre du cercle
exinscrit cpposé au sommet A, et par m le rapport des distances du point M
aux sommets C et B pris dans cet ordre : MC == . MiB.

Construire le triangle ABC, connaissant le coté BC, le cercle circonscrit
(T) et le rapport m. Discuter.

¢) Reésoudre trigonoméiriquement le triangle ABC connaissant le coté
BC =g, le rayon R du cercle circonscrit (T') et le rapport %zm, M
<tant toujours le centre du cercle exinscrit opposé au sommet A. Discuter.

d) On considére l'inversion de pole C qui conserve B. Que devient la
figure étudiée au paragraphe II, o ? Peut-on en déduire une nouvelle solu-
tion de II, & ?

N.-B. — Les discussions seront traitées relativement au parameétre m sup-
posé inférieur A 1. On désignera par o Uangle aigu inscrit dans le cercle (T)
et dont les cdtés passent respectivement par les points B et C,
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Rgrégation féminine 1951

Mathématiques Elémentaires.

On donne une sphére fixe (O), ayant pour centre-un point O et pour
rayon o, et le plan fixe P tangent 2 la sphére (O) au point F.

On désigne par (S) tout cone circonscrit 4 la sphére (O) n’ayant pas son
sommet dans le plan P, et par (C) la section (conique ou cercle) d'un tel cdne
par le plan P. Les cylindres circonscrits a (O) et dont les génératrices ne sont
pas paralléles & P seront considérés comme des cones (S) dont le sommet
est rejeté a I'infini.

L’objet du probléme est d'étudier quelques familles de courbes (C) et les
cones (S) correspondants.

Certaines questions font intervenir une transformation par polaires réci-
proques, dans le plan P, par rapport 3 un cercle directeur ayant F pour cen-
tre : on appellera (T) une telle transformation et () les transformées par
(T) des sections (C).

(Les différentes parties du probleme peuvent, dans une large mesure, élre
traitées indépendamment les unes des autres. En rédigeant la solution, les
candidates voudront bien respecter strictement, sinon Fordre des questions,
du moins le numérotage indiqué par U'énoncé).

I. — Définir les lieux géométriques des sommets S des cones (S) dans
chacune des trois hypothéses suivantes :

1° Les courbes (C) sont des coniques dont la directrice D associée au
foyer F passe par un point fixe donné R.

2° Les courbes (C) admettent deux droites données Lo et L's comme
droites conjuguées.

Soit (Co) 1a famille des courbes (C) ainsi obtenues : caractériser les trans-
formées (yo) des courbes (Co) par une transformation (T). Montrer qu'il
existe une infinité de couples de droites (I, L") qui sont conjuguées par rap-
port a toutes les courbes (Co).

Etudier les cas particuliers suivants :

— T'une des droites données Ly ou L'o passe par le foyer F ;

— les droites données Lo et I’y sont symétriques par rapport i F.

3" Les courbes (C) admettent une droite donnée L comme polaire d'un
point également donné M.

Etudier les cas particuliers ot la droite L, ou bien le point M, sont rejetés
a Vinfini.

I1. — 1° On désigne par II le plan tangent & la sphére (O) paralléle au
plan P et par (T') la section d’'un cone (S) par ce plan.

Lorsque les courbes (C) et (I') situées sur un méme cbne (S) sont des
coniques & centre, on représente par g et a’ les demi-longueurs de leurs axes
focaux, par ¢ et ¢’ leurs demi-distances focales, par # et ' leurs paramétres,
et par b et b’ les demi-longueurs de leurs axes non-focaux, définies par les
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velations : b2 =02 — 2|, p2==[a2—¢'2|. Ces deux courbes se corres-
pondent en général dans deux homothéties dont Tune a pour centre le som-
met S ; préciser la position de autre centre d’homothétic.

Démontrer les relations : 4.5 = p.a’=4'.a= 02,

2° Définir le lieu géométrique des sommets S correspondant aux coniques
{C) dont le demi-axe non-focal a une longueur donnée b. On distingucra le
cas des ellipses et le cas des hyperboles.

3° Définir le lieu géométrique des sommets S correspondant aux coniques
{C) dont le paramétre a une valeur donnée p.

Définir le lieu géométrique des sommets S correspondant aux coniques
(C) dont le demi-axe focal a une longueur donnée q.

4° Définir le lieu géométrique des sommets S correspondant aux coniqtes
{C) ayant une excentricité donnée e,

III. — 1° On donne dans le plan P un point ixe R ; on considére les
‘coniques (C) dont la directrice D associée au foyer ' passe par le point R,
et qui vérifient de plus I'une des trois conditions suivantes :

— ot bien le demi-axe non-focal a une longueur donnée & (en distinguant
le cas des ellipses et le cas des hyperboles) ; -

— ot bien le demi-axe focal a une longueur donnée ¢ :

— ou bien P'excentricité a une valeur donnée e =3

On obtient ainsi trois familles de coniques (C) que 'on désignera respec-
tivement par (Ci), (Cs), (Cs).

Définir, pour chacune de ces trois familles : le lieu géométrique des
foyers autres que F : Tenveloppe des directrices autres que D ; le lieu géo-
métrique des sommets S des cones (S) ; lenveloppe des coniques de la
famille. Etudier les familles (y1), (Y2), (y3) des transformées des coniques
{C1), (C2), (Cs) par une transformation (T).

2° Parmi les coniques (C) admettant la méme directrice D associée au
foyer F, on considére les coniques (C) et (C") ayant pour excentricités
deux nombres inverses e et I/e. Soient S’ et S” les sommets des cones (S%)
et (S”) correspondant 3 ces denx coniques.

Démontrer que, lorsque la droite D reste fixe et lorsque l'excentricité ¢
varie, les deux sphéres orthogonales 3 la sphére (O) ayant pour centres les
points 5’ et S” ont pour centres d’homothétie deux points fixes, et que les
plans des deux coniques communes aux deux cdnes (S') et (S7) sont deux
plans fixes,

Comment varient ces deux centres d’homothétie et ces deux plans lorsque
la directrice D tourne autour d’un point fixe donné R ?

Mathématiques Spéciales.

On désigne par la notation (I') toute enveloppe plane de troisieme classe.
non décomposée, possédant la propriété suivante : il existe dans le plan une
droite D telle que deux des tangentes a I'enveloppe menées par n’importe
quel point de D soient rectangulaires. Cette droite D sera appelée directrice
de I'enveloppe (IV),
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I. — Le plan étant rapporté a deux axes rectangulaires Ow, Oy, on
représente par (I'o) toute enveloppe (I') admettant comme directrice la
droite D support de I'axe Ow.

I° Former P'équation tangentielle des enveloppes (I'o). On montrera, en
tenant compte, en particulier, de la condition de non-décomposition, que
toute enveloppe (I'¢) admet nécessairement la directrice D comme tangente,
et que son équation peut se mettre sous la forme :

w[ Au? —22) + 2Buy] - [A"(42 — 22) - 2Bwvlh 4 Coh? =o
oit A, B, A’, B’, C, sont des constantes et #, ©, %, les coordonnées courantes.
d'une droite.

Les coefficients A, B, A’, B/, C seront, dans la suite, supposés réels.

2° Déterminer I'enveloppe (L) des symétriques de la directrice D par
rapport aux tangentes a (o). Démontrer que la courbe (I'o) est le liew
géométrique des centres des cercles tangents 3 D et 4 (L).

Lorsque le coefficient C n’est pas nul, démontrer que l'enveloppe (I'o)
possede denx foyers réels F et F, et que toute tangente 4 (I'o), coupant la
dircctrice D en un point M, est T'une des bissectrices de I'angle (MF, MF’).
Examiner le cas ol le coefficient C est nul.

Dans quel cas 'enveloppe (o) est-elle unicursale ?

3° Lorsque le coefficient C n’est pas nul, démontrer quil existe une infi-
nité de rectangles MIPM'P’ circonscrits & {I'p), ayant deux sommets oppo-
sés M et M’ sur la directrice D. Etudier la correspondance entre les points
M et M’ ; déterminer I'enveloppe de la droite PP’ et celle du cercle circons-
crit au rectangle MIPM'P'". Démontrer que le lieu des points P et P’ posséde
la propriété dualistique de la propriété caractéristique des enveloppes (T).

4° Etudier la disposition des points 4 l'infini et des asymptotes d’'une enve-
loppe (I'o) non-unicursale ; ot se trouve le point de rencontre de deux
asymptotes rectangulaires ?

IT. — Etudier les réciproques des différentes propriétés des enveloppes (T')
qui ont été établies aux deux premiers alinéas du paragraphe I, 2°.

2° Un plan étant rapporté d deux axes rectangulaires O, Oy, on consi-
dére Phyperbole (H) définie par I’équation : #y = a2 a étant une constante
positive donnée ; soit T une tangente (ou une asymptote) 3 cette hyperbole.
Former I'équation tangenticlle du lieu géométrique (v) des centres des cer-
cles tangents & I’hyperbole (H) et 3 la droite T.

Déterminer, lorsque la tangente T varie, I'enveloppe des asymptotes des
courbes (¥), ainsi que le lieu de leurs points de rebroussement.

Construire la courbe (v) uniquement dans le cas particulier oit T est la
tangente en I'un des sommets de hyperbole (H).

III. — 1° Démontrer que toute enveloppe plane (E) de troisiéme classe,
non décomposée, admettant la droite de Vinfini comme tangente simple et
quatre asymptotes, réelles ou imaginaires, deux & deux rectangulaires, est
une enveloppe (I').

Le plan étant rapporté a4 un triangle de référence ayant pour sommets
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un point réel et les deux points cycliques, on désigne par p, g, #, les coor-
données courantes d’une droite par rapport a ce triangle. A quelles condi-
tions doivent satisfaire les coefficients de la forme du troisiéme degré
#(#, g, r) pour que I'équation : f(p, g, ) = 0 représente une enveloppe (E), ?
Former I'équation de la directrice correspondante.

2° On considére deux enveloppes (E1) et (E2) de la- famille (E), ayant
respectivement pour équations, par rapport au triangle de référence qui
vient d’étre défini : £1(p,q,7) =0 et f2(p,9,7) = o, et le faisceau linéaire
d’enveloppes définies par 1'équation : f1(p, q, v) + Af=(p, g, ¥) =0, on A
désigne un paramétre arbitraire.

En supposant les deux enveloppes (E1) et (E2) choisies de telle sorte que
toutes les enveloppes non-décomposées du faisceau soient des enveloppes
(E), et en se bornant au cas on les directrices de (E1) et de (E2) sont
concourantes en un point a distance finie que I'on prendra comme sommet
du triangle de référence, démontrer que les tangentes communes 4 ces deux
enveloppes sont deux 3 deux rectangulaires, et étudier la disposition de
leurs foyers,

Calcul différentiel et intégral.

Si P(«,y) est une fonction harmonique des deux variables # et y, la sur-
face S, définie dans un systéme d’axes rectangulaires Ox, O, Oz, par
I'équation : 2="P(x, y) sera dite « surface harmonique ».

La fonction Q(#,y) étant telle que P 4 iQ) soit une fonction analytique
de la variable complexe x -+ iy, la surface S’ définie par Déquation :
§=0Q(x,y) sera dite « conjuguée » de S.

. : T
On fait tourner la surface S’ de I'angle — - autour de I'axe Oz ; on
o

obtient ainsi une surface Si. Soient M et M’ Jes deux points de S et de S’
ayant méme projection ## sur le plan £0y, et soit My le point de S; déduit
de M’ par la rotation considérée.

I. — Montrer que les normales 3 S et 3 S; aux points M et M; sont
paralleles. La surface S’ étant donnée, la paralléle A, menée par A la nor-
male M1N1 & S; (ou 4 la normale MN 3 S). engendre une congruence (C),
qui admet le plan +O% comme surface moyenne. (On rappelle que la sur-
face moyenne d’une congruence de droites est le licu du milieu du segment
formé par les deux foyers sur chaque droite de 1a congruence).

Inversement, on considére une surface %, telle que la paralléle & la nor-
male en chaque point de X, menée par la projection de ce point sur le plan
20y, engendre une congruence admettant le plan #Oy comme surface
moyenne : montrer que X est une surface harmonique.

II. — Parmi les congruences (C) obtenues comme ci-dessus, a partir
d'une surface S harmonique, s’en trouve-t-il qui soient des congruences de
normales ? Trouver les surfaces S correspondantes.



ITI. — Soit I un point fixe de P’espace, non situé sur #Oy. Une surface
harmonique S étant donnée, on projette chacun de ses points M en m sur
20y, et par le point I on méne la paraliéle I»” 3 la normale en M & S, jus-
qu'a la rencontre en m’ avee #Oy. Montrer que la correspondance entre s
et w’ est une fransformation conforme inverse.

(On rappelle quune transformation conforme est directe ou inverse sui-
vant quelle conserve ou qu’elle ne conserve pas le sens des angles).

Réciprogquement, soit, dans le plan #Oy, une transformation conforme
inverse arbitraire, faisant correspondre a tout point s un point m’. On joint
le point fixe T & »/, et 'on méne par m la droite A paralléle & I’ : 'ensem-
ble de ces droites A forme une congruence (C) de I’espéce comsidérée au
paragraphe L.

IV. — On suppose que la transformation (#, #'), dont on vient de parler,
est celle qui fait correspondre 4  son point inverse dans ume inversion
géométrique de centre O et de puissance donnée. Trouver les surfaces S et
S’ correspondantes.

V. — Soient S et S’ deux surfaces harmoniques conjuguées, et M et M’
deux points de ces surfaces ayant méme projection m sur le plan x+Oy. Soit
8 la perpendiculaire commune aux normales MIN' et M'N* & S et 3 S'. Par
un point fixe I, non situé sur #Oy, on méne la paralléle & 3 jusqu’a la ren-
contre en #1 avec le plan O

Montrer que la correpondance entre m et mi est une transformation
conforme directe.

VI. — Inversement, étant donnée une transformation conforme directe
entre deux points m et sm1 du plan #Oy, et un point fixe I (non situé sur
#0y), on peut trouver des surfaces harmoniques conjugées S et S, telles
qu'en appliquant la construction géométrique précédente (§ V), on obtienne
cette correspondance (m, m1) actuellement donnée.

Déterminer ces surfaces S et S’ en supposant que la correspondance entre
les deux points m et my est définie par la relation : w1tiyi—Ach(x-+iv),
A étant une constante réelle donnée. (La notation ch représente le cosinus
hyperbolique).

VII. — Dans les mémes conditions qu'au paragraphe V, on considére la
droite D, paralléle & 8. menée par chaque point #, projection de M sur #Ox.
Les droites D engendrent une congruence (K). En général, cette congruence
(K) n’a pas le plan 20y comme surface moyenne. Déterminer les surfaces
S particuliéres pour lesquelles la surface moyenne de (K) coincide avec le
plan Oy,

Mécanique rationnelle,

On considére un plan matériel horizontal fixe II, et une tige rigide fixe,
de section négligeable, perpendiculaire au plan IT en un point fixe O1. Seit
Ora1viz1 un triedre trirectangle direct. fixe. ayant pour origine le point
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Q; ; Faxe Oiz1, confondu géométriquement avec la tige, est dirigé suivant
Ia verticale ascendante.

Un disque d, circulaire, homogéne, d'épaisseur négligeable, ayant pour
centre O, pour rayon 7 et pour masse , est muni d’une tige rigide dirigée
suivant Taxe Oz du disque. Cette tige Oz, dont on néglige la masse et Ia
section, est astreinte & rencontrer Ia tige fixe Ovz1 en un point' A, variable
a la fois sur Oz et sur O121 ; cette liaison est bilatérale et sans frottement,
Le disque d est placé sur le plan II qu'il touche par son bord en un point I,
variable tant sur II que sur la circonférence formant le bord du disque.

On ne s’occupera pas des difficultés que souléveraient une rencontre éven-
tuelle du disque d avec la tige O121, ou bien une rencontre éventuelle de la
tige Oiz soit avec le plan II, soit avec le disque D dont il sera question dans
les parties IT et ITI du probléme, et on supposera que les dimensions du
plan II, ainsi que les longueurs des tiges Oz et O1i:, sont telles que les liai-
sons précédemment décrites ne cessent pas d’étre réalisées at cours du mou-
vement.

Les parameétres déterminant la position du systdme seront la distance
¢ = O1l1. et les angles d’Euler ¢, 8, o, qui déterminent la position par rap-
port au tricdre fixe O143y921, d'un triddre trirectangle direct Oxyz, lié au
disque d ('axe Oz étant dirigé suivant la tige définie plus haut, et I'axe Ox
suivant un rayon fixe par rapport au disque d), c'est-a-dire :

(O1x1, Ou) =4,  (O121, 05) =8, (Ou, Ox) =4,
Ounu étant un axe perpendiculaire 3 Oz et 4 Oyzy.

On désignera par g P'accélération due 2 la pesanteur,

On aura intérét 4 utiliser un systéme de référence auxiliaire, formé par
un triedre mobile IXYZ ayant pour origine le point I, l'axe IY étant le
prolongement de Osl, et IZ étant équipollent 3 O121. Dans ce systéme de
référence, les composantes de la réaction du plan II sur le disque d seront
désignées par X, Y, Z, et les composantes de la réaction de O1zy sur O
par Xl, 1’1, Z.

I. — 1" Former les équations du mouvement du disque d lorsque le
centact au point I a lieu sans frottement.

L’angle 6 ou la distance p peuvent-ils rester stationnaires ?

2" On suppose maintenant, et jusqi’d la fin du probleme, que le plan II
est rugueux, et que le coefficient de frottement est assez grand pour que le
disque d roule sans glisser sur le plan II.

Former les équations du mouvement du disque ; montrer que leur intégra-
tion se raméne 4 deux quadratures. Calculer les réactions.

3° Dans ce paragraphe seulement, on néglige T'action de la pesanteur, et
on suppose que chaque élément superficiel du disque d est soumis de la part
du point Oy & une attraction proportionnelle 3 Ia distance et & la masse de
Pélément, k2 étant la valeur de cette attraction pour une masse égale 2
I'unité de masse située & une distance du centre Oy égale & 1'unité de lon-
gueur.

On rappelle que le disque ¢ roule sans glisser sur II.
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Etudier, dans ces hypothéses, le mouvement du disque. Quels sont les
différents cas possibles ?

II. — Dans les parties II et III, I'action de la pesanteur n'est plus sup-
posée négligeable, et les forces attractives considérées au paragraphe I, 3°
n’existent plus.

On adjoint au systéme précédent un deuxiéme disque D, ayant la forme
d'un cylindre de révolution, dont on appelle R le rayon et & la hauteur, et
dont T'axe de révolution coincide avec Oqg1 ; ce disque est homogérne et a
pour masse M. On suppose que D peut glisser le long de O1z1 et tourner
autour de cet axe, la liaison étant réalisée sans frottement.

Dans 1a partie II, le disque D est placé au-dessus du disque d, sa base
inférieure étant en contact avec le bord du disque d en un point variable J ;
il y a frottement au contact en J entre les deux disques, le coefficient de
frottement étant donné, égal 4 f. (On ne s’occupera pas de ce qui se passe
lorsque les conditions géométriques définies ci-dessus cessent d’étre réa-
lisées).

On rappelle que le disque d roule sans glisser sur le plan II,

On désigne par ¢ Ia cote, par rapport au triédre fixe Oix1y121, du centre
de gravité G du disque D, par « Pangle de T'axe O1#1 avec un axe hori-
zontal GU 1ié au disque, et par Xo, Ya, Z2 les composantes, par rapport au
triedre auxiliaire IXYZ, de la réaction de D sur d.

1° Former les équations déterminant le mouvement du systéme des deux
disques d et D.

L’angle 6 peut-il rester stationnaire ?

2° Etudier le début du meuvement dans les conditions initiales suivantes :

o0 =7/2, tg o =3, 60—, Yo =o0, &'o = 2w,
o étant une constante positive donnée (&, ¢, et o sont les dérivées par rap-
port au temps).

3’ Etudier le mouvement des deux disques quand le coefficient de frotte-
ment f est assez grand pour assurer le roulement sans glissement de d sur
D. Calculer, dans ce cas, les réactions aux contacts en A, I, J.

III. — Les conditions décrites au début de la partie II étant toujours
réalisées pour le disque D, sauf la condition de contact avec le disque d, on
place le disque D dans une position oit son centre de gravité a pour cote :

O1G =47 - /2, et on I'abandonne 3 partir de cette position, sans vitesses
initiales ; au cours de sa chute, le disque D vient, & un certain instant fo,
heurter le disque d. On suppose que le mouvement du disque d est tel qua

¥ T
cet instant fo, I'angle 6 et les dérivées ¢’ et & ont pour valeurs : 8 =

Vo=090 =0, o étant une constante positive donnée.

Le coeificient de Newton e (coefficient d’élasticité en J relatif & D et d)
est donné (0e<<1), ainsi que le coefficient de frottement f entre les disques
detD.

On rappelle que d rotle sans glisser sur le plan 1T,



Déterminer I'état des vitesses du systéme immédiatement aprés le choc,
(On pourra se borner a achever les calculs en faisant sur les données une
hypothése simplificatrice que 'on choisira).

Rgrégation masculine 1951

Mathématiques Elémentaires (7 keures).

I. — 1° Dans un plan (II) orienté, on donne un point O et un vectetr non
—
nul Ou d'origine O. Ils définissent une transformation ponctielle @ (Q, 1)
de la maniére suivante :
A tout point ¢ de (II), elle fait correspondre le point A, sur la demi-
droite symétrique de la demi-droite Ou par rapport a la droite Og, tel que
QOa?
OA=——.
u
Deux points tels que @ et @, symétriques par rapport & O, ont le méme
transformé A par < (O, «). Examiner la transformation inverse de @
(O, u).

Si au point fixe % on substitue un autre point uy (0171 non nul), la trans-
formation @ (O, u1) fait correspondre & @ le point Aj ; montrer quon
passe de A1 a A par une similitude directe de centre O qui ne dépend que
des points O, u, u;.

2° La demi-droite Ou jouant le réle d’axe polaire dans le plan (TI) on

pourra désigner I'angle polaire (62, \7) d'un vecteur V de ce plan, dans

A
toute la suite, par la notation abrégée V (mod. 2 ).
Deux points a et & de (II) étant transformés par € (O, u) en A et B,

L ba.ba’ o A
respectivement, prouver que AB =-— - ¢t que AB = bg 4 ba’ (mod. 2x).

Ou

On choisira d’abord uy en A,

3° On f{fait tendre b vers ¢ sur une courbe ayant en ¢ une tangente af,
montrer que la courbe décrite par B admet en A une tangente A6 telle que :

(OA, A) = (Oa, at) (mod. ).

4° On considére la transformée par € (O, #) d’une ellipse (&) de cen-
tre O, de foyers f et f, d’excentricité . Démontrer que c’est une ellipse
ayant comme foyers O et le point F transformé de f et de f; évaluer en
fonction de e son excentricité.

Inversement, toute ellipse de foyer O peut-elle étre regardée comme
transformée, par € (O, %) d'une certaine ellipse de centre O ?

5° Aux deux extrémités m et n, sur Pellipse (&), des demi-diamétres
conjugués Om et On, correspondent sur Pellipse transformée deux points
M et N. Prouver qu'ils sont diamétralement opposés.
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TI. — N. B. : Les notations indiquées ici sont sans relation avec celles
qui ont été employées dans I.

Soient (a, o), (b, b, (c, ¢') trois couples de points, donnés dans (II),
supposés essentiellement distincts et formés chacun de points symétriques
par rapport a O.

1° Résoudre, par application de 1a transformation € (O, u), le probléme :
déterminer une ellipse de centre O, passant par a et b et dont 'excentricité
soit minimum.

On montrera qu'il existe une telle ellipse e (a, b), caractérisée par le fait
que les droites ba et ba’ sont paralléles aux diamétres conjugués égausr de
cette ellipse.

2° On considére sur e(e, b) I'extrémité p. du demi-diametre conjugué de
Oa, telle que O;et Ob sont d’'un méme coté du diameétre aa’ ; et U'extrémité

I du demi-diamétre conjugué de OB, telle que OTet OTL- sont d’'un méme coté
du diameétre bb’.

En permutant circulairement les roles des points g, b, ¢, on définit ’ellipse
€ (b, ), puis lellipse e (¢, @), qui sont d'excentricité minimum parmi les
ellipses de centre O passant par & et ¢, puis par ¢ et a.

Sur e (b, ¢) les points = et #n sont définis comme 1'ont été p et [, en rem-
plagant respectivement « et & par b et c.

Sur ¢ (¢, a) les points A et # sont définis comme Vont été @ et wm sur ¢
(b, ¢), en remplacant b par ¢ et ¢ par a.

w étant un point fixe de (IT), distinct de O, on représentera la nouvelle
figure, formée par les points A, B, C, L, M, N, 2, JIl, I, respectivement
transformeés par € (O. u) des points a, b, c, L, m, n, A, &, V.

Analyser, dans cette figure, comment on peut lier directement L, M. N,
L2, I, JN. aux points O, A, B, C.

3° L'opération @ (O. ) transforme les ellipses ¢ {a, b), ¢ (b, ). ¢ (c. @)
en les ellipses respectives E (A, B), E (B, C), E (C, A), dont les foyers,
autres que O, sont désignés par F,, Fy, F,, respectivement.

Comment ces points se déduisent-ils simplement du point O, relativement
au triangle ABC ? (On écartera le cas ot A, B, C sont alignés).

Montrer que le triangle F,F,F; est homologue du triangle ABC dans
une similitude indirecte. '

Etablir les égalités vectorielles
—_— — . — — — —_—— —_— — —
FgN=Foll=—0A F,L=FJd=—0B FM=F=—0C

Les points A, I, 2 sont sur un méme cercle de centre O. Etablir que les
droites LJ[, M2 se coupent en un point P’ appartenant i ce cercle.

En déduire que le triangle PR, dont les c6tés QR’, R'P, P'Q" sont
portés par les droites NoJIl, LoJ{, M2, est homologue dans une translation
du triangle F,F,F.

En appelant P, @, R, les symétriques de P’, @', R’ par rapport 3 O, le
triangle PQR est symétrique du triangle F,F F, par rapport 3 un certain
point I,
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4° Soit F le symétrique de O par rapport 4 la médiatrice du segment
@R ; prouver que RAINN est un rectangle, et que Fp5=— ONT= FBX;
puis que Fy est symétrique de A par rapport & I. Les symétriques FQ et Fy
de O par rapport aux médiatrices respectives des segments RP et P& ont
des propriétés analogues que I'on précisera.

5° Montrer que le triangle FpF@Fy est homologue dua triangle F,F,F,
dans une similitude indirecte o le point O est invariant,

Soit F le symétrique de O par rapport & I : comment peut-on passer de
la figure FABC A 1a figure FPOR ? Etablir que chacune de ces figures est
formée de points cocycliques.

6° Soient E(P, Q), E(3, R), E(R, P) les ellipses de foyer commun O, de
seconds foyers respectifs Fp, Fp, FO), et de grands axes respectivement
égaux 3 ceux de E(A, B), E(B,C), E(C, A) ; montrer que E(Q,R) est
circonscrite au rectangle RASJMN ; bropriétés analogues.

Prouver que lellipse (E), de foyers O et F, ayant comme longueur de
grand axe OA + OB + OC, est tangente 3 chactne des ellipses E(A, B),
E(B,C), E(C,A), E(P, Q). KO, R), E(R, P). Les points de contact res-
pectifs seront désignég par W, U, V, Z X, Y.

Montrer que (E) contient & son intérieur les six ellipses précédentes.

7° Les ellipses B(P, ), E(Q, R), E(R, P) sont les transformées par @
(O, u) d'ellipses de centre O qu’on dénote e(d, q), e(q, v), e(r, p), p, q.  étant
des points dont les transformés respectifs sont P, &, R. (Provisoirement,
chacun des points p, ¢, » n'est défini qu’a la symétrie prés de centre O).

L'ellipse (E) est la transformée par € (O, u) dune certaine ellipse %)
de centre O qui est bitangente 3 e(a, b), e(b,c), e(c.a), e(p, q), e(g,r),
e(r, p) en des points diamétralement opposés sur (&) : (w, w'), (x, o),
(z, ¥), (2, 2), (#, #), (v, ). Chacune de ces six ellipses est intérieure
a (&).

(

1. — Définition précise des points b, g, r. On emploie ici la notation
angulaire définie dans (I, 2°).

1° Montrer qu'il résulte des définitions données au {1, 2°) pour w et I
les relations angulaires

Ob + Op=ba+ ba
b = ba -}- ba’
s T (mod. 2w)
Oa 4 Ol =ab -} ab'
et écrire les relations analogues définissant Ov, Om, O, Oxn.
N P FY
En faisint intervenir AB, BC, CA, on obtient
e T e S i T e
Ob - Op. == AB Ob+4-Om=BC %
TN T sl TN T
(1) Oc+ Oy=8C et (2) Oc-+-0On=CA-t=x

e R T TN T AN
Oa+ OA=CA Oa+ Ol —AB- &

(mod. 2 =),
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2° Les points #, 7 sont communs a e(q, r) et & e(r, p). Prouver qu’on
— —
peut choisir celui de ces points, dénoté », de maniére que Or et On sont de

o == A Agr
meéme c6té de la droite Ou, et aussi que Or et Ov sont de méme c6té de la
droite OL.

On démontrera, 3 cet effet que ces choix reviennent & supposer que

A —~ S A A ~
(3) On-+Or=J9MNN (40  Ov-+ Or=LdJI (mod. 2 x)
et que la compatibilité de ces conditions, compte tenu des relations (1) et
(2), résulte de la similitude indirecte des triangles ABC et F,F,F..

De méme, par des stipulations analogues, on peut définir sans ambiguité
les points appelés p et g. Ecrire, dans ces conditions, le systéme formé par
(3) et deux équations analogues, et le systéme formé par (4) et deux équa-
tions analogues.

3° Montrer qu'il résulte de (I, 2°) que les tangentes communes en (z, ')
3 (&) et A e(a, b) sont paralléles & Or, et donner des propriétés analogues
relatives aux points (u, o), (v, ¢'), (&, #°), (v, ¥), (2, ).

4° Evaluer le rapport des distances algébriques de ¢ et b 4 la droite e’ ;
on potirra considérer un cercle dont e(a, b) soit la projection orthogonale
Ob sin (Ow, O7)

—— "
Oa sin (0!, Or)

Evaluer de méme le rapport des distances algébriques 4 ww’ de a et g,
et de b et L

Ces propriétés, concernant e(a, b), ont comme analogues des propriétés
concernant des points de e(b, ¢), e(c, ) et aussi e(p, q), e(q,r), e(r, p).

sur (II), et Yon trouvera pour ce rapport I'expression —

IV. — 11 existe deux cylindres de - révolution passant par (&). Soit A
I'axe de révolution d'un d'eux, (S) une sphére inscrite & ce cylindre, le long
d'un grand cercle ® de (S), de centre S.

On propose de démontrer quil existe sur (S) des points a1, b1. c1. Iy, ma,
71, X1, w1, Vi, 1, q1, 71 dont les projections obliques sur (II), effectuées
parallélement 4 A, sont respectivement a, b, c, L. m, w, A, w, v, p, g, r, et qui
déterminent, avec S comme sommet les detix triedres supplémentaires

(Sa1, Sby, Se1) et (Sp1, Sq1, Sr1).

A cet effet on démontrera les propositions préliminaires suivantes :

1° Toute ellipse de (IT), de centre O, tangente i (&) en deux points
symétriques par rapport a O, et intérieure a (&), se déduit de (&) par une
affinité oblique dont I'axe est le diameétre joignant ces deux points, et que
Ton précisera.

2° Cette méme ellipse peut étre considérée comme projection obligue sur
(IT), parallélement & A, de deur grands cercles de (5).

3° On précisera la situation des points a1, b1, c1. I1,m1, n1, A1, w1, vi,
p1, g1, 1 par des nombres proportionnels aux distances algébriques de ces
points au plan de @, en considérant leg produits vectoriels
On A\ Og, OLA Or, Om A Op, Or AOb, Op A Oc, Og A Oa.
Oc A Og, Oa A Or, Ob A Op, Ov A Ob, O A Oc, Ou A Oa,
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On aura a utiliser les relations angulaires des groupes (1), (2), (3), (4)
que Yon a rencontrées dans les 1° et 2° de III,

Enfin on démontrera les relations suivantes donnant les mesures des faces
des deux triédres supplémentaires

~ o -~
. biScy  bc ) ¢1Sa, =icy s a,Sb, s cﬁ
° 2 b g 2 ca 2 ab
~ -~ ~~ ]
tg 1157 _ 97 g2t R L
2 G 2 rp 2 Paq

Mathématiques Spéciales.

L. — 1° On denne la parabole T qui a pour équation y2 — 2px =0 ($:>0),
par rapport & deux axes quelconques Oz, Oy. »

M étant un point du plan #Oy, la paralléle 3 Ox menée par M coupe T
en P ; soit P’ I'un des points ott la paralléle menée par M & Oy coupe I
Trouver le lieu 3 du point M tel que MP” = MP, X étant un nombre algé-
brique donné.

Etant données deux paraboles I'y et I's d'un méme plan, dont l'une se
déduit de I'autre par une translation, peut-on obtenir I's a partir de I'; a
Taide de la construction précédente ?

2
2° On donne I'hyperbole I' qui a pour équation xv=— (¢>>0), par rap-
4

port & deux axes quelconques O, Oy.

M étant un point du plan #0y, la paralléle & Ox menée par M coupe I' en
P ; soit P’ I'un des points ot la paralitle menée par M 4 une direction fixe L
du plan coupe I' (L. n’est paralléle, ni & O, ni & Oy). Trouver le lieu 3 du

point M tel que MP' =2MP, A éant un nombre algébrique donné.

Etant données deux hyperboles I'y et T's d'un méme plan ayant méme
asymptote Ox et méme centre O, peut-on obtenir I's & partir de T'; A Yaide
de la construction précédente ? '

IT. — On donne les formes quadratiques
17, y) =Ax? -} 2 Bay 4 Cy2,
9(u, v) = Cu? — 2 Buw - Az?,
ou les coefficients A, B, C sont réels ; on suppose A et C non nuls et
®=AC — B2 non nul,
Soit I' la conique réelle ayant pour équation
F(.’V,:\)) Ef(«’lﬁ','\’) _k2=0, (k > O)
Far rapport & deux axes quelconques Oz, Oy d'un plan,
1° M étant un point de ce plan, on désigne par P et P’ deux points de T'
tel que MP soit paralléle & Oz et que MP’ soit paralléle 4 Oy. Le lien du
point M tel que MP' = AMP, ) étant un nombre algébrique donné, est en
général une conique .
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Former I'équation ponctuelle de T, ainsi que son équation tangentielle (o
donnera 'expression des divers coefficients des variables).

Comparer la nature de 3 avec celle de I.

2" Etudier les cas particuliers cit la conique X se décompose ou n’existe
pas.

3° Combien passe-t-il de coniques T par un point donné du plan ? Quelle
est l'enveloppe des coniques T quand ). varie ?

4° Etant donné un parallélogtamme et deux coniques I'1 et I'a tangentes.
aux quatre cotés de ce parallélogramme, peut-on obtenir T’z 3 partir de I's
a Taide de la construction donnée en I1, 1°¢ ?

II1. — On désigne par f(x, ¥, 5). la forme quadratique :
flo, n 2) = A2 | Aly2 | A"z-2 -+ 2Byz -} 2B2x 4 2B xy

a coefficients réels ; on suppose A, A/, A” non nuls.
A B B’
On suppose 3 — B” A’ B non nul,
B B A"

On désigne par a, o, a”, b, b, b” les coefficients des éléments A, A’, A”,
B, B’, B” dans le développement de 3, et I'on pose :
(4, v, w) = au® 4 a'v? - 0"w? + 2bvw - 20w |- 26" uz,
Les axes Oayz étant quelcongues, on donne la quadrique #éelle Q d’équa-
tion : F(x,y,2) =f(x,v,2) +D=0 (D 0).
1° M étant un point de T'espace, P’ et P” désignent deux points de Q tels
que MP’ soit paralléle 3 Oy, et MP” paralléle 2 Oz.
MP™ MP”

, b et v étant deux

Montrer que le lieu du point M tel que :
v

nombres algébriques donnés, est, en général, une quadrique Xj.
Développer 'équation ponctuelle de =1 en donnant ’expression des divers
ccefficients des variables, ainsi que son équation tangentielie (on désignera.
par #, v, w s, les coordonnées tangentielles homogenes dun plan).
Lomparer la nature de X1 et celle de Q.
2° Etudier les cas particuliers ot 3; se décompose ou n'existe pas.
3° Combien passe-t-il de quadriques ¥; par un point donné de l'espacc ¥
Quelle est l'enveloppe de Xy quand p et v varient ?

1V. — Des notations sont celles de la III® partie.
1° M étant un point de Pespace, et P, I’, P” trois points de Q tels que
MP soit paralléle 3 Ox, MP’ paraliéle & Oy, MP” paralléle 4 Oz, on pro-
MP_MP'  MP"

pose d'étudier le lieu 2 des points M tels que : 7 =T S

A, », v étant trois nombres algébriques donnés.

Montrer qu'en général 2 est une conique qui appartient a la quadrique
24, étudiée 3 la ITI° partie, ainsi qu'a la quadrique X2 lieu des points M tels
MP* MP
que : e
y A

et 4 la quadrique =z lieu des points M tels que :



MP_MP
g =
Donner I'équation du plan P de la conique £2.
Signaler les cas particuliers qui peuvent se présenter pour certaines
valeurs de A, w, v ; ces cas particuliers seront écartés dans la suite de cette
Stude.

P A4 A"v?— Bauw

VA
& — AR+ A'y® — 2B\
L A

Vérifier l'identité des poles N1, N2, N3 du plan @ par rapport aux qua-
driques 1, Za, T3 avec les points dont les coordonnées homogénes sont
(—a,0¢,5",0) ; (5,-—d. ", 0) ; (s,6’,—d",0).

3" 32 et T ont en commun, outre 2, une conique A1 située dans un
plan Py : Ty et £y ont de méme en commun une conique N 2 située dans
un plan QP2 ; Ty et T2 ont en commun une conique Q{2 située dans un
plan @2, Former les dquations des plans P, P, Py,

Vérifier sur ces équations que ces trois plans ont une droite commune,

Montrer que cette droite commune contient deux points I et I’ communs
4 X1, Xa, X3, et non situés sur L.

Calculer les coordonnées des points I et I,

4" Trouver I'équation tangentielle de la conique £. Etudier la nature
des points 4 I'infini de £ et montrer qu'elle est liée au signe du produit
3a65'a”.

5" Former I'équation cartésienne de la surface J engendrée par les points
I et I' définis au 3° de TV, quand A, w, v varient, en supposant B =—o,
B =0, B”==0.

/
©y
o A4 AR —aB

‘Calcul différentiel et intégral.

L — 1° Soit f(#) une fonction définie pour x > 1. réelle, bornée dans tout
intervalle 1< r < q.

Montrer, dans les deux cas suivants :

a) f(x) continue sauf en un nombre fini de points dans tout intervalle
I<Kr<agq,

b) f(#) intégrable au sens de Riemann dans tout intervalle 1 <r<aq,

qu'il existe =0, qui peut éventuellement étre - o ou — oo, tel que

ot @
I =[  x*f(x)dr o réel
oy :

<onverge a ['infini pour & < «o, diverge a l'infini pour 2 > ao.
2" Soit B un nombre complexe, R(8) sa partie réelle.



Montrer que sous les mémes conditions que plus haut concernant f(x),

T'intégrale
+ o
f 2Bf(x)dx
1
converge a linfini pour R(B) < ao, diverge 3 I'infini pour R(B) > ao.
3° Soit C une courbe du plan des axes rectangulaires Oz, Oy, rectifable,.
partant de (1, 0) et s’éloignant 3 l'infini, On désigne par s l'arc (positif) de
cette courbe compté & partir de (1,0), par #(«, y) la distance & Vorigine du
point (z,y).
{On suppose que le long de C, # et y sont des fonctions continues de s et
que dans tout intervalle 0 < s< a.
dx dy o . ) .
7' 7s sont définies et continues sauf en un nombre fini de points.

On considére Uintégrale curviligne

J@=[ 2 (59) @) drt gy ds] @ réel;

2, ), g(x, y) sont des fontiong définies sur C, réelles, bornées et intégra-.
bles au sens de Riemann sur tout arc 0 < s < a.

Montrer que si, sur C, » est une fonction croissante de 5, il existe ap auil
peut éventuellement étre 4  ou — o, tel que l'intégrale J(a) :
converge pour a < «o, diverge pour « > wo.

4° Montrer que si J(a1) converge, J(x) converge uniformément pour-
pour o< aj,

5° On se propose de construire un exemple prouvant que le résultat de
(I, 3") peut devenir inexact si # n’est pas une fonction croissante de 5. On
montrera qu'il suffit de trouver deux fonctions f(s) et g(s) telles que:

0

[+ 2]
f f(s)ds converge 3 Pinfini, tandis que f g% (9)f(s)ds diverge a
(1] (o]

Pinfini, quel que soit « (réel) non nul,

g(s) satisfaisant aux conditions auxiliaires suivantes : g(s) est positif,
continue ; g'(s) est définie et continue, sauf pour s= k= (& entier positif’
quelconque) ; [g'(9)| <1, g(0) =1 Tim 5 _» 1 oo g(s) =} 0.

d sin s

On prendra f(s) = — [—-—

] ) ds | Log (14 5)
satisfaisant aux conditions ci-dessus.

II. — 1° On considére dans le plan complexe une courbe C, analogue &
celle de (T, 3°), partant d'un point 2o distinct de Porigine. On désigne par
f(z) une fonction analytique en chaque point de cette coutbe et on pose:

] et on cherchera une fonction g(s)

K(a) = f 2%f(2) dz, o réel, l'intégrale étant prise sur C.

Montrer que si » 2 ks, k désignant une constante positive, il existe un

@0 qui peut étre -}~ © ou — 0, tel que
K(«) converge pour a < ao, K(a) diverge pour a > ao.
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2° On considére en particulier L(a) = f 2% e~ dz.

Trouver pour cette intégrale des courbes pour lesquelles @o est - oo,
ag est — o, ao == avec convergence, divergence pour ao.
On essayera des courbes ayant une branche infinie telle que
#==pLogy x =79 Log y -+ Log (Log y).
3" On se propose de construire un exemple montrant que le résultat de
(I1, 1°), peut devenir inexact si #, fonction croissante de s, ne satisfait pas
3 Yinégalité r = ks.

, 1 .
On pourra prendre f(z) = i et comune courbe une spirale convenable,
0

ITI. — Soit f(2) une fonction analytique dans la demi-bande oY1 1.

-

On suppose que les intégrales J f(2)dz prises sur les paralléles a Ox

situées dans la demi-bande, convergent et sont uniformément bornées.
1° Omn considére les courbes C, 0< b <1 formées des deux morceaux
de droite :
r=1 o0o<y<b,
y==0 ¥ 21,

et les intégrales : M(a) = f f(2)zedz a < o prises sur ces courbes, par-

courues du point (1, 0) jusqu’a l'infini,
Montrer que M{a) ne dépend pas de b.

En déduire que f f(2)dz pris sur les mémes courbes ne dépend pas non
plus de &.

2° Peut-on en déduire que l'intégrale f f(2)dz prise sur une courbe

tracée dans la demi-bande, partant de (I, 0) et s'éloignant a Vinfini converge
et 2 une valeur indépendante de la courbe ? Montrer qwinversement, si
I'intégrale converge sur toute courbe de la demi-bande s’éloignant a lin-
fini, ’hypothése du préambule de (III) est vérifice.

Mécanique.

Un disque circulaire homogéne pesant (D), de centre G, de masse m, de
rayon 2a et d’épaisseur négligeable repose, dans le champ de la pesanteur
d’intensité g, par un point M de sa circonférence, sur un plateau circulaire
horizontal (II) de centre O, animé d’'un mouvement de rotation uniforme
de vitesse angulaire w autour de son axe (A). Au contact de (D) et de (II)
se développe un frottement de glissement, de coefficient f (on néglige les
frottements de roulement et de pivotement). L’un des deux demi-axes, d'ori-
gine G, du disque (D) est matérialisé par une tige rectiligne rigide (T) de



masse et d'épaisseur négligeables, assujettie, par un dispositif convenable
sans frottement, & rencontrer constamment 'axe (A) en un point K.

On repérera l'orientation du disque (D) par rapport & un triddre fixe au
moyen des trois angles d'Euler ¢, 0, ¢ tels que (A, T) =86 (o< < m
[les axes portant (A) et (T) étant orientés positivement, le premier vers le

e
haut, le second dans le sens de K/G] et on achévera de définir Ia position de

(D). par l'une des trois longueurs OK ==}, KG =1, OM =4 (la premiére
étant algébrique). que 1'on pourra méme employer simultanément a condi-
tion de tenir compte des équations qui les relient. On désignera par mX.
mY, mZ les composantes de la réaction du plateau (II) sur le disque (D)
au point M, par rapport & un triédre déduit du triedre fixe par la rotation
de T'angle ¢ autour de I'axe (3) : le second de ses axes a la direction et le

sens de 1\_116 le troisiéme est celui. déji défini, portant (A).

i. — On suppose que le point K est fixé 4 la fois sur (T) et sur (A), et
I'on améne, sans vitesses initiales, le disque (D) au contact du platean (I1).

Le glissement de (D) sur (II) s'arréte-t-il ? Si oui, au bout de combien
de temps et que se passe-t-il aprés ?

Calculer le travail qu'il faut fournir au plateau (II) pour maintenir cons-
tante la rotation » pendant cette premiére phase de glissement.

On envisagera les trois cas : (a)h==0, (b) h < o, ¢ () > 0. Il pourra
etre commode de chercher & exprimer, en fonction du temps #. la vitesse =
de la molécule M du disque (D) en contact avec le plateau (II),

II. — On libére le point K 4 la fois sur (T) et sur (A) et on suppose que
le coefficient f est assez grand pour que le disque (D) ne puisse que rouler
et pivoter sans glisser sur le plateau (II).

Montrer que I'intégration des équations du mouvement de (D) se raméne
& des quadratures. Peut-on, i cet effet, utiliser I'intégrale des forces vives ?

A quelles conditions obtient-on des mouvements stationnaires (0=Ct) ?
Etudier leur stabilité par la comsidération des mouvements voisins, Envi-
sager plus particuliérement le cas ott la tige (T) reste horizontale.

N.-B. — Les parties T et II sont indépendantes ; on pourra les traiter
dans un ordre arbitraire. Dans I'étude de 1'une et de Fautre de ces parties,
il pourra étre commode d'utiliser le théoréme du moment cinétique par rap-
port & I'axe (A) et par rapport ¥ la tige (T).
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Groupe |
Premiére composition.

1° Déterminer les coefficients po, p1, ..., p, du polyndme
Pu(2) = po -t prs+ ... 4 pus”,
connaissant les valeurs de P,(z) pour les racines s =gy, h=0,1..., n de
Péquation &"t!—1=0. En déduire que, si pour |z =1 on a |P,(s)! <P,
alors [pi] S P pour k=o, 1, ..., n.

Soit Ay(2) =2"+a, 2"~ ... a1z + a0 et soit @, le maximum
sur |z|=1 de |A,(2)| ; montrer qu'il vy a un nombre a* indépendant de
Ap(2) et de n, ayant les propriétés suivantes : a, = 2%, et il existe un poly-
nome Ay(2) pour lequel @, =a* ; un tel polynéme sera désigné par A*,(2).

Soit F(2) =70+ 12+ ... +rp2k - ... une série absclument conver-
gente pour =R ; montrer que, si |F(z)| <m pour {2 =R, alors on a
m
Rk

2° Soit f(x) une fonction donnée i valeurs complexes, de la variable
réelle #, continue dans I'intervalle o < x < 2x. Soit P,(s) le polynome pre-

. oF Th
nant aux points 2=z, ==¢%";, les valeurs f(2a2;) quand xp= T
n—1

[7%} < == pour tout k.

h=o0, 1, ..., n. Le coefficient de 2* dans P,(z) a-t-il une limite pour
in==oo0, k étant fixe ? Trouver cette limite & quand elle existe.
On pose : g==[p?| + [p1]® + ... +1p,2. Pour étudier g, il est commode

" . M 3 = /0 n
d'exprimer g 3 laide des valeurs de la fonction P,(s)P, (—) aux points
zn

&=2zp, ol Pu(s)=po -+ pre-| ... -+ p,5", p; désignant le nombre ima-
ginaire conjugué de p;.

a. Montrer que le polynéme A,*(z) du 1° est unique.

b. Examiner si q a une limite quand # augmente indéfiniment. Démon-
trer par un raisonnement rigoureux que la limite de wj pour £ == existe.

3° Soit By(f) =+ b,~1t"~1+ ...+ b1t 4 bo un polyndéme en la
variable réelle ¢ et soit 8, le maximum de |B,(¢)] pour — 2 < ¢ < 2, Montrer
quil existe un nombre B* indépendant de B,(#) et de u ayant les propriétés
suivantes : 8, 2 8%, et il y a un polyndme B*,(f) pour lequel B,=—B* ;
démontrer que ce polyndme est unique. (On pourra poser f=—z —i—%, alors

B..(t) devient une fonction de = que I'on pourra étudier en s'inspirant du 2°).
4° Soit une ellipse (E) décrite par le point de coordonnées 1 = a cos x,
v=bsinz, x étant réel et variable. Soit C,(w)=1w" -+ ¢, w'—1 -}
- T C1® - ¢o un polyndme en w==u -+ iz. Montrer qu’il existe un nom-
bre y*, indépendant de C,(w), mais dépendant de (E), tel que le maximum

H



de |Cy(w)| est au moins égal 3 y*, quand w parcourt (E) et quil y a un
polynéme C*,(w) et un seul pour lequel ce maximum est égal & v*,. Quelle

est la limite pour n=o0 de \/¥*, ?

5" On suppese que les coefficienits peo, p1, ..., p, d'un polynome P,(z)
sont tous réels et on pose P,(eix) = U, (x) iV, (x), Uyx) ot V,(2)
€tant réels. Déterminer les coefficients de P,(2) connaissant les valeurs de

| Th
U, (x) pour v = 1), — h=o0,1,..., n
n41
N. B. — La question 5° est indépendante des questions 2°, 3° et 4°.
Deuxiéme composition.
Avertissement. — Toutes les démonstrations doivent ienir compte de

fagon tres stricte des seules hypothéses de régularité imposées par 1'éncncé.

I. — Soit II un plan, mobile par rapport A un plan fixe P et constamment
en coincidence avec P. Le plan P (resp. ) est rapporté aux axes rectan-
gulaires OX, OY (resp. wx, my) et ces deux systémes d'axes ont méme
orientation.

On désigne par E(®), m(f) les coordonnées de o par rapport a OX, OY,

et on pose O)& ox == 9(f), les fonctions £(?), n(¢), o() étant définies et
continues pour 0 << 1.

On appelle centre instantané de rotation i Uinstant ¢ (en abrégé c.ir.) le
point I(t) de P, limite, s’il existe, du centre de la rotation qui ameéne le
plan II de la position TI(#) a la position II (¢ -}~ A?), lorsque At —= o par
valeurs positives ou négatives. On désigne par J(t) le point de II qui coin-
cide avec I(#) & l'instant £,

1 Exprimer la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un c.i.r.
a l'instant 7, en utilisant les rapports E—Z et ﬂl

A Ao

Calculer alors les coordonnées de I(¢) [resp. J(#)] par rapport 3 OX, OY
(re:p 0, 0y).

2" On suppose que I(#) existe pour tout ¢ et est fonction continie de £

Soit R ou base (resp. R ou reulante) le lieu de T(¢) [resp. J(£)]. Dési-
gnons par J (t —+ Af) le pomt de P qm coincide & Pinstant ¢ avec J(f - At),

et posons : Ta— I(t) I(t = At) J = I(t) Tt -+ A .&t)
Mentrer, en évaluant les composantes du vecteur (AI ——AJ) que
Al—4a]

A — 0, lorque Af{ — o.

-6

—
En déduire que si la condition suivante est satisfaite - (1) l ,l> % deés

i . —a- —
que At est assez petit (A = constante > 0), IAI] et IA]I sont des infiniment
P

o o o a e Tw
petits €quivalents et (AI, A]) —= 0, quand As — o.



3° On va chercher des cas généraux ot la condition (1) est satisfaite.
Soit C la courbe d’équation X = &(u), X ==7{x), ot § et 7 possédent des
dérivées premiéres continues, avec §2-+n2=1. On pose d'autre part

¢
GElcth i — f F(®)dt, ot f() est une fonction continue positive définie
o]

pour 0 S K I.

a. On suppose que £ et 1 possédent des dérivées secondes continues. Mon-
trer que si f(¢) est partout différente de la valeur du rayon de courbure R(1)
de la courbe C, la condition (I) est satisfaite.

Cas particulier. — Etudier le cas ot C est un segment de droite.

At
dés que At est assez petit, la condition (r) est satisfaite. La fonction f(¥)
est-elle alors nécessairement dérivable pariout ?

>

b. Montrer que si pour tout ¢ il existe un nombre x» > o tel que

TI. — 1° Soit C une courbe d’équation cartésienne y==f(x), ot f(x) et
F(#) sont définies et contintes pour o <+ < 1. Seit D(x) la tangente & C
au point M(#).

Montrer que si le point d'intersection de D(#0) et D{x0 -+ #) a une limite
quand ¢ — o, cette limite est nécessairement M(xo).

Ecrire sous une forme simple la condition pour que cette limite existe, en
posant : (w0 4 £) — f(¥0) = a(t).

» el 9(2)
Montrer que cette condition est satisfaite lorsque —

> A dés que [f]

est assez petit (A== constante > ¢), ou lorsque ¢(f) est croissante ou dé-
croissante dans chacun des deux intervalles de la forme [o, €], [—¢, o].

o T ol "
Montrer que si 9(f) =1t sin " (avec ¢(0) =o0), cette condition n'est pas

satisfaite.
2° On considére la famille des droites D,y d’équation normale :
# cos & —- 4 sin & = p(x) (ott p(«) et p’'(e) sont.continues).

Soit C le licu des points caractéristiques M(z) de D{z) [on en montrera
Texistence de fagon rigoureuse].

On veut étudier C au voisinage d’un de ses points M(xo). Montrer qu'on
peut toujours, par un changement d’axes supposer o=0 et p(eo)==p'(20)==0
sans rien changer aux hypothéses de régularité de p(e). On se placera dans
ce cas.

Soit E(u) le liew de M,y pour o Sa s

Les projections de tous les points de E(x) sur Ox et Oy remplissent deux
segments dont on appellera I(#) et L{#) respectivement les longueurs,

Montrer que, ou bien I(u) = L{u) =o0 dés que u est assez petit, ou bien
{fu)

m—» o lorsque ¢ — o.
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Epreuve pratique.

Les données, exprimées en centimétres, sont rapportées i un systéme
d'axes rectangulaires Oz, Oy, Oz. L’axe Oy est paralléle au petit axe de
la feuille 2 23 du bord inférieur ; il est orienté positivement vers la droite :
le plan £Oy est le plan horizontal de projection ; le plan yOz est le plan
fromtal de projection ; le plan #Oz est de profil suivant la paralléle au grand
axe de la feuille 8 16 du bord droit ; Ox est orienté positivement vers le bas
et Oz vers le haut,

Un céne (S) a pour sommet le point S de coordonnées :

(r=12; y=—4; 2=28).

Sa trace sur le plan de front » = 16 est Phyperbole (H) deﬁnle par ses
asymptotes et un point A.
=16 ; y=28. c
=16 ; 23—y —16.

Un cylindre (C) dont les génératrices ont pour paramétres directeurs
(—1, 1, 1), a pour trace dans le plan horizontal 7= 4 la parahole (P) défi-
nie par son foyer F et son sommet B.

F(x_16 Yy=0;2=4) Py =16 ; y==—2\/2 ; 2=4).

¢ Déterminer les projections horizontale et frontale de Uintersection (L)
de (S) et de (C). On construira un point courant noté m, m’ sur Pépure et
la tangente en ce point, Etudier les éléments remarquables.

2° Représenier le solide commun au céne et au cylindre supposés pleins,
cpaques et de la méme substance, en limitant ce solide aux portions catis-
faisant aux inégalités : ¥ <16 ; 0o <2< 12,

3° Déterminer I'ombre propre du solide obtenu éclairé par des rayons
lumineux paralléles ayant la direction et le sens du vecteur de composan-
tes : 0, — 1, I.

1" Indiquer, dans une notice somsnaire rédigée sur la partie gauche de la
feuille (et non au verso), les particularités rencontrées dans l'exécution de
I’épure et les méthodes employées pour les résoudre. On pourra mettre quel-
ques lettres sur 1'épure pour faciliter les explications.

N.-B. — Les conteurs d'ombre seront tracés en bleu (plein ou pointillé
selon le cas). Les parties vues et dans I'ombre seront recouvertes de hachu-
res paralléles (équidistance : 1,5 mm.) a ’encre bleue ou au crayon noir.

Asymptotes Point A : x=16; y=—o0; 2 =6.

Groupe I
Mathématiques.

I. — Soit IT un plan rapporté & deux axes obliques quelconques O, Oy.
On appellera élément de contact tout couple (s, 8) constitué par un point
# et une droite 3 de II passant par .

Si C est une courbe, on dira que 1'élément de contact (m, 8) est associé &
C si 8 est la tangente a C au point m de C.

Un élément de contact (m, 3) est déterminé par ses composantes ¥, v, @, b,
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olt #, ¥ scut les coordonnées de wz, et @, b, les paramétres directeurs de 8,
définis 3 un facteur non nul prés.

Considérons la transformation (M, A) =T(m, 3) qui, & I’élément de
contact (m, 8) de composantes #, ¥, @, b (olt ay — bx 2= 0) fait correspondre
I'élément de contact (M, A) de composantes X, Y, A, B, définies par les
relations :

(D) aY = bX ; Ayv=0Dx ; Y —yX =1,

1° Interprétation géométrique de ces relations. Quel est le produit T2 de
T par elle-méme ?

2° Si 8o est une droite donnée, montrer que les transformés des éléments
de contact (1, 80) sont des éiéments (Mo, A), ott Mo ne dépend que de
80. On écrira Mo = T(30).

De méme. si mo est un point donné, montrer que les transformés des élé-
ments de contact (mo, 3) sont des éléments (M, Ao), ot Ao ne dépend que
de mo. On écrira Ap==T(mu0).

Construire Mo connaissant 30 et A¢ connaissant j. Montrer qu'on pett
considérer T comme le produit d’une transformation par pelaires récipro-
quies par rapport & un cercle, par une autre transformation simple.

3" Montrer géométriqitement ou analytiquement que si l'on rapporte le
plan & d’autres axes obliques, les formules de transformation définissant T
conservent une forme analogue. Quels sont les systémes™ d’axes obliques
pour lesquels les formules restent identiqguement les mémes ?

4° Soit C une courbe convexe fermée (1) admettant O comme centre de
symeétrie et réguli¢re, c’est-d-dire ayant en tout point m une courbure fonc-
tion continue de m, etl qui ne soit jamais nulle.

Montrer que T transforme les éléments de contact associés 4 C en élé-
ments de contact associés 2 une courbe C' jouissant des mémes propriétés
que C, et qu'on appelle transformée de .C [on la notera C'=T(C)].

Ce résultat peut-il s'étendre 3 toute courbe convexe de centre O ?

b 2 yn
+

= -l =1
Pour quelles valeurs de # cette courbe est-elle convexe ? Quelle est alors

Soit C la courbe d'équaticn 5
I'équation de sa transformée C'= T(C) ?

II. — Soit C une courbg convexe de centre O et réguliére. On dira que
c’est une ellipsale lorsque la condition suivante est satisfaite : pour tout
couple de points m, m’ de C tels que O’ soit paralléle i la tangente en m
a C, 1a tangernte en #" 4 C est paralléle & Om. On dira alors que Om et Om’
sont deux rayons vecteurs conjugués.

1° Montrer que l'aire du parallélogramme construit sur deux rayons
conjugués d'une ellipsale est une constante A.

(1) Clest-a-dire une courbe déquation polaire ¢ = f(0), ot f(#) est positive,
cgn'tmue et de période o m, et telle que la courbe tourne en tout point sa conca-
vité vers O.
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Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que C soit une
ellipsale est que la courbe C'="T(C) soit homothétique & C.

En quel sens peut-on appeler ellipsale une courbe convexe de centre O
non réguliére ? Donner un exemple de polygone qui soit une ellipsale ;

] r ) T g S ~>
2° Montrer que la donnée d’un arc mm’ d'ellipsale C, ot Om et Om’ sont
deux rayons conjugués, détermine entidérement C.

3 P i . 7 -
Plus généralement, si OP, OP’ sont deux rayons vecteurs non colinéaires

— — — —
et si OP"=OP + OP', montrer que si PP’ est un arc convexe contenu
dans le parallélogramme OPP'P”, tangent en P 4 PP” et en P’ 3 P'P”, cet
arc appartient & une ellipsale et une seule dont on indiquera la construction.

3° Montrer que dans toute ellipsale C il existe deux rayons conjugués
orthogonaux. On prendra comme axes de coordonnées les axes portant ces
rayons. L’équation d’une tangente i C s'écrit alors sous forme normale :
# cos o - y sin e = p(e).
Montrer, dans le cas ot p(«) posséde une dérivée seconde continue et oit
A =1, que laire de C est égale 2 :

S=f2[pz+j>_’2—p’2 de.
Sévres 1951

Premiére composition.

On considére dans un plan deux faisceaux de droites de sommets respec-
tifs O, O’. Les droites de chacun des faisceaux sont repérées au moyen de
leurs pentes, m, " respectivement.

On établit entre ces deux faisceaux une correspondance homographique
(2 coefficients réels) :

S=Amm -+ Bm-+-Cwm' - D=0
et on représente cette correspondance par le point H de Tespace dont les
coordonnées homogénes sont A, B, C, D.

1° La correspondance est dite dégénérée lorsqu’il existe deux rayons dis-
tincts du faisceau de sommet O correspondant & un méme rayon du faiscean
de sommet O’,

Montrer que le lieu des points H qui représentent des correspondances
dégénérées est une quadrique réellement réglée Q.

Si m=uwu, m"=v sont les pentes des rayons dont les correspondants
sont indéterminés, montrer que ces paramétres sont 1iés trés simplement aux
génératrices rectilignes de Q ;

2° On considére toutes les homographies qui admettent un couple donné
mam'1. Quel est le lieu des points F qui représentent ces homographies ?
Quelle relation y a-t-il entre ce lieu et la quadrique Q ?

En déduire une détermination, dans I'espace, de tous les couples de I’ho-
mographie représentée par un point arbitrairement donné H. Tnversement :



construction du point H représentant 'homographie définie par trois cou-
ples ;

3° Quel est le point U qui représente la correspondance (U) dans laquelle
les rayons homologues sont constamment paralléles ? Caractérisez les cor-
respondances dont le point représentatif H est dans le plan polaire de U
par rapport 3 Q ;

4° Quel est le point représentatif de la correspondance dans laquelle les
rayons homologues font un angle constant V ? Lieu de ce point lorsque V
varie,

Quel est le lien des points représentatifs des correspondances dans les-
quelles les bissectrices des rayons homologues ont des directions fixes ?
Quelle relation y a-t-il entre ces lieux et la quadrique Q ?

5° On considére deux homographies &1 (A1B1CiD1) et S2 (A2B2C2Dz2)
et on leur associe le faisceau :

S1+H2ASe=(A1+-AA2)mm’ 4 (B1-2B2) m--(Cy4-2Ca) m 4Dy ADa=0
représenté par la droite HyiHos.

Combien y a-t-il de rayons issus de O qui ont le méme homologue dans
toutes ces homographies ? Comment sont définies les homographies dégé-
nérées du faisceau ?

Caractériser par ses homographies dégénérées, le faisceau d’homogra-
phies représenté par la droite conjuguée de HiHa par rapport 3 Q. Com-
bien y a-t-il dans une homographie & donnée, de rayons paralléles & leurs
homologues ? Discuter [a réalité suivant la position du point H.

Combien y a-t-il; dans &, de rayons qui font Pangle V (orienté) avec
leurs homologues ? Discuter la réalité suivant la position du point H et la
valeur de V ; |

6 Etudier la correspondance @ entre deux droites du faisceau (0Q) qui
ont la méme droite homologue dans le faiscean (O”) quand on effectue sur
Tune homographie &1 et sur lautre I’homographie &s2. Quelle propriété
présente & lorsque les points Hi, He sont conjugués par rapport 4 Q ?
Cette propriété est-elle caractéristique ?

Comment peut-on définir alors I'ensemble de toutes les homographies
représentées par les peints d'un plan quelconque ?

Plus généralement, la droite HiH2 coupe Q en deux points A, B et on
pose : (A, B, Hi, Ha) =—=p.

Quelle est la signification géométrique de ce nombre p pour la correspon-
dance @ ? On pourra commencer par examiner le cas oft &1 est homo-
graphie dans laquelle les rayons font l'angle V et &2 I'homographie 2
rayons paralléles ; puis le cas ot &1 étant quelconque, Sz est encore I'ho-
mographie & rayons paralléles,

7° Réciproquement, étudier la correspondance entre les points H1, He qui
représentent deux homographies conduisant 4 une méme transformation @
donnée du faisceau (O) :

On montrera que la droite HiHo rencontre deux génératrices de Q dont
tous les points sont fixes.



Examiner le cas ot € est une rotation.

On associe aux homographies & = @ et $2= & la correspondance
€ qwelles définissent dans le faiscean (0). Est-il possible de trottver une
homographie & telle' que §1= &’ et So= () définissent la méme cor-
respondance & ? Etudier Ia correspondance géométrique entre les points
H et H'.

8° Etudier l'ensemble des faisceaux d’homographies dont les homogra-
phies dégénérées définissent dang (O) une involution donnée < ; on carac-
térisera la famille des droites représentatives de ces faisceaux relativenient
4 Q et on déterminera le lieu de celles de ces droites qui passent par un
point dotné arbitraire P, ainsi que l'enveloppe de celles qui sont situées
dans un plan donné II. Cas ott P est sur Q. Cas ot II est tangent 3 Q.
Cas particulier olt J est une rotation dun angle droit.

Deuxiéme composition.

Notations. — Le symbole |u| désigne le module (ou valeur absolue) du
nombre #. Log # désigne le logarithme népérien de u. Les variables utilisées
sont des nombres réels.

1° Soit la fonction g(x) définie par les relations, oft @ est une constante
positive :  g(x) =wxlog |x| — (¥ —a) log |r —a|, si x(xr —a) ==o,
et g(0) = g(a) = a log a.

Etudier les variations de g(x).

2% Seit la fonction f(#), ot % est un paramétre différent de zéro. définie
log Jx—2x]
Iog lxl

On nomme CA la courbe d'équation cartésienne : v = f(x). Etudier la
forme de Ck suivant les valeurs de A. Eléments remarquables de Ch. (La
position précise des points d’inflexion n’est pas demandée).

3° Etudier les limites éventuelles des racines de g(4) = o, [g(+) définie
au 1°], lorsque a tend vers zéro. [On pourra appliquer la formule des
accroissements finis & la fonction des deux variables u, z: (u—=e) log li—2]|;
ou considérer les courbes : y = (v —a) log v —al].

4° Pour |M assez petit C) a des points i tangente paralléle a l'axe Ox.
Ces points ont-ils des limites lorsque & tend vers zéro ?

5" Parmi les fonctions f(+) du 2", I'une, o(#), est croissante dans tout
intervalle o1 elle est définie. On nomme T' dans toute Ia suite du probléme
la courbe d’équation y == w(x). Allure de T' au voisinage de l'origine. Ravon
de courbure de I' en ce point.

6° Soit P une particule matérielle dont la masse sera prise comme unité,
mobile dans le plan de I" et soumise exclusivement aux deux actions méca-
niques suivantes :

par les relations : f(x) — sl (@ —1) (r— 1) =£o0. f(o) =o0.

=
a. La force F d'un champ permanent ne dépendant en chaque point
M(x, ¥) que de l'abstisse x de ce point et paralléle 3 Ov ;
b. Une résistance opposée au motivement de P patr le milieu et propor-



tionnelle 3 Ia vitesse V de P. L'expression de cette résistance est — a?/’, olt
2 est un coefficient fonction uniquement de la position M de P.

Dans une certaine expérience on constate que P décrit un arc y de T,
Vinstant ¢ de passage en chaque point M (#, ) s’exprimant avec une origine
et une unité convenables pour ¢, par : = — ylog |2].

3 r 0 > ~ -
Déterminer les éléments inconnus o et F. (Il pourra étre commode de
d ;
noter que le produit tgj; est une fonction rationnelle de ¥ et ¥).

Nora. — La résolution des 3° et 4° n’est pas nécessaire pour aborder la
fin du probleme.

Epreuve pratique,

Les données, exprimées en centimétres, sont rapportées i un systéme
d’axes rectangulaires Ox, Oy, Oz L’axe Oy est paralléle au petit axe de
la feuille & 16 du bord inférieur ; il est orienté vers la droite ; le plan Oy
est le plan horizontal de projection ; le plan ¥Oz est le plan frontal de pro-
jection ; le plan #Olz est de profil suivant la paralléle au grand axe de la
feuille & 15 du bord gauche ; Ox est orienté positivement vers le bas et
Oz vers le haut.

Un céne (S) a pour base, dans le plan de front ¥ =3, le cercle (C) de
rayon 5 et de centre A (# =5 ; y=—4 ; 2=13).

Une génératrice du cone est de bout et son sommet S est tel que la droite
AS ait pour paramétres directeurs (1, — 1, — 1), la cote de S étant infé-
rieure 2 la cote de A.

Un cylindre parabolique (Q), dont les génératrices sont paralléles 3 AS.
a peur base, dans le plan de front x = 3, la parabole de foyer A et de som-
met B(xr=135; v=6,5; 2=13).

1° Déterminer les projections horizontale et frontale de Iintersection (L)
de (S) et de (Q). Point courant et tangente en ce point. Eléments remar-
quables.

2° Représenter le solide commun au céne et au cylindre, pleins et de la
méme substance, en limitant ce solide aux portions qui satisfont aux inéga-
litds : s < v < 12

3° Rédiger une notice sommaire sur la partie droite de la feuille (et non
au verso) dans laquelle on expliguera les particularités géométriques de
I'épure. On pourra mettre quelques lettres sur le dessin pour faciliter les
explications.
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Premiére composition (Epreuve comimune).

Nota. — Les parties 1, 11, 111 et, dans la partie 111, les questions a et b,
peuvend étre traitées indépendamment les unes des auires.

On donne deux axes rectangulaires Ox, Oy, un point A sur O (O_‘-A.=a),
et un point B sur Oy (6I§ =1b).

I. — On suppose d'abord que A et B varient de fagon que la différence
o — b =X reste constante et positive. On pose ¢ == b tg ¢£. Le cercle de cen-
tre B, de rayon K, coupe la droite AB en C et C’.

a. Mpntrer que la fonction y:—t————K cos¢ donne, en faisant

tgt—1

vatier # de 0 & 2w, 4 la fois les variations des ordomnées de C et de C"
Etudier ces variations eti tracer la courbe représentative.

5. Calculer I'aire comprise entre -O¢ et I'arc de cette courbe correspon-

1
dant 3 - <t < 7.
2

c. On a défini, au début de cette premiére partie, une famille de droites
AB dépendant du seul paramétre . Soit (I') le cercle de rayon K centré sur
Oy en un point variable d’ordonnée Kx. Discuter, suivant leg valeurs de A,
le nombre de points C ou C’ réels appartenant i des droites AB de la famille
et situés sur (I'). On pourra prendre pour (T') la représentation paramétri-
que : #=Ksin0 y=K( | cosb).

II. — Montrer, de préférence géométriquement, que lorsque A et B
varient de fagon que reste constante, soit la somme @ - & =, soit la dif-
férence a — b =K, la médiatrice de AB passe par un point fixe, © ou o',
que Ton construira dans chaque cas. Quel est alors le lien du milieu de AB ?

III. — On suppose enfin A et B fixes (a>b>>0). Soient (U) un cercle
centré en U sur Ox et passant par A et (V) un cercle centré en V sur Oy
et passant par B.

a. Un cercle (U) étant donné, construire les cercles (V1) et (V2) qui lui
sont tangents, Lieux des points de contact M1 et M2 de (U) avec (V1) et
(V2), quand (U) varie. Montrer que le cercle de centre W, passant par
B, My et Mz est orthogonal aux trois cercles (U), (V1), (V2), et que le
produit OU.HW reste constant, si H est le point de coordonnées (a, b).

b. Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que (U) et (V)
soient tangents est que : OU OV L fUV=0A } OB, ¢ et ¢
pouvant prendre les valeurs (4 1) ou (— 1).

En dédvire qu'un des cercles tangents aux trois cotés du triangle OUV
a um rayon constant ; et que par suite la droite UV reste tangente d 1'un ou



Pautre de deux cercles (Q) et (Q') centrés respectivement en et o’ et tan-
gents aux deux axes, chacun de ces cercles correspondant 4 un signe déter-
miné de s.

Deuxiéme composition (Option).

Soient deux axes rectangulaires O, Oy, et le cercle {C) dont un diamé-
tre OA est porté par: Ow, OA =a>o0.

Etant donné un point M quelconque du plan, la perpendiculaire menée en
O 4 OM rencontre (C) en P, autre que O ; on fait correspondre au point M
le point M1 ou la perpendiculaire menée en P & PM coupe la droite OM.
Quand M. décrit un arc de courbe (), M1 décrit un arc de courbe (w1).

1° Soient ¢ == OM et g1 = OM]; les rayons vecteurs de M et My mesurés
sur le méme axe Ou tel que : (Ox, Ou) =6. Trouver la relation entre
¢, e1 et 0. On désigne par V et V les angles que font avec Ou les tangentes
en M et M1 aux arcs (u) et (w1). Démontrer la formule :

(1) cotg V -+ cotg V1 =2 cotg 6.

Pour quelles positions du point M sur la courbe (u) le point M1 se trou-
ve-t-il en O'? Quelle est alors la tangente & (u1) en O ? Le point M étant
donné sur Oy, ainsi que la tangente en ce point & (w), construire My et
la tangente en My & (u1).

2° Soit (v) le cercle de diamétre MM, Quels lieux doivent décrire M
et My, pour que le cercle (v) soit constamment tangent au cercle (C). Quel
est, dans ces conditions, le Jieu du milien de MM ?

3° En utilisant la relation (1) trouver les lieux que doivent décrire M et
Mi pour que les tangentes & ces lieux, en deux points correspondants M et
M, soient perpendiculaires.

4° Trouver le lieu de M1 quand M décrit un cercle orthogonal en O au
cercle (C). Trouver, de préférence géométriquement, lenveloppe de la
droite PM, le lieu du milieu I de PM, et I'enveloppe de la droite My 1.

5° Construire le liewt (w1) du point M1 quand M décrit le cercle (w) pas-
sant par O et centré au point o de coordonnées polaires :

™
v=0a, d=a. o<a<-. "
2

On appelle E; le point de rencontre de (w1) avec son asymptote (A1) et
F1 le point ot la tangente & (w1) est paralléle 2 (A1). Déterminer les angles
polaires de E; et Fi ; construire (A1), E1, et Fi, connaissant le point w.



Ecole Normale Supérieure h
de I’Enseignement Technique

Section A1
Arithmétique, Algébre et Trigonométrie (4 heures).
Préambule. — Le plan est rapporté 3 deux axes rectangulaires #'Ox,
¥'Oy ; il est orienté de fagon que (_6::_, 66 = —}—72—— On rappelle que, si

deux courbes (C) et (S), du plan se coupent en un point M et admettent
chacune une tangente en ce point, on dit que (S) coupe (C) sous angle V
8i Yon a (MT, MU) =V 2 kx prés, MT et MU étant les tangentes en M i
(C) et (S), respectivement.

1, o et ¢ étant des fonctions d’'un paramétre, admettant chacune une déri-
vée du premier ordre par rapport & ce paramétre on considére le point M
ayant pour coordonnées :

{ ¥=—=1u-qgcoso,
[ ¥=  psing.

Quand le paramétre varie, M décrit une courhe (C). A chaque point M
de cette courlbe on fait correspondre le cercle (S) passant par M et ayant
pour centre le point o de coordonnées (u, 0). Quand M décrit (C) on
obtient ainsi une famille de cercles (S) associés & la courbe (C).

I. — Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour que tous les
cercles (S), associés & une courhe (C), coupent cette courbe (C) sous le
méme angle V est que les fonctions u, o, ¢ et leurs différentielles du premier
ordre du, dp, do, vérifient la relation.

{1) cos (¢ — V) du — 2 sin Vdo -~ cos Vdy — o.

Quelle est la relation qui exprime que :

a. La courbe (C) est I'enveloppe de la famille des cercles (S) ?

b. La courbe (C) est une trajectoire orthogonale de la famille des cer-
cles (S) ?

Il y aura avantage, dans la suite, & poser : o=V -} 6—7—2::.

Que devient alors la relation (1) ?

II. — On suppose, dans ce paragraphe, g==qa nombre fixe, donné et
positif.

1° Déterminer la fonction # de 6 qui définit une courbe (C) coupée sous
Tangle V donné par les cercles (S) associés.

On considére, parmi les courbes (C) répondant & la question, celle qui
passe par le point de coordonnées x=—=acosV, y=asin V. Ecrire les
équations paramétriques de cette courbe particuliére. Montrer qu'elle admet
Torigine pour centre de symétrie. Comment se transforme-t-elle quand on
change V en —\" ? On désigne par (I') la partie de cette courbe obtenue
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T

en faisant varier § de zéro 4 = et supposant o<CV < -. Construire (I') avec

(SR |

précision.

2° On désigne par R le point de remboursement de Ia courbe (I") et par
P le point oli la tangente est paralléle & Ox.

a. Quels sont les lieux de ces points quand V varie ?

b. Soit Q le point d’intersection des tangentes (") en P et R. Calculer,
en fonction de V, l'aire du triangle mixtiligne PQR formé par les deux
tangentes et la courbe (I'). Déterminer la partie principale de cette aire,

T 5 o - .
quand on prend - — V=1 pour infiniment petit principal ?
2

III. — On suppose, dans ce paragraphe, p2 = 2p 1, p étant une longueur
donnée positive.

1° Déterminer la courbe (C) a laquelle sont tangents les cercles (S) asso-
ciés. Préciser les éléments géométriques usuels de cette courbe.

2° Déterminer les courbes (C) qui sont coupées sous un angle droit par
les cercles (S) associés. On exprimera d’abord ¢ en fonction de ¢, puis les
coordonnées v, » d'un point quelconque de (C) et leurs dérivées g:, gi en
fonction de ¢ et g.

Montrer que chaque courbe (C) possdde, en général, quatre points de
rebroussement et deux points ot la tangente est paralléle 3 Oa.

Déterminer les lieux de ces points.
™

N7 -
v—l—z

pour que les courbes (C) correspondantes soient coupées sous 'angle donné
V' par les cercles (S). On ne cherchera pas 4 intégrer cette équation, mais

3" Ecrire I'équation différentielle que doivent vérifier 5 et 8= o

. . n EEAY GhY .
on en déduira les expressions des dérivées 7 et i fonction de 2, 0 et V.
a

Trouver, pour les courbes (C) répondant 3 Ia question :
@. Le licu des points de rebroussement ;

b. Le lieu des points oft la tangente est paralléle & O ;
¢. Le lieu des points ot la tangente est paralléle 3 Ox.

IV. — On a rencontré, dans I'étude des cas particuliers faite dans les
deux paragraphes précédents, une courbe qui est. a la fois. enveloppe d'une
famille de cercles (S) et lieu des points de rebroussement de la famiile de
courbes (C) coupées sous le méme angle V par les mémes cercles (ES)i8

On propose, dans ce dernier paragraphe, d'établir que cette propriété est
vraie, en général, pour toute famille de cercles (S) définis par une relation

1= f(g).
Géométrie (4 feures).

Les axes Ox et Oy sont rectangulaires. On donne le point fixe A (g,q),
@ désignant une longueur constante On considére Iz famille des cerclzs (w)
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qui sont tangents & ’axe des #, et tels que la polaire du point O par rapport
2 tout cercle (w) passe par A.

I. — 1° Trouver analytiquement le lieu du centre o du cercle (w) ; pré-
ciser les éléments géométriques de ce lieu.

2° Démontrer géométrigiement que les cercles (w) restent tangents A un
cercle fixe, et retrouver ainsi le lieu du centre w.

3° Que devient la famille des cercles (w) dans linversion de pole O et
de puissance a2 ?

1L, — On désigne par PQ le diamétre du cercle (w) qui est paralléle & Ox.
Construire les lieux des points P et Q (on pourra exprimer les coordonnées
de ces points en fonction d’un paramétre, par exemple 'abscisse A du cen-
tre o).

Montrer que, pour une méme valeur de A, les tangentes er w, P, Q 2
leurs lieux respectifs sont concourantes, et trouver le lieu de leur point de
CONCours.

IIT. — TLa droite Ow coupe le cercle (o) en R et S. Prenant O comme
pole et O comme axe polaire, former I'équation polaire du lieu des points
R et S. Construire ce lieu ; préciser les angles sous lesquels ce liew coupe
les axes de coordonnées ; placer la courbe obtenue par rapport a la cotrbe
trausformée du lieu de @ par homothétie de centre O et de rapport 2.

IV. — A chagque cercle (o). on associe Phyperbole (H) admettant le cer-
cle («w) pour cercle principal et le point O pour I'un des foyers.

1° Former I'équation polaire de toute hyperbole (H) [pdle O. axe polaire
Ox] en fonction de 'un des angles polaires & du centre w. Vérifier que les
hyperboles (H) passent par un point fixe B 4 distance finie située sur Ou.

2° On effectue une transformation par polaires réciproques en prenant
pour cercle directeur le cercle de centre O et de rayon . Que deviennent les
hyperboles (H) ?

Retrouver ainsi géométriquement le fait que toutes les hyperboles (H)
passent par un point fixe B.

3° Chaque hyperbole H coupe Ox en B et M.

Démontrer analytiquement et géométriquement que la tangente en M i
(H) passe par un point fixe.

4° Plus généralement une droite fixe A, issue de O, coupe toute hyper-
bole (H) en deux points N et N'. Montrer (analytiquement ow géométri-
quement) que les tangentes en N et N’ & (F) passent par l'un ou l'autre de
deux points fixes. Quel est le lieu de ces deux points quand A pivote autour
de O7?

5° Trouver Penveloppe de l'axe non transverse de (H) [on pourra pren-
dre comme paramétre la pente m =—tg o de la droite Ow]. Construire cette
enveloppe.

Déterminer la polaire réciproque de cette enveloppe (méme cercle direc-
teur que précédemment).

Nota. — 11 est indispensable de donner des résultats précis. Les figures
seront dessinées avec le plus grand soin, en prenant @ == 4 cm.



Section A2
Mathématiques (4 heures).

On donne une hyperbole équilatére (H) de foyers T et F’, de demi-axe
focal @ ; #'Ox est axe FF’ orienté de F’ vers It ; 'Oy est 'axe non trans-
verse,

I. — 1° Soit M un point quelconque de (H). Démontrer que

MF.MF’ == OMz2.
La réciprogue est-elle exacte ?

2° La tangente et la normale 3 (H) en un de ses points M coupent respec-
tivement Oy en I et w. Le cercle (w), de centre o et passant par F, coupe
la tangente en M 4 (H) en P et Q. Montrer que le pole J de PQ par rap-
port & () est sur Ox ; quelle est alors la polaire de I par rapport 3 (w) ?
Utilisant par exemple le deuxiéme point ¢ d’intersection de MF’ avec (o),
montrer que MP = MQ = MO..

3" Trouver, lorsque M décrit (H) les lienx des points P et Q. Quelie
propriété vient-on finalement d’établir pour usne tangente 4 (H) ?

4° Que peut-on dire du quadrilatére wPJQ ?

II. — Par Pinversion de pble O et de puissance g2, la courbe (H) se trans-
forme en une courbe non élémentaire (H"). Démontrer que si f et f* sont les
inverses respectifs de F et F’, m étant I'inverse de M de (H) on a la rela-
tion mf X mf = C* et calculer cette constante en fonction de a. En se
servant du § I, prouver que la tangente s/ & (II') en m est telle que

(Om, mt) = 2(Ox, Om) — z + k.
2

ITI. — Avec les mémes notations on considére un cercle (I') du faisceau
a pointd limites F et F’ coupant Ox en K et L [K entre O et F]. On pose
OK =). Pour quelles valeurs de A la médiatrice de OL coupe-t-elle (") ?
Dans le cas out ces deux points d’intersection existent on désigne par w I'un
d’eux. Déterminer dans Tordre que I'on voudra :

1 Le lieu des projections de T© et T’ sur la droite pK ;

2° L’enveloppe de pK ;

3° Le lieu de .

Confronter avec le § I

IV. — Trigonométrie (indépendante des questions précédentes).
. Py Py
Peut-on déterminer un point M de (H) pour que OFM = OFM ? (On
2
établira au préalable la- formule donnant sin 5aen fonction de o, et on
L ~ i ’
posera OF'M =),
Section B
Arithmétique, Algébre et Trigonométrie (4 heures),

Nora! — Les candidats respécteront scritpuleusement les donnéés nuniéri-

ques indiquées dans Pénoncé. 1ls ne s'attarderont pas & étudier la concauvité
des courbes qu'on leur demande de consiruire.
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Le plan de la figure est orienté positivement dans le sens trigonométrique.
On donne un axe #'Ow, d’origine O, dont le sens positif est celui de O
vers & et, sur cet axe, deux points A et B, d’abscisses respectives a et
—a(e>0). Par O on trace un axe #'u dont le sens positif est celui de O
. - ) == ¥R -
vers u ; soit @ la mesure en radians de l'angle (Ox, Ox). Un point M de
#'1t est défini par OM = u.

. 8 =2 :
1° Donner les expressions de MIA et de MB en fonction de a, u et «.

T .
2° On suppose & constant et compris entre zéro et -. Déterminer M pour
2

A s . ™
que MB =tgg, ¢ désignant un angle donné compris entre zéro et —. Com-
2

ment faut-il choisir o, quand « est fixé, pour que le probléme admette des
solutions ?

3" a étant toufours supposé comslant, étudier la variation du rapport

el
-~

MB quand M décrit #'u. Construire la courbe représentative par rap-

. N ﬂ 3
port a deux axes rectangulaires Ou, Oz en donnant 3 « la valeur — et & a

la valeur 4 cm. On prendra U'unité graphique de l'axe Og égale a 4cm,
Construire la tangente 4 la courbe au point ot elle coupe I'axe Oz.
4° On suppose u constant et positif et a variable dans I'intervalle (o,2m).

= I oy MA . .
Etudier la variation du rapport &= VB’ Construire la courbe représenta-

tive dans un systéme d'axes rectangulaires Ow, Oz, On prendra a =4 cm et
1 =06 cun :

! MA
5° Calculer « enf fonction de a, de u et du rapport —— =—tgo.

MB
T: . . -
© ayant une valeur fixe, comprise entre o et -, étudier la variation de «
4

quand # varie en restant positif. Construire la courbe représentative dans
e

un systéme d’axes rectangulaires Ou, Oa. On prendra a =3 cm ; @zg

et unité graphique sur Oa égale & 4 cm.

Géométrie et Géométrie descriptive (4 heures).

I. GEOMETRIE. — Les axes Ox et Oy sont rectangulaires.

On donne le cercle (O) de cenire O et de rayon 2a, et le point A (a, 0),
a étant une longueur fixe.

1° A tout point M (a0, vo) du plan, en associe la droite A, qui est 'axe
radical du cercle (O) et du cercle de diamétre AM. Montrer ‘que si- le
point M décrit une droite D (ux -} vv - w=—0), la droite Ay passe par
un point fixe dont on calculera les coordonnées.



2° Solution géométrique du 1°,

3° Soit m la projection orthogonale de A sur A,,. Calculer les coordon-
nées (#1, 1) de m en fonction de a, xo, yo. Inversement, exprimer #o et
Yo en fonction de @, #1, ¥1. Les points M et m peuvent-ils étre confondus ?

4> Montrer que la correspondance entre M et # est une suite de trans-
formations connues ; en déduire, en particulier, le lieu de m quand M décrit
ury cercle.

II. GEOMETRIE DESCRIPTIVE. — Les données, en centimétres, sont rap-
portées a trois axes rectangulaires Ox, Oy, Os : Oy ligne de terre orientée
de gauchel 3 droite suivant le petit axe de la feuille (on prendra le point O
4 3em. du bord gauche de la feuille), Ox horizontale de profil orientée vers
le bas de la feuille, Oz verticale orientée vers le haut de la feuille.

On donne les deux points :

r¥= 35 4 =10
S{ y=10 A y=10
F=="0) 2= 9

1° Un tétracdre SABC est tel que :
SA=SB=SC=g5

Ca) -~ -~
ASB=y2°; BSC=54°; CSA=—43"

Le triedre SABC est.direct et I'angle du plan #Oy et du plan SAB est
= 60° (on supposera la cote de B supérieure & celle de A).

Construire en trait fin les projections du tétraédre SABC (pas de ponc-
tuation).

2° On considére le tétraédre SA1B1Cy symétrique de SABC par rapport
2 S (S milieu de A'Ay...). Construire, en trait foft, avec ponctuation, les
projections du tétraédre aByd tel que les plans aBy, Bad, vB5 et avd coin-
<ident respectivement avec les plans ABC, A1B;C, B1CiA et C1A1B.

3" Par le point M tel que ;ﬁ =£;{; on méne le plan paralléle qux droi-
4

tes By et ad ; construire, avec ponctuation, les projections de la section du
tétracdre aByd par ce plan ; vraie grandeur de la section.

N.B. — On expliquera briévement chacune des constructions effectuées.

Section D

Mathématiques (4 heures).

On donne une droite (D) et un cercle (Q), de centre O,.de rayon R, tan-
gents entre eux au point T. Un triangle variable ABC est assujetti aux
conditions suivantes :

It est rectangle en A ;

Ses sommets B et C appartiennent 4 la droite (1))

Ses bissectrices intérieures se coupent en O.

1* On désigne par : :

M et N les points d’intersection des bissectrices BO. et CO et du cercle
<iconscrit au triangle ABC ;



B’ et C’ les points d'intersection de ces bissectrices et des cotés AC et
AB du triangle ;

O1 et O2 les centres des cercles exinscrits dans les angles Ig\ et /é du
triangle ;

P la projection orthogonale de O sur la droite B'CY,

Trouver les lieux des pointy A, M, N, 01, Os, B, C', et P,

”~
2° On pose TOB = #; (E<x<f) Evaluer, en fonction de Van-
4 2

gle x et de R, la longueur y du coté BC,

T

. ] Ry/2 )
Etudier la fonction y—=—w—— L - quand v varie de - a

(ﬁ_zx)_ﬁ
4 2

Tracer la courbe représentative en supposant R = z cm.

3" On pose BC=14a, AC=10, AB=c. Exprimer la somme b +cetle
produit be en fonction de @ et de R. Calculer b et ¢ connaissant a et R. Dis-
cuter.

Supposant R = 2, trouver les triangles ABC dont les longueurs a b oc,
des cotés sont des nombres entiers.

B ]
vt

N.B. — Les trois parties du probléme sont indépendantes.

Professorats de ’Enseignement
Technique 1951

Sectlon A1 : Sciences Industrielles
Mathématiques (4 heures).

.T. — Intégrer I'équation différentielle : y=ux (@ -+ 9'2).

On donnera les équations paramétriques de chaque courbe intégrale en
exprimant les coordonnées #, puis ¥, d'un point de cette courbe en fonction
de la pente p de la tangente 3 la courbe en ce point,

II. — Combien y a-t-il de courbes intégrales passant en un point M de
coordonnées «, B du plan ?

Partager le plan en régions suivant, d'une part, le nombre de courbes
intégrales qui peuvent passer en un de leurs points, d’autre part, les signes.
des pentes des tangentes atix courbes intégrales en ces. points.

Préciser la disposition des tangentes aux courbes intégrales sur les limiteg
des régions précédentes.

Quel est le lieu des points P on les courbes intégrales qui y-passent s’y
coupent orthogonalement et quelles sont les pentes ‘des tangentes en P ?

Quel est le lieu des points de contact des tangentes ‘paralléles a la pre-
micre ouw & la deuxiéme bissectrice ? -



I1I. — Dans 1a suite on posera %: t.

Déterminer en particulier les courbes intégrales C et C" qui passent.en A
de coordonnées x=—¢, y=2¢ (e =base des Log. népériens). C étant celle
dont la tangente en A a un coefficient angulaire positif, préciser comment
la courbe C’ se déduit de C.

Construire avec soin la courbe C ci-dessus définie et étudier toutes ses
particularités. OA recoupe C en A’. Dire quel est le coefficient angulaire de
la tangente & C en A’.

TV. — Calculer l'aire limitée par la courbe C et les axes oz, 0y, ainsi que
Faire limitée par la courbe C et 'axe oy seul.

M étant un point tendant vers O sur la courbe C, la tangente en M 3 C
coupe oy en T. Comparer les deux infiniment petits, mesures des deux aires
en lesquelles I'arc OMi partage le triangle OMT.

V. — Déterminer les centres de courbure de la courbe C aux points de C
. . 1
ou les tangentes ont pour pente : 0; —-; J1; oo,
2

Calculer la longueur de larc de la développée T' de la courbe C ayant
pour extrémités les centres de courbure aux points de C ol les tangentes
ont pour pentes I et - co,

VI. — Former Iéquation de lg tangente 4 C en un point de paramétre £,
Déterminer I'équation polaire, pole en O de la podaire L de C par rapport
a O. Montrer que le nombre de tangentes & C passant par un point donné K
est au-maximum de 3. Quel est le nombre maximum de points d'intersection,
auties que O de la podaire L et d’un cercle donné passant pay QO ?

Nora, — On rappelle que la podaire d'une courbe C par rapport a un
point O est le lieu des projections du point O sur les tangentes i la
courbe C.

Section A2 : Sciences appliquées
Mathématiques (4 heures).

1" PROBLEME. — 1° Appelons triangle T tout triangle ABC tel que la
différence des angles B et C soit égale 3 1 droit ; montrer que, dans tout.
triangle T, la hauteur issue de A est tangente au cercle circonscrit et cal-

AN
culer les angles que font les bissectrices de Pangle A avec la droite BC.

Si dans un triangle ABC, les bissectrices de Iangle z{‘i font avec la droite
BC des angles de 45°, montrer que ce triangle est un triangle T. Montrer
que, si les sommets B et C d'un triangle T. sont fixes, le lieu de A est une
hyperbole dont on précisera les éléments,

2° a. Seit, sur une hyperbole équilatére, deux points M et N fixes diamé-
tralement opposés et un point P variable. Montrer que PN et PM sont éga-
lement inclinés sur les asymptotes (ony potrra se servir des paralléles 3 ces
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droite obtenuies en joignant le centre O de P'hyperbole au milieu I de PM

et au milieu J de PN) ; en déduire que les bissectrices de l'angle M/I}N
gardent une direction fixe quand P varie.

b. Dans un triangle MNP, ot M et N sont fixes, P varie de telle sorte
que Lon ait (MN, MP) + (MN, NP) =ua. (Ces angles sont des angles de
droites 4 = prés et @ est un angle donné). Montrer que les bissectrices de
l'angle P du triangle MNP ont des directions fixes ; en déduire le lieu de P,

Nota. — Le 2° peut étre traité indépendamment du 1°.

2° ProsLEME, — Dans tout le probléme # désigne un angle compris entre o

et 27,
2 —CO0SX

cos 2x+cosx—1’

1° Etudier la variation de la fonction : (1) y=—=

Tracer sa courbe représentative (C).

2° Résoudre I'équation : (2) mcos2s - (m 1) cosa—m—2=0.

Discuter suivant les valeurs de .

Vérifier les résultats de cette discussion en utilisant la courbe (C).

3° Résoudre Péquation : (3) acos2y 4 4bcosr—a—4=0.

Discussion. — a et b désignant respectivement l'abscisse et l'ordonnée
d’un point M d’un plan rapporté & deux axes rectangulaires, indiquer, sui-
vant la position de M dans ce plan, le nombre d'arcs compris entre 0 et 2%
satisfaisant 4 I'équation (3).

Montrer que Péquation (2) est un cas particulier de I’équation (3) et
retrouver graphiquement les résultats de la discussion de I'équation (2).

N. B. — On rappelle que I'équation du cercle de rayon R et dont le cen-
tre I a pour coordonnées xovo est : (¥ — x0)2 4 (y —y0)2 =R2

Section B : Dessin et Mécanique
Mathématiques (4 heures).

FEtant donnés une droite D et un point P, tel que AP = 3a (& positif),
on considére les lieux T'y des points M du plan, situés par rapport & (D),
du méme coté que P et tels que les distances MII et MP, 2 la droite (D)
et au point P soient lides par la relation MH .MP2=K (K constante).

1. — 1° Former, relativement au systéme de coordonnées polaires de
pole P et d'axe polaire P, I'équation f(r,0) =o d'une courbe I'y. En
déduire qu'il existe en général, trois points M, M, M”, de T’y sur un axe

Pz et trouver une relation simple entre PM, PM’ et PM”

2° Déduire de cette relation, le lien géométrique du point Q conjugué
harmonique de P par rapport i deux points M et M’, et montrer que le lien
de Q est une courbe IV, qui peut &tre définie d’'une maniére analogue 4 I'g,
Placer la droite (D') correspondante, et donner la valeur de la constante.

3° Former l'équation différentielle ¢(7,7’,0) =0 des courbes Ty et inté-
2

grer I'équation des trajectoires orthogonales de cette famille o(r, —7, 0)=o0.



I1. — 1” Etudier selon les valeurs de K, le nombre de points réels de T'
situés sur 'axe 2.
2° On considére la courbe T' pour laquelle K = 4a®, et le point O tel que

AQ =a. Former I'équation cartésienne de I’ relativement aux axes OX et
OY, puis son équation polaire dans le systéme de pdle O et d'axe polaire
OX. Coordonnées (g, o).

3° Construire la courbe T

4° En interprétant géométriquement I'équation polaire, donner de T une
génération a partir d'un cercle et d'une droite. En déduire la construction
des tangentes au point O et la valeur de leur angle.

MI. — 1° Déterminer les points de I' pour lesquels la tangente est paral-
léle 4 I'axe polaire OX.

2° Calculer les valeurs du rayon de courbure, au sommet S et au point O
(points ot la courbe rencontre I'axe Ox). Placer les centres de courbure
correspondants,

3° Calculer laire de la boucle de la courbe, ainsi que I'aire comprise entre
cette courbe et son asymptote.

4° On fait tourner I' autour de OX. Calculer le volume engendré par la
boucle.

Les paragraphes I1 et III peuvent étre traités indépendamment du para-
graphe I.

Géométrie descriptive (4 heures).

CONE ET PARABOLOIDE. — I. Un réflecteur, en forme de paraboloide de
révolution, a pour axe la droite FB, de front, passant par le point F
(#=2=100, y =090) et inclinée 3 60° sur le plan horizontal,

La méridienne est une parabole de foyer F, de paramétre zp = 100 et
dont la concavité est tournée vers le bas. Il est limité par un plan #'u per-
pendiculaire 3 T'axe FB, situé a go de F.

Ce réflecteur est attaché au plafond, 4 la cote 165, par un suppcrt en
forme de tronc de cone de révolution, dont 'axe vertical, passe par F et
dont la base supérieure a pour diamétre 44. La génératrice de contour
apparent la plus & gauche est tangente 3 une parabole méridienne du réflec-
teur.

On demande : 1° De tracer le contour apparent du solide formé par le
réflecteur et son support ; 2° De déterminer l'intersection des deux surfaces.

IT. — Le faisceau lumineux issu de F, se compose de deux parties :

a. Un faisceau de rayons directs issus de F ;

b. Un faisceau de rayons réfléchis.

Construire le contour de I'aire du plan horizontal de projection, et le
contour de laire du plan frontal de projection, éclairées par ces deux fais-
ceaux.

En supposant opaques les plans de projection ainsi que le réflecteur, on
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indiquera, en les couvrant de hachures fines et espacées, les aires éclairées
qui sont vues sur 1’épure.

ITI. — En supposant la surface du projecteur et celle du, support consti-
tuées par des toles de 5/10, schématiser par un croquis a main levée, le ou
les moyens d'assembler ces deux surfaces.

IV. — Exposer bri¢vement, dans un mémoire, la méthode suivie pour
réaliser les constructions demandées,

N.B. — Feuille de 297<420. Cadre de 287 410.
Les courbes admettant un axe de symétrie, pourront n’étre représentées
que par une moitié,

* N.D.L.R. — L’énoncé était complété par une figure facilitant la mise en
place des données dans ie cadre.

Mécanique (4 heures).

1*" PROBLEME. — Soit une barre de torsion, de diamétre d, de lon-
gueur 3/, située dans un plan horizontal. L'extrémité A est fixée dans un
support et ne peut par conséquent pas tourner, le tourillon B est mobile
librement sans frottement dans un palier situé trés prés de lextrémité B
(fig. 1). De ce fait Ia flexion est négligeable pour la barre AB que on peut
donc considérer comme une barre simplement tordue sur la longueur 3/

Dans Vextrémité B est encastrée une barre de section rectangulaire BCD
perpendiculaire & AB, de hauteur #, de largeur b et de longueur 3l. En
T'absence de toute charge I'encastrement est horizontal et on négligera dans
ce qui suit le diamétre du tourillon B devant 1a longueur BD =3/

Le fer plat BCD pése p kgf par métre. On suspend en C (BC = 2l) une
charge P et on désigne par E et G les modules d’élasticité longitudinal et
transversal du métal (barre de torsion et fer plat).

I™ question. — Calculer, dans I'hypothése de déformations petites, l'abais-
sement de l'extrémité D (calcul littéral).

2° question. —. A Taide d’un support que I'on vient placer sous lextré-
mité D, on raméne cette extrémité (la charge P étant maintenue) au niveau
de A et B. Calculer la réaction du support placé sous D (calcul littéral),

3° question. — Déterminer la valeur numérique des deux quantités pré-
cédentes dans le cas ot :
l=200 mm., d = 10 mm., h=6 mm., b= 21 mm.
E = 20.000 kgf/mm?, G = 8.000kgf/mm2, P = 2kgf
p =1 kgf par métre.

2° PROBLEME. — On étudie un dispositif expérimental (fig. 2) formé
d'un arbre vertical ZZ' qui peut étre, soit maintenu fixe, soit entrainé en
rotation par un moteur. (Les paliers et butée supportant l'arbre ainsi que
le moteur ne sont pas représentés),

‘A la partie supérieure, un plateau coulisse librement sur l'arbre (frotte-
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ment négligé) et une clavette rend solidaire en rotation le plateau et l'arbre.
Sur le plateau on peut placer des charges annulaires variables et on désigne
par @ le poids total de ces masses annulaires et du plateau.

Une tige AB peut osciller (frottement négligé) autour de l'axe vox” per-
pendiculaire & ZZ'. La tige homogéne, cylindrique, a des dimensions trans-
versales négligées. On donne pour cette tige : masse : m, AB=—4q,
OA =a.

Le contact entre extrémité arrondie A de la tige et le plateau est carac-
térisé par un frottement non négligeable et connu : coefficient f=tg o

1" question. — Le moteur étant arrété (aucune rotation du systéme) on
place les charges de fagon 3 avoir un angle o« = ao donné.

@) Déterminer entre quelles limites peut varier Q pour avoir I'équilibre
strict (pour cet angle wo) et, en particulier, donner la charge Q 3 appliquer,
en fonction de ao, pour avoir Péquilibre strict 4 la descente du platean, &
partir de la position définie par «o.

b} Montrer qu’il peut y avoir arc-boutement, c’est-i-dire que, quel que
soit Q, le mouvement de descente du plateau est impossible pour des valeurs
de o d déterminer.

¢) Montrer que P'équilibre strict 3 la montée du plateau est stable tandis
que I'équilibre A la descente est instable.

2° question. — Le systéme tourne 3 la vitesse constante .

a) Déterminer le systéme des forces d'inertie d’entrainement de la tige AB,

b). Déterminer en fonction de @ et o la valeur de Q correspondant, 4
partir d’une position donnée, 3 I'équilibre strict & la montée du plateau.

3* gquestion. — L’ensemble plateau masses annulaires ayant un poids
donné Q1 on diminue progressivement la vitesse jusqu'a ce que l'angle «
soit égal 3 60°. Soit wy la vitesse correspondant i Péquilibre strict & la
montée du plateau A partir de & = 60°,

On diminue ensuite © jusqu'd ce que a = 30°. Soit w2 la vitesse corres-
pondant i Péquilibre strict & la montée du plateau a partir de @ =30° (Q
valant toujours Q).

On pourra supposer que le passage de w1 & ws est suffisamment lent pour
admettre que l'on a utie succession d’états d’équilibre, et’on prendra f = 0,4,
Q1 =mg/3.

Calculer les vitesses w1 et wz et le travail fourni par le moteur d’entrai-
nement (on rappelle que tous les frottements sont négligés, sauf celui entre
tige et plateau, et on désignera par des lettres les caractéristiques du sys-
téme qui sembleraient nécessaires et non calculables en fonction des données
précédentes).

SGC“OI) Comn)erce

Mathématiques financidres (4 heures).

1*" PrOBLEME. — Une société a emprunté le 1" janvier 1945 une somme
de 10.000.000 francs, remboursable du 1 janvier 1951 au I1*" juillet 1970
par quarante semestrialités décroissantes en progression arithmétique, Ia
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derniere semestrialité étant égale au double de la premiére. Le tatix annuel
d’intérét de 'emprunt est de 4 %.
Calculer le montant de la premiére ef de la deuxiéme semestrialité,

2' PROBLEME. — On désigne par # le taux de rendement d’'un emprunt-
obligations, par 7 le taux nominal d’intérét ; par C la valeur nominale d’une
obligation (égale & sa vaieur de remboursement), par E, sa valeur moyenne
# périodes avant le terme final de 'emprunt.

L'emprunt est amortissable par annuités comstantes ; ses coupons sont
annuels,

1° Calculer la valeur de la nue-propriété unitaire Q,, et de Pusufruit uni-
taire P, en fonction de E,, C, #, i. Etablir le rapport k, (#, 7) de la nue-
propriété unitaire 4 usufruit unitaire, en fonction de #, 4, n.

2° Montrer que I'on peut calculer # au moyen de la formule ¢

Ci+(C— Ex) bn (.,7)
(1) = £,
En _

Comment se décompose d’aprés cette formile (1), le reveriu de Uobliga-
tion ?

3° On peut, 4 Yaide de la formule (1), calculer # en remplagant successi-
vement h, (4, 7) par des valeurs (dépendant évidemment de #) de plus en
plus approchées. Les tables d’Izarn donnent d’ailleurs pour diverses valeurs
de 7, de #, de , les valeurs correspondantes de 4, (#, ). En voici un exem-
ple :

TAUX ¢ =0,04.
PERIODES
¥ = 0,06 x = 0,005 x ==0,07
20 00681861 | 00671081 | 0,0660705
..................... Bra il B | sl SR R b

Application numérique. — Une persontie achéte au prix de 8.000 franes
upe obligation de 10.000 francs, 4 %, amortissable au plus dans vingt ans
par annuités constantes (coupons et amortissements annuels). Calculer le
taux approximatif donné par la formule (1) lorsquon remplace hy, (%, £)

par -I—).
n

Le Gérant : L. PARAZINES,

Cahors. Imp. A. Coueslant (personnel intéressé), 81.882 — 1951
C.O.AL. 31.2330. — Dépét légal : 1lI-1g51



d

EDITIONS _MAGNRRD
L

122, Bouiev. St-Germain PARIS (67)

COURS COMPLET
DE. MATHEMATIQUES

Collection DESBATS

., dAncien éléve de ’Ecole Normale Supérieure
Agrégé des Mathématiques, Professeur au Lycée Saini-Louis

@ Des ouvrages simples et clairs.
‘@ Une typographie aérée.
@ Des figures qui facilitent la compréhension, en particulier les figures de l'espace
qui donnent l'impression du relief,
Classe de Mafhématiques : MECANIQUE — ALGEBRE = ]
QEOMETRIE DESCRIPTIVE et GEOMETRIE COTEE
Classe de Philosophie : ALGEBRE et TRIGONOMETRIE

Collection FOULON

Ancien éléve de I'Ecole Normale Supérieure
Professeur agrégé des Mathématiques

Classe de Mathématiques : ARITHMETIQUE — TRIGONOMETRIE
PROBLEMES DE GEOMETRIE

SPECIMENS OFFERTS SUR DEMANDE

LIBRAIRIE CLASSIQUE EUGENE BELIN

8, Rue Férou, PARIS-VI-
LA CLASSE DE MATHEMATIQUES

M. MONGE et M. GUINCHAN

Ancien éléve de I'Ecole Normale Supérieure Licencié és-Sciences
Professeur an Lycée Michelet Professeur de Cours Complémentaire

NOUVEAUTE :

ARITHMETIQUE, ALGEBRE, GEOMETRIE
CLASSE DE QUATRIEME
Enseignement long-Un volume (163<21,5}, de 336 p., cartonné..... Sous presse

Enseignement court-Un volume (16X21,5), de 360 p., cartonné. ... Sous presse
Cours Complémentaire-Un vol. (16)<21,5), de 392 p., cartonné.. Sous presse

PRECEDEMMENT PARUS :

CLASSE DE SIXIEME-Un volume (16><21,5) de 184 p., cartonné.. 270 »
CLASSE DE CINQUIEME-

Enseignement long-Un volume (163<z1,5), de 236 p., cartonné.... 300 »
Enseignement court-Un volume (16)<z1,5), de 280 p., cartonné... 350 »




Roland MAILLARD et Albert MILLET

Professeur de Mathématiques spéciales Professeur agrégé .
ow Lycée Charlemagne. au Lycée |anson-de-Sailly
9é d'un cours ef & I'Ecole Normale Supérieurs
& I'Ecole Normale Supérieure de I'Enseignement Technique

COURS DE MATHEMATIQUES

V.4

Enseignement duv Second Degré
EN VENTE :

Classe de Sixisme classique et Moderne
Mathématiques. Un vol. in-16, broché
Ou carfonné, de 192 p,, avec 900exercices
et problemes, un complément de dessin
géométrique etde dessin décoratif, ef des
planches hors texte en couleurs.

Classe de Troisiéme et Brevet d'études ,
Mathématiques. Un vol. in-16, broché, ‘llm mmade

de 304 pages, avec 1185 exercices et

problémes, H
Classe de Seconde classique A et B emcace

Mathématiques. Un vol. in-8, broché de
320 p., avec 714 exercices et problémes,

Classe de Seconde classique C et Moderne
Algebre. Un vol. in-8, broché, de 256 p., Une culture

avec 633 exercices et problémes,

Géométrie. Un vol. in-8, broché, de « g

440 p., avec 724 exercices ef problémes, matﬁelnauq‘w
Classe de Premitre classique C et Moderne

Algébre et Trigonométrie. Un vol,

in-8, broché, de 288 p., avec 634 exer-

cices et problémes.

Géométrie. Un vol, in-8, broché, de
336 p., avec 528 exercices et problémes.

Classe de Mathématiques
Aigébre. Un vol.in-8, broché, de368 p., A PARAITRE :
avec 890 exercices et problémes.

Classe de Cinguidme

Mathémaiiqu'es ........ (Juillet 19571)
Classe de Quatriéme
une Mathématiques. .. ..... (Sept. 1951)
Classe de Premiere classique A et B
Mathématiques. ... . ... (Sept. 1951)
neuvelle Classe de Mathématiques
5 Géométrie.........,.. (Juin 1951)
vesentation Livre du Maitre de Sixieme
p (Corrigés)............. (Avril 1951)

tgpp = Livre du Maitre de Troisibme
agraphique (e Taio KB

HACHETTE




LAROUSSE

13, rue Montparnasse — PARIS-VI*

Nouvelle édition mise a jour

LA SCIENCE

SES PROGRES, SES APPLICATIONS

en deux volumes
format grand in-4° : 25x32 cm., 2.360 héliogra-

vures, 12 planches hors texte, reliure artistique.

UN TABLEAU D’ENSEMBLE DE LA SCIENCE
mathématique et physico-chimique depuis ses
origines jusqu'aux découvertes et applications

les plus récentes.

[ o ris e R ]

RADIO-RADAR-TELEVISION

par MARCEL BOLL

Un fort volume de 430 pages, 240 gravures et
un index, couverture cartonnée en couleurs,
format 13,5x 20 cm.
ﬂ

3 _ . A d CHEZ TOUS LES
enseignements sur demande: , IB RAIRES




Couverture page III

J.-B. BAILLIERE ET FILS, EDITEURS, 19, RUE HAUTEFEUILLE, PARIS-6°

COURS DE MATHEMATIQUES GENERALES

A l'usage des candidats & la licence &s sciences mathématiques ou physiques
et des éléves des écoles d'ingénieurs

par Robert DELTHEIL

Recteur honoraire de I'Académie de Toulouse
Professeur & la Faculté des Sciences de Toulouse

TOME 1: Compléments d Algébre et ds -Trigonométrie. Premiéres notions de
Géométrie analytique. ciéments de Calcul différentiel.
Un vol. in-4 couronne (23,5 x 18,5) de 383 p., avec 161 fig. 2.000 fr.

TOME 1 : Eléments de calcul intégral. Applications géométriques de 'analyse.
Un vol. in-4 couronne (23,5 x 18,5) de 400 p., avec 200 fig. 2.000 fr.

PROBLENES DE MATHEMATIQUES GENERALES

A l'usage des candidais & la licence &s sciences mathématiques ou physiques
et des éléves ces écoles d'ingénieurs

par Robert DELTHEIL

Solutions des 567 exercicos ot problémes proposés dans les tomes | et 1]
du COURS DE MATHEMATIQUE> GENERALES du m ime autgur

Deux volumes in-4 couronne (18,5 x 23,5).
TOME 1 : Solutions des problémes 1 2292 ... 5 . uoooo e o v, 1.5C0 fr.

GEOMEBTRII

Classe de mathématiques élémentaires

GEOMETRIE (Transformations coniques)
par R. DELTHEIL et D. ¢ AIRE
4¢ Edition. Un volume de 303 pages avec 252 figu s.. ......... 600 fr,

Préparation aux grandes écoles

COMPLEMENTS DE C OMETRIE
par Robert DELTHEIL et niel CAIRE
Un volume 16 x 25 de 456 pages avec 180 IFOS. . vaveerenn. 2.000 fr.

GEOMETRIE DESCRIPTIVEe EOMETRIE COTEE
par R. FEF U




Couverture page 1V

EDITIONS F.L.

10, rue Saint-8éverin -- PARIS-5°
S.A.R.L. au capital de 100.000 fr.
R.C. Seine : 355.332 B S G.C.P. : 631,304 Paris
Ligne téléphonique : ODEon 56-70

Nous avons voulu, pour la collection de livres classiques doni nous vous
présentons la liste ci-dessous, procurer aux Maiires et a leurs Eléves, sous
la signature d’excellents Professeurs de Lycées, des ouvrages qui, louf en
étant précis, complets, rédiges et mis a jour dans l'esprif des programines
acluels, contiennent

de NOMBREUX PROBLEMES et EXERCICES CORRIGES

MATHEMATIQUES
COURS AVEC EXERCICES ET-PROBLEMES CORRIGES
Classe de Premieére (C et M).
I. = ALGEBRE ET TRIGONOMETRIE (nouvelle édition, revue el
corrigée). : 7
P. EVRARD, Professeur agrégé des lycées de Paris.
Programme du 18 avril 1947,

224 pages, 117 figures, 250 grammes.........cccoaveeioen 260 fr.
Il. = GEOMETRIE DANS L’ESPACE.

P. EVRARD.

Programme du 18 avril 1947.

160 pages, 223 figures, 150 grammes.....c.cooiverzininee 260 fr.

Librairie DELAGRAVE, 15, rue Soufflot, PARIS-V*

Collection BRACHET-DUMARQUE

avec la collaboration de P. COUDERC pour la Cosmographie

Vient de paraitre :

ALGEBRE, classes de 2¢ et 1I*® A et B.
COSMOGRAPHIE, Classe de Mathématiques.
COSMOGRAPHIE, classe de Sciences expérimentales.

1. Algébre-Trigonoméirie. Classe de
MATHEMATIQUES H. Cosmographze. Philo-lettres.
Eléments ' ARITH-ALGEBRE, classes de 5°, 4¢, 3. SOLUTIONS.
Eléments de GEOMETRIE, classes de 5, 4%, 3¢ SOLUTIONS.

PETITES TABLES TRIGONOMETRIQUES NATURELLES.

{Dépliant & trois volets, sur papier fort).
Modéle commode pour Cours et Examens (Bacc, B.E.P.C.). Mathématiques et Physigue.

Sous presse :

AIDE-MEMOIRE DE MATHEMATIQUES. classes de Premiére.

Tout le cours condensé dans un cahier illusiré de 20 pages.




