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Sur une somme remarquable de fractions

THEOREME. — i élant un entier quelconque et p, p deux entiers pre-
wmiers entre eux inférieurs ou égaux & wm et tels que p+p > m. Ona:
y I I
<z p.P 2

la sommes étani étendue & tous les couples (p, p’) satisfaisont aux conditions
précédentes.

Dans tout ce qui suit p, p” désigneront toujours deux nombres premiers

I ’ ’
entre eux. Posons : Sm:E s avec : pSm pSmet p+p >m

On a alors: Sm+1 :Ej:[—p avec: p<mt-1 pm+-1 et p-p >m—1.
Cela étant, je vais démontrer qtie Pon a : Sm = Sm+1.
Remarquons que Pon passe dé Sm a4 Sm-+: de la fagon suivante :

-
1° en retranchant de S, la somme : ¢ = V —avecpt+p=m-+1;

: . . 1 . .
2° en ajoutant & S;; la somme : ¢’ = ,p—p, avec p' =m |+ I, p étant

alors Tun quelconque des ¢, 4., nombres premiers & m ~- 1 et inférieurs
3wt 1 '

Je vais montrer que 'on a s==¢" et, par suite, que I'on a bien Sm+1==Sm.

Calcul de 6 : La relation p 4 p' = m -}~ 1 entraine, p et p’ étant premiers
entre eux, que ces nombres sont tous deux premiers 3 s -} I. Réciproque-
ment, si p est premier & m - I et inférieur i m - I, son complément 3
w1 soit : p'=m -+ 1 —p est lui-méme premier & m - 1. I1 en résulte
que Tensemble des nombres p, ' premiers entre eux et tels que p—-p'=m-+1
est identique a l'ensemble des ¢,, 4 ; nombres premiers a m~+ 1 et infé-
rieurs & m -} I, et que Ces ¢, 4, nombres peuvent étre répartis en :

I
- 9m+ groupes de deux nombres, tels que la somme des nombres de
= .

chaque groupe soit égale & w1 ; soit (pop'0)... (prp's) ces différents
groupes, On a alors :
i=h i=h i=h Ci=h
B S m S Sl
pi.pi ddm 1 pipi mi1ded pipi mfiamed\pi | p
1=0 t=0 c1=0

Calcul de 6" : D’aprés la définition méme de ¢’ on a :

? I I - s a 2 2
6 — ‘2} - la somme étant étendue a tous les nombres premiers a
m -1 P
i=h
I I 1
m—+ 1 et inférieurs 3 m--7. Onadonc: 6 =—=— S‘ <— —,>
o - m 1 el \ pi + Pl

i=o,
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Et, par suite, s =14’, donc : Si+1 = Sm.

Or, pour m=—3 ona: S;= : . iyl 1:_1.
g 1><3+z><3 3—i’_6, 2
Donc, quel que soit # on a bien :
: <m
Sm= y —= DT p.p premier entre eux avec : E\—p + " >m,
d pp 2 P,< m
1
Remargue : La plus petite des fractions ——[— est évidemment et
PP m (m—1)
1
la plus grande : —,
m
N. B. — Ce théoréme, et une démonstration différente de la précédente,

ont été donnés par M. Emile Borer dans un compte rendu de I’Académie

des Sciences en 1948,
A, CoMmBEs,

Professeur au Lycée Pasteur.
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