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1° a et b sont deux nombres consécutifs, b=ga -4 1,
comparaison de @ @+ et de (¢ 1)"

2° g et b sont deux nombres quelconques, ¢ < b,
raisonnement par récurrence de b a (b - 1).

I. Comparaison de a®+) ¢i de (a -+ 1)*. — Développons (a -+ 1)° sui-

vant la formule du bindéme :
(a41)2=a?+4C, . at—=)C2%. a0 . . 4 C¥ a4, . . +C2-D.a+1.
a—1
—a?ta.a® D4 a. Lal= ... .....+ a . a +1
2
(en remplagant les nombres de combinaisons par leurs valeurs).

Les deux premiers termes de ce développement sont égaux, mais 3 partir
du troisiéme les termes sont de plus en plus petits : en effet, on passe du
deuxiéme au troisiéme terme en divisant par a (a®=2 au lieu de a®=") et

e

I . . N JIR
manifestement inférieur a a. Donc le troisieme ter-

en multipliant par

me est inférieur au deuxiéme. De méme, on passe du troisiéme terme au
as 2.q e s a—2

quatriéme en divisant par a et en multipliant par —— <Ta.

3

Plus généralement on passe du p™ terme au (p -+ D)™, terme en divi-
- 145 a-— I N : o5
sant par a et en multipliant par : -71;—'_ ~ < a. Done, & partir du deuxie-

me terme, les termes sont de plas en plus petits et, par suite, chacun d'eux
est inférieur a l'un des deux premiers (a").

Tl y a (@ -}- 1) termes dont le dernier est I.

Si on associe ce I A 'un des termes de la somme autre que les deux pre-
miers. ce terne augmente de I en demeurant inférieur ou ¢égal ae* La
somme n'a pas changé, mais elle ne contient plus que « @ » termes. Cette
transformation exige qu'il ait au moins un troisiéme terme inférieur aux
deux premiers et différent de 1. Donc a 2> 3 (on retrouve ainsi le cas d'ex-
ception a =2 signalé au début).

En définitive le développement de (@} 1)* est une somme de «a » ter-
mes, dont deux sont égaux 3 a*, et tous les autres inférieurs a a". Cette som-
me est inférieure i celle de « @ » termes, égaux 3 ¢°, Cest-d-dire & :

a*.a=a " et : (a4 1)* < a®t,

I1. Démonstration par récurrence du cas général. — Supposons que
a < b entraine ¢" > b°, et montrons que & fortiori al®+> (b 4 1)

Développons (b -+ 1)* suivant la formule du binome :

a—1 .
(b 412=08"+a.bt="+4a. ba=d) L Ch e, fab=1.
2

On passe du premier au deuxiéme terme en divisant par & et en multi-
pliant par a < b. Donc le deuxiéme terme est inférieur au premier.

On passe du deuxiéme au troisiéme terme en divisant par b et en multi-
—1

< b, done le troisiénie terme est inférieur au deuxiéme,

. a
pliant par
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En général on passe du p™ terme au (p -+ 1)™ terme en divisant par b

—p+1
< b,
P

Donc les termes vont tous en décroissant, I y en a {a 4 1) dont le der-
nier est I. On peut associer ce 1 4 I'un des termes de la somme autre que le
premier. Ce terme, augmenté de I, sera encore inférieur ou égal 4 b°.

Remarque (cette transformation est possible pourvu que a=2) ; Le
développement de (b - 1)* est ainsi inférieur ou égal 4 la somme de a ter-
mes égaux 3 b".

e a
el en multipliant par

b+ 1)<a.b
Or, on a supposé b* < a".
Donc 6+ 1)* < a.a"
a®thH> (b -+ )"
On a ainsi établi par récurrence, que si ¢ < b, a® > b°,
Cette propriété des nombres entiers, généralisée aux nombres positifs

x

SN a
quelconques, conduit & démontrer que ——> quand ¥ —> » (quels que
x
soient @ > 1 et # > 0).
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