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Note sur.le théoréme de Fermat

Etudiant les diviseurs des nombres de la forme ap—a, jai été amené
incidemment & énoncer un théoréme, qui me parait inédit, et qui généralise
le théoréme de Fermat.

Je rappellerai d’abord le théoréme de Fermat en question :

TREOREME DE FERMAT : p étant un nombre premier et ¢ un nombre quel-
conque, on a la congruence :
ap —a=o0 (mod. p)
Si, de plus, ¢ n'est pas divisible par p, on a : ap—1— 1 =o (mod. p).
Cela étant, soit p et a deux entiers quelconques, g un diviseur de p—1,
on a en posant : p—1==gqd :
ap—1 — = qqd— 1 = (qd)lgt)—1__
Supposons alors que g -} 1 soit premier et que @, donc a4, ne soit pas
divisible par g-} 1 le theoreme de Fermat donne :
()71~ — 1 =0 [mod. (g+1)]
c'est-a-dire : ap—t1—1=o0 [mod. (g-41)].
Si a est divisible par ¢ 41, on a évidemment :
at —a=o [mod. (g+1}],
A condition que g + 1 soit premier, on a donc dans tous les cas :
at —a=o0 [mod. (g-}1)].

Dot le théoréme annoncé.

THEORFME : p et a étant deux entiers quelconques, si g est un diviseur
de p—1 tel que g -+ 1 soit premier, on a la congruence :

at —a=o [mod. (g-+}1)].

Si, de plus, a n'est pas divisible par g -1, on a :

at~t— 1=o |mod. (g41)].

Exemple: p =25, p—1=24,¢=1,2,3, 4, 6, 8, 12, 24, d'ot1 les valeurs
de g -~ 1 premiéres : 2, 3, 5, 7, 13. On a done :

025——(1:0 (mod. : 2.3.5.7.13) quel que soit @.

Cas particulicr : p est un nombre de Fermat, c'est-d-dire de la forme :
b= 22" —'— I,

On a alors : p— 1 ==22" et tous les diviseurs de #— 1 sont de la forme
g=2", donic ¢ -+ 1=2"-} 1, Or, on sait qu'une condition nécessaire (mais
non suffisante) pour que 2"+ I soit premier est que 2 =—2* ; les nombres
¢+ 1 qui sont premiers sont donc de la forme 22* -} r et par suite sont
eux-mémes des nombres de Fermat. Donc :

(THEOREME) : Si p est un nombre de Fermat (premier ou non) et a un
entier quelconque, le nombre af—a est divisible par tous les nombres de
Fermat premiers et inférieurs 3 p.

Comzes A,

Professeur au Lycée Pasteur.




