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Sur Péquivalence de deux lieux géométriques

Voici encore une démonstration de I'équivalence établie par MM. Po-
CHARD, DonToT et Mme AYRAULT (Bulletins n°" 119, 120, I21) :

.1° Soient un point F et une droite (D) ; H la projection de F sur (D).
Soit M un point, ni en F, ni sur (D) tel que :

MF o
m—-é‘ e=—1
K étant la projection de N sur (D).

Le cercle circonscrit au triangle MKF recoupe (D) en T et a pour dia-
métre MT. Soit [ la projection de ¥ sur MT et E sa projection sur MK.
D’aprés le théoréme de Simson les points I. E, H sont alignés. Le point
double de la similitude qui transforme M en I et K en H se trouve sur le
cercle circonscrit au triangle MIE, c'est-a-dire sur le cercle (C) de diame-
tre MF, dont le centre est le milien C de MF. et sur le cercle circonscrit au
triangle EKH, lequel passe par F car EKHF est un rectangle. Ce poing
double est donc F : par suite on a :

ME = AK 1F - MF i
IF ~ Til — IH ME
T est donc sur le cercle (O) de centre O dont les extrémités de dinmeérre
| o . S
AA" divisent FH dans le rapport ¢ (son centre () est défini par : —===0¢?),
OH

De plus on a :

OI% = 0A2==0T.0H

MEF2=MI.MT. car le triangle MFT est rectangle en F. ce qui prouve
que les droites OT et MF semt tangentes en [ et M respectivement au cercle
de diameétre FT. Leur point d'intersection est done sur la médiatrice de 1T :
c'est le point C milieu de MP : il en résulte que le cercle de diamétre MF
est tangent en I au cercle (O).

2* Réciproquement. soit {O) un cercle de centre O de’ rayon a et IY un
peint non situé sur (0), ni en O, tel que OF =¢ ; AA’ le diamétre de (O}
passant par F. Soit M un point tel que le cercle (C) de diamétre MF. de
centre ¢. milieu de MF. soit tangent en I 4 (O).

Désignons par K et H les projections respectives de' M et F sur la polaire
{D) de F par rapport a (O) : T étant le point d'intersection de MI avec (D},
le cercle de diamétre T passe par H et I. Comme on a :

0I*=0A2=0F.0H
OT est tangente en T an cercle de diamétre F1. Or ¢. milien de MF, est
sur OT et cur la médiatrice de IF, par suite CF. c'est-d-dire MF. est tan-
gente en F au cercle de diamétre FT. Il en résulie que le cercle de diamétre
MT, qui passe par K. passe également par F. La projection E de F sur
MK est donc, d'aprés le théoréme de Simson, alignée aves I et H. Comme
on i'a démontré dans 1, on a :
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