4. Rapport sur la composition de mathématiques
(classes de Premiére R, A’ et B)
au Concours général des Lycées et Colléges en 1934

Envisageons, dans un tétraédre, les 4 sommets A, B, C, I et les pieds
2, B, v. 8 des hauteurs issues respectivement de ces sommets. Le tétraddre
est défini par ses 4 sommets, lesquels peuvent étre choisis arbitrairement ;
en est-il de méme. et comment construire alors le tétraédre, si on veut le
définir par 4 points choisis parmi les sommets A, B, C. D et les pieds
2. 8. v. 8 ? La question est d'ordre élémentaire lorsque les 4 points donnés
comprennent 3 ou 2 sommets, et ces premiers cas constituent la premiére
partie du théme de la composition proposée en Premiére, au Concours
général (1). Deux autres cas en ont été exclus. I'un, celui ot aucun sommet
n'est donné, parce que sa solution ne reléve pas des éléments ; l'autre
celui oft I'on donne un sommet. A, par exemple. et les pieds B, v, 3 des
hauteurs issues des autres sommets, parce qu’il constitue un probléme clas-
sique, la détermination d'un triédre, conmaissant son sommet A, et les
projections AB. Ay, A3, de ses arétes AB. AC, AD. sur les faces opposées,
probléme analogue dans sa solution comme dans son énoncé a cet autre,
non moins classique, de géométrie plane, la construction d'un triangle dont
on connait les pieds des hauteurs. Reste un dernier cas, celui ot I'on donne
un sommet A, le pied « de lo hauteur issue de ce sommet, et les pieds
B. v de deux autres hauteurs ; dans sa généralité, le probléme, quoique du
second ordre. serait difficilement accessible & des éléves de Premiere ; mais
il se simplifie, et la simplification est d'importance, lorsque les données ont
un plan de symétrie, soit donc lorsque A et % sont dans le plan médiateur
de Bv. Clest 'étude de ce cas particulier qui forme le théme des deux

{1) Voir I'énoncé page 6 des Fascicules consacrés aux Examens ef Concoursen 134



dernicres parties de la composition, I'une demandant une solution géomé-
trique sans discussion, et l'autre une solution de calcul avec discussion.

La premicre partie constituait, dans I'esprit du Jury, un terrain d’appro-
che, facile & explorer, fait pour assouplir & la pratique des movens devant
donner la solution des deux derniéres parties. En fait, elle est la seule sur
laquelle se soient arrétés la grande majorité des concurrents, et sa seule
solution, bien ordonnée et présentée, a permis i deux d’entre eux d'étre
récompensés. Elle réclamait d'abord des qualités d'ordre ; il s'agissait de
classer Jes divers problémes qui se posent, de reconnaitre que, lorsqu'on se
donne 3 sommets et le pied d'une hauteur, deux cas se présentent, et deux
cas seulement, suivant que la hauteur est issue du quatriéme sommet
inconnu ou de l'un des 3 sommets connus ; de méme, en se donnant 2 som-
mets et 2 pieds de hauteur, trois cas, suivant que les hauteurs sont issues
tles deux sommets connus, ou des deux sommets inconnus, ou l'une d'un
sommet connu et l'autre dun sommet inconnu., C'était manquer de vues
générales, et limiter singuliérement son horizon par des notations étroites
que, par exemple, de traiter successivement trois cas, comme cela s'est.
rencontré, lorsque, A. B. C étant d'abord donnés, on leur associe I'un ou
Tautre des trois pieds a, 8, +.

L'¢tude demandait surtout une analyse précise et nette des conditions du
probléme. Toutes celles-ci se raménent, dans tous les cas, 2 trois qualités,
gui caractérisent le pied d'une hauteur, A savoir, pour =. par exeniple, que
2 est dans le plan BCD, ensuite que Az est perpendiculaire & deux des
trois droites Bz, C2, Da. Lorsque I'une de ces conditions. ainsi énoncée,
ne porte que sur un seul sommet inconnu, elle exprinie que ce sommet se
trouve dans un plan déterminé ; elle conduit & la construction du tétrae-
dre, ou a un lieu géométriqua du sommet. Lorsqu'elle ne porte que sur
des sommets connus. elle indique que. ces sommets étant d'abord arbitrai-
rement choisis, il n'en est plus de méme pour le pizd de hauteur. ce point
devant étre pris sur un certain plan ou une certaine sphére. Par exem-
ple. lorsqu'on donne A, B, v et 3. les trois conditions caractéristiques de y-
et les trois autres concernant ¢ signifient chacune qu'un sommet inconnu,
C ou D, est dans un plan déterminé, de sorte que chacun de ceux-ci se
trouve a lintersection de 3 plans : d'oti la construction du tétraédre et la
solution, unique en général. De méme. lorsque les données sont A, B,
= et ~. la donnée de v indique que D se place dans un plan, le plan ABry,
et C sur une droite, la perpendiculaire en ~ au plan précédent ; mais,
parmi les conditions caractéristiques de 2, il en est une, la perpendicularité
de Az et Ba, qui ne porte que sur les données, et qui indique ainsi que
le choix de =z, apres celui de A et B, n'est plus arbitraire, mais doit se faire
sur la sphére de diamétre AP ; les deux autres signifient que C et D se
placent dans un méme plan, perpendiculaire en 2 & A«, de sorte que C est,
en général, déterminé A lintersection d'une droite et d'un plan et que D
reste indéterminé sur une droite.

La présentation et I'application de ces diverses conditions ont été don-
nées assez correctement, mais, le plus souvent, sous une forme empirique
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ou inconsciente. Elle a conduit beaucoup de concurrents jusquaux conclu-
sions, plus ou moins completes, dans la premiére partie. Mais c'est faute
d'avoir été dirigée avec unité d'esprit et de méthode, unité que, 4 la vérité,
le Jury ne s'attendait a trouver que chez les meilleurs, que ceux qui ont
attaqué la seconde partie, en sont restés, le plus souvent, 2 une fraction
seulement des €léments donnant la solution,

La composition exigeait également la mise en action d'une autre qualité,
celle de la critique permettant de découvrir toutes les circonstances possi-
bles se présentant dans un méme phénomeéne. Ici, comme dans la plupart
des questions de géométrie de position, au cas général s'oppose toujours le
cas particulier. Tel plan, par exemple, intervient, étant défini par 3 points
A, B. v ; mais il peut arriver que les 3 points soient alignés ; d’ot un cas
particulier intéressant, celui du tétraedre ayant un diedre droit, et qui,
trop souvent, m'a pas été signalé. L'exception pouvait méme, a son tour,
avoir ses particularités ; dans le cas rappelé plus haut, de A, B, a, v don-
nés, C, avons-nous dit, se place a l'intersection d'une droite et d'un plan;
il y a donc exception, et C n'existe plus, lorsque la droite et le plan devien-
nent paralléles, soit lorsque A, B, x, ¥ sont dans un méme plan ; mais cette
conclusion, & son tour, tombe en défaut, lorsque la droite est dans le plan.
c'est-a-dire lorsque 8, %, ¥ sont alignés ; il existe alors une double infinité
de tétraédres, dans lesquels le diédre d'aréte BD est droit et fixe, D étant
arbitraire sur I'aréte de'ce diddre, et C I'étant aussi sur la perpendiculaire
en v au plan ABy ; deux copies seulement ont poussé cette discussion jus-
qu'a cette extréme particularité.

Pareilles nuances se rencontraient également dans la seconde partie, et
le texte, lui-méme. ne les avait pas prévues. En saine logique, et pour rester
dans l'esprit d'un sujet de composition, ce texte aurait dii se borner a
demander la construction du tétraédre. connaissant A 2. 3 et v, dans Thy-
pothese oit A et =« sont placés dans le plan médiateur de By. Par bienveil-
lance, dans le but de donner une indication sur la recherche, 'on deman-
dait de démontrer, pour commencer, que le tétraddre admet le méme plaa
de symétrie que les données. Mais il aurait fallu ajouter « en général »,
car cette propriété, elle aussi, comporte un cas d'exception. L'indication
gardait néanmoins son prix, et la lacune n'a arrété aucun éléve ; I'un d'eux,
celui qui s'est classé le premier, I’a bien compris, en arrivant a la symétrie
par un raisonnement régulier qui lui faisait apercevoir le cas exceptionnel.
Comme dans la premiére partie, I'analyse des conditions imposées par les
données de «, 8, v menait & la solution : la donnée de « indique d'abord
que B, C, D sont dans un plan, H, perpendiculaire en 2 & A= : laissant
ensuite de c6té ce qui concerne D, et qui est secondaire, la donnée de B.
imposant a BB d'étre perpendiculaire 3 AR et C8, exige que B soit sur la
droite A, intersection de H avec le plan perpendiculaire en B a A8, et que
Tangle @ soit droit : de méme, la donnée de v exige d'abord que C se
place sur une droite A", qui, d'aprés I'hypothése de la symétrie, est symé-
trique de A par rapport a la-trace +'xr du plan de symétrie sur H ; elle



demande ensuite que I'angle ﬁy\C soit droit. Dans ces conditions BC est
diametre d’'une sphére passant par 8 et ¥ ; son milien O est donc sur +'x ;
ses extrémités B, C étant respectivement sur A et A, cette droite forme
avec A, A’ un triangle dont +'x est a la fois bissectrice, médiane, et aussi,
par conséquent, médiatrice ; c’est la symétrie annoncée, mais a condition
toutefois que le triangle existe, ce qui n'est pas dans le cas exceptionnel
ou A et A’ sont paralléles, soit donc celui ott AB, Av sont perpendiculaires
2 r’x, ou encore By et Ay sécants.

~ Reste 4 terminer la construction du tétraédre, c'est-d-dire a placer BC,
question qui n'a été abordée dans aucune copie. La sphére de diamétre
BC devant passer par 8 et v, son centre O répond a la condition OB=0B;
dans le cas général, T étant U'intersection de A. A", le rapport (.)—-B _—:9—'(5 €s
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connu, et O se trouve & l'intersection de a4'x avec une sphére, laquelle se
réduit & un plan lorsque OB = O, soit lorsque A et A sont rectangulaires.
Dans le cas exceptionnel, la condition O8 = OB laisse B arbitraire sur A,
chacune de ses positions correspondant & un point. O, intersection de x'x
avec le médiateur de B : il ¥ a une infinité de solutions.

Ainsi, dans toute cette seconde partie, lindication de la symétrie, bien
que partiellement inexacte, était précieuse ; beaucoup de concurrents l'ont
retenie @ mais, obéissant 4 la suggestion plutdt qu'a la réflexion, leur rai-
sonnement supposait presque toujours acquises, sans démonstration, cer-
taines qualités, conséquences de cette symétrie.

Une troisiéme et derniére partie substituait & cette construction géomé-
trique une solution de calcul en demandant de déterminer le point O, sur
+’x, par son abscisse. Les deux conditions qui viennent de définir B. dans
le plan H, peuvent se traduire immé-liatement griace 3 des calculs de dis-
tances de deux points, de diagonales de rectangles ou de parallélépipedes
rectangles : elles expriment, soit 'égalité de deux longueurs, O = OB,

e
soit, 3 laide du théoréme de Pythagore. la qualité d’un angle droit, BEC

ou :’\SE. Une senle composition, classée la deuxiéme, a traité cette partie.
mais sans traiter la précédente, en ramenant correctement le probléme &
une équation du second degré, mais, sans doute faute de temps, sans
ahorder la discussion.

260 éléves ont participé au concours. Une bonue proportion, les 273
environ, a traité plus ou moins complétement la 17 partie ; la compesition
classée 3° I'a fait avec beaucoup de précision, et méme d'élégance. La pre-
miére, dont il a déja été parlé, s'est détachée nettement des autres, non
seulement par une étude plus compléte de la 2° partie, mais aussi par sa
clarté, son style sobre et rapide allant directement aux faits ; elle révéle
des qualités d'intelligence, des vues d'enzemble, I'aptitude a voir un sujet
de haut.

Les autres compositions récompensées sont celles qui. en donnant une
solution de la 17 partie, solution convenable :ans étre nécessairerent
compléte dans toutes ses particularités, ont apercu au moins une des deux



qualités essentielles, signalées tout a I'heure, conduisant i la solution de la
seconde partie.

Dans I'ensemble, le Jury a cru relever quelques progrés sur les années
précédentes, en ce qui concerne la présentation, le style, aussi bien que
T'intelligence des raisonnements.

Néanmoins, il tient 2 relever encore, dans la proportion de 1 & 3. des
compositions vraiment indignes d'un candidat au Concours général. Il
ne devrait pas étre permis de rencontrer ici des dleves affirmant que « leg
hauteurs d'un tétraédre sont concourantes », out que « la projection dun
sommet sur la face opposée coincide avec l'orthocentre de cette face ».
ou encore que « lorsque deux plans sont rectangulaires, une droite quel-
conque de l'un est perpendiculaire 3 I'autre ». Il faut noter aussi que plu-
Sieurs sont piutdt désavantagés par des connaissances qui ne leur sont pas
demandées, qui sont mal digérées ou qui les dépassent.

M est regrettable, d'autre part. que des éléves de Premiére négligent l'ortho-
graphe, que I'un, ayant le texte sous les veus, persiste a écrire « thétraé-
dre » dans toute sa composition, et qu'un autre jongle avec les régles d'ac-
cord grammatical en disant que « la haut=ur dont le pied est connue est
issu de 'un des sommets connus. »

Dans ces conditions, le Jury renouvelle un voen déja exprimé, celui que
le fait de participer au Concours général ne soit plus mentionné au carnet
scolaire de I'éléve.

L'Inspecteur Géndral, Président di J ury,
Al Tresse,
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