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Cette définition permet de démontrer en toute rigueur toutes les
propriétés classiques des irrationnels : opérations, existence des
points limites d'un ensemble, de la plus grande limite, etc.....

La seule propriété, nécessaire pour cette théorie, dont la démons-
tration est délicate est la suivante :

Théoréme : Etant donné une suite croissante a, définissant le nom-
bre ) (rationnel ou irrationnel), il existe une suite décroissante b,
définissant le méme nombre.

1° Lemme : Soit (a,) une suite croissante bornée supérieurement par

par le nombre A ; étant donné un nombre positif quelconque ¢, on
peut trouver un entier » tel que a, p — @y <& quelquesoitl'enlier
positif p.
Etant donné le nombre positif , considérons le nombre a; : ou bien
quel que soit l'entier p positif, 'on a
ap 4, — M < ¢
et le résultat est établi (m=1); ou bien cette condition n'est pas
remplie et il existe au moins un entier 7y > 1, tel que
a, — a3 > ¢
On répete le méme raisonnement & partir de a,, :ou bien le résultat
est établi pour # = 4, ou bien il existe un entier ns > n; tel que
Gpy — n, =t
et ainsi de suite.
Supposons qu'on ait pu répéter k fois ce raisonnement ; on aura
défini ainsi une succession d’entiers positifs croissants :
L<mg <...<wmn K <mn
tels que les & premiers ne vérifient pas la condition de 'énoncé et que
i = Wi = &
On déduit, de I'ensemble des % inégalités vérifices par les nombres

(7 X W Clnk.

ank é ay —I_ ke
et, comme a,,, < A par hypothése :

k<A—a;_

. . A—a
Doncle nombre des entiers ny, ns,... est fini (au plus égal a hﬁi)

Sil'on désigne par n, le plus grand d’entre eux, ce nombre répond a
la question, puisqu’il ne peut pas exister d’entier #’ > n, tel que
Ay — A, > =,

On remarque que si # est un entier tel que a,, +p— an s quel

que soit 'entier p positif, a fortior: cette méme condition est vérifiée
pour tout entier n’ >> n.
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