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Géométrie, aux qualités du triangle rectangle, au théoréme de Pythagore
surtout, au parallélisme des droites perpendiculaires 4 un méme plan, aux
expressions du volume des pyramides et troncs de prisme triangulaires, 4
la nature de l'intersection de deux sphéres ; en Algébre, aux régles du
calcul des polyndmes entiers, parmi lesquelles, particuliérement, celle du
carré d'un bindme, aux équations du 1°* degré, puis aussi, nous l'avouons,
mais ceci était destiné & I'élite, et une seule copie d’ailleurs en a fait men-
tion, 4 la régle classique du signe du trindme., Mais ce caractére mixte,
cette absence de propriétés réputées pour savantes auront sans doute
déconcerté des éléves dont le désir est de briller, qui ne reconnaissent plus
les terrains sur lesquels ils se sont exercés.

Le théme proposé (1) concernait une surface prismatique triangulaire
définie par sa section droite ABC et les cOtés g, b, ¢, de cette section, sut-
face qu'un plan variable coupe suivant un triangle POR, ce plan étant

défini par les abscisses respectives 7= AP, 1y = BQ, 5= CR de ses points
d'intersection avec les arétes. La premiére question posée était de chercher
la condition reliant «, y, lorsque R étant confondu avec C. le triangle PQR
est rectangle en ce point R. Question trés simple, et condition qui a été a
peu prés unanimement obtenue. Mais déja, en dépit de cette simplicité, que
de développements défectueux, quelle floraison de dogmatisme, d'artifices.
alors que la voie naturelle est tracée ! « On assujettit le triangle PQR 4
étre rectangle en R », disent les premiers mots du texte : on impose done
au triangle une condition, et le texte y insiste puisqu'il demande la rela-
tion qu'elle entraine entre x et y. Clest le « de yuoi s'agit-i ? » dans toute
sa force. Les premiéres lignes de la réponse devraient donc étre de tra-
duire qu'un triangle est rectangle ; les moyens n'en manquent pas ; le plus
simple, le plus naturel, est la relation de Pythagore ; on aurait pu en choi-
sir d'autres parmi les relations métriques concernant le triangle rectangle,
écrire que I'hypoténuse PQ est double de la médiane correspondante
¢'eat été maladroit, fantaisiste, mais logique ; tous ces moyens mettaient
en évidence le caractére nécessaire et suffisant, qui a été trop souvent
négligé, de la condition demandée. Ce point de départ imposait ensuite le
calcul, trés facile, des cotés de PQR en fonction de a, b, ¢, . v, et la
condition était ainsi formée. Cétait la marche directe et siire, ot tout était
dit. Au lieu de cela, nos éléves écrivent de suite des relations exactes, tel-

les que PQ2? = b2 - 42, sans donner les raisons qui les font intervenir ;
ils en tirent d’ingénieuses combinaisons, ils ajoutent leurs relations, et sont
satisfaits d‘arriver, comme par une heureuse surprise. & la relation deman-
. 2 —a?— b2 :
déengyi— ——————
g 2

« Que devient cette relation lorsque l'angle ACB est droit? ». La
réponse est immédiate, brutale ; c'est xy =0, P se confondant avec A ou
Q avec B. Beaucoup s'en contentent, quand ils ne disent pas séchement

{1) Voir Vénoncé page 5 des Fascicules consacrés aux Examens et Concours
de 1932.
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que & ou ¥ est nul, parfois qu'ils le sont tous deux. Bien peu reconnaissent
qu'ils retrouvent ici la proposition classique sur la projection de l'angle
droit ; certains le sentent et croient devoir, parfois péniblement ou incor-
rectement, en répéter la démonstration qu’ils ont apprise. Ils ne poussent
pas plus loin leur curiosité. Trop rares sont ceux qui s'arrétent au caractére
algébrique des grandeurs x, v, qui constatent que xy est positif on négatif
suivant que l'angle ACB est obtus ou aigu, que PQ coupe AB entre A et B
dans le premier cas, au-deld dans le second. Ce caractére algébrique échappe

d'ailleurs dés le caleul donnmant PQ? = c2 (# —2)2; la formule de
Chasles est ici trop souvent ignorée ;: on en reste & des calculs de pures
longueurs, exigeant des hypothéses de position que I'on n'énonce pas.

Nous nous attardons sur ces premiers alinéas, trés simples ; c'est qu'ils
ont été traités, avec des fortunes trés variées, par tous les concurrents,
qu'ils se prétent donc mieux d des remarques d'ensemble, et que les obser-
vations que nous avons A présenter sur ces seuls points sont déja les mémes
que celles qui vont s'imposer par la suite. quoique ne portant alors plus que
sur un nombre restreint de copies.

Une conclusion géométrique s'intercalait ici, qui proposait de « montrer
que le co6té PQ est constamment vu sous un angle droit d’une infinité de
points ». Le mot « constamment » n'a pas toujours été ni remarqué, ni
compris ; beaucoup répétent une démonstration apprise, et donnent comme
lien demandé la sphére de diamétre PQ ; ils ne voient pas qu’il s'agit de
chercher si cette sphére passe par des points fixes ; les meilleurs sont seuls
a constater (ue toutes ces sphéres passent par C, que leurs centres sont ali-
gnés, qu'elles ont donc en commun un cercle, qui est le lieu demandé, cer-
cle situé dans le plan ABC, passant par C, ayant son centre au milien de
AR,

La premiére partie se terminait pas unc guestion de calcul, consistant a
trouver &, v, connaissant la surface S == 2k®, du triangle PQR. L'équation
du probléme

I6k-’r e (a2 +y7) (b2 _l_ xz) — a?bﬁ + aﬂx?, __I_ b2y2 _I_ ny‘l
se formait immédiatement. Associée & la premiére condition, qui donne v,
clle se transforme en I'équation :
2 2 202
a*x? 4 by = 16k* — a2h® — Mt T
4

d'onr, ainsi que le texte l'indiquait, les valeurs des carrés de ax - by,
ar — by, puis de ces expressions elles-mémes, et enfin de # et 3. Les concur-
rents ont bien suivi Uindication, mais en discutant rarement les diverses
circonstances de ce calcul ; un seul a eu le souci de s'assurer que les com-
binaisons donnant (av 4~ bv)2, (ex —by)? constituent un systéme équi-
valent au premier ; bien peu ont eu la préoccupation des doubles signes
et par suite du nombre de solutions ainsi que de leur disposition, de leur
symétrie par rapport au plan ABC.

Plus rares encore sont ceux qui, ayant exprimé la solution par des racines
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carrées, songent a discuter l'existence de celles-ci ; la discussion montre

de suite que 16k* doit étre supérieur aux deux nombres
2 2 2\2
(a4 6 —c?) ;

a?h? F ——— 4 ab(a® 4 5% — ),
4

donc au plus grand d’entre eux, donc que I'aire PQR a un minimum, puis
que la réalisation de ce minimum dépend du signe de a? 4 &% —c?, donc

—— .
de la nature de l'angle ACB, et que, suivant que cet angle est aigu ou
obtus, le minimum a lieu pour av -~ by =0 ou ar— by = o, autrement dit

== Clest-a-dire lorsque le plan PQR passe par la hissec-
a

trice intérienre ou extérieure de 'angle ACB. Cette voie, de 1'observation
directe et compléte, n'a été suivie que par un seul, le second du classement ;
les autres ne virent que la ligne du texte demandant un minimum ; ils
lisclent des précédentes et font appel a leurs souvenirs : ils voient que la
surface varie comme l'une des combinaisons o?a? 4 by, (av 4 b3)%
(ax — by)2, et reconnaissent avec l'une ou l'autre une somme de deux
nombres dont le produit est constant ; mais ils ne précisent pas davan-
tage, leurs souvenirs ne leur rappellent pas qu'il y a lieu d'examiner ¢'il
s'agit de nombres positifs, si ceux-ci peuvent prendre toutes les valeurs ;
la contradiction a laquelle ils seraient ainsi conduits, en usant des deux
erniéres combinaisons, en arrivant 4 un minimum atteint pour ax = by,
comme pour ar = -—Dby, ne les rend méme pas circonspects.

Dans la seconde partie du probléme, le point R n'étant plus fixé
en C. on demandait de calculer l'aire S du triangle POR en fonction de
@. b, c,x, v, 5 une parenthése rappelait l'expression de Sa®, carré de
I'aire ABC, en fonction de g, b, r. La question se réduisait done 3 un simple
probléme de calcul. c(msi\'tant a remplacer dans So? les carrés de @, b, ¢ par
cenx des cotés de POR, a2, par exemple, par ¢2 - {(y — 2)*. La plupart en
sont restés 13, ou ont développé tous les carrés tels que [a2 4 (v —2)*]®
et tous les produits tels que [a2 - (v —)2] [h* 4 (2 — x)=]. Ici, ce sont
surtout les qualités d'ordre qui ont fait défaut. La formation d'un seul pro-
duit annonce de suite que 16 S% apparait comme un polynome entier se
séparant en trois parties formées respectivement de termes constants, du
second degré et du quatriéme degré en x, v, 5, que la premiére partie repro-
duit 16 Sp2, et que la troisitme se déduit de la premiére en y remplagant
a2, b2, ¢2 par (y —2)2, (s— )3, (r—3)? ; le texte annongait que celle-ci
disparait en demandant de I'établir sans calcul : il résulte de ce qui précéde
qu'elle représente en effet le carré de l'aire d'un triangle dont les cotés,
égaux aux valeurs absolues «les trois différences v —s. 5—ua, 7 —V.
sont tels que l'un dleux est égal 3 la somme des deux autres. Cela
étant, on arrive donc & 16 82 = 16 Sy2 + f(x, v, 5), f étant un polynéme
homogéne du second degré en x.v, s, somme de trms termes de la forme
2(y —2)? (b2 4 ¢2 —a?) ; comme S est I'aire PQR, So celle de sa projec-
tion ABC, f n'est nul que peur » = y =g, dans le cas oit le plan PQR est
paralléle & ABC : il est positif daus toute autre hypothése. Il ¥ avait a le



vérifier par le caleul ; ¢'était une application classique de la régle du signe
du trindme ; f est, en effet, un trinéme du second degré en ., et son discri-
minant, calculé sans aucun artifice, apparait comme égal 3 — 16 S¢3(v — )=
La vérification de calcul, concernant ce qui a été dit des termes du 4° degré
sc faisait aussi facilement, en y apportant de l'ordre, en calculant séparé-
ment les termes de méme forme, en #%, en 2%y, en x2y% et xiys,

La fin du probléme concernait des études de volumes. Supposant z, v, s
tous positifs, de sorte que ABCPQR constitue un tronc de prisme triangu-
laire droit, on décomposait ce solide en pyvramides ayant pour sommet
commun un point quelconque I du plan PQR, intérieur au triangle. Ici, les
volumes partiels, comme le volume total, ont €té, en général, évalués correc-
tement par ceux qui ont abordé ces parties, et calculés en fonction de
¥, ¥z, 0,b,c, et des éléments qui fixent Ia position de I, savoir sa dis-
tance i = IH au plan ABC, et les distances , 8, v de H aux cotés de ABC;
on sent que nos éleves de Premiére sont exercés 3 des évaluations de volu-
mes. Ils sont moins heureux lorsqu'il s'agit de tirer parti de ces mesures ;
ils en ont bien déduit une relation entre les volumes partiels et le volume
total, relation linéaire entre x, v.s vérifie avec tous les plans PQR pas-
fant par un point fixe I, mais établie ceulement, comme on le demandait,
pour le cas de x, v..5 tous positifs, c'est-d-dire dune configuration restant
toujours celle du tronc de prisme. Cette relation contient des constantes
surabondantes, du fait que Sy, aire ABC, est la somme de trois aires par-
tielles formeées en joignant H & A, B, C. Pour mettre les éléves en présence
de cette condition. le texte demandait ce que devient la relation entre a, y, &
lorsque ces variables sont égales ; 4 quoi la réponse a été d'écrire brutale-
ment ¥ == v=gz!sans sattacher a Ja signification de¢ cette hypothése,
& savoir que le plan PQR est paralléle 2 ABC, ce qui entraine ki =i,
¢galite qui fait que la relation devient 2 Sy =ax 4 b8 4 cv. condition
aui permet alors de mettre la relation générale sous la forme simple
ant = b8y 4 cys == 2 Suh. Certains, plus heureux gue les autres, ou mon-
trant des connaissances qui ne leur sont pas imposées, sont arrivés A cette
forme simple. en rappelant ou en établissant & part I'expression précédente
de So : la substitution x == y==35 leur donnait alors v==h, conclusicn
yu'ils donnaient sans commentaire, ou avec le bon esprit de signaler que
ce résultat est évident.

Réciproquement, on demandait ce que 'on peut dire du plan PQR, lors-
qyue r, y, 5, toujours positifs. restent constamment reliés par une condition
de la forme Ar 4 By 4 Cs =D, cit les constantes sont toutes positives,
La réponse a bien été, lorsqu'elle a été donnée, que le plan PQR passe par
un point fixe : mais, 4 trois exceptions prés. elle était justifiée par 1'éga-
lit¢ et non la proportionnalité des coefficients & ceux de la relation précé-
dente : 1'égalité déterminait des valeurs de . B.v. I, et I'on ne soccupait
pas de vérifier la condition imposée 3 % B.+. Il est excusable de tomber
dans un piége quand on le rencontre pour la premidre fois : 'excuse n'est
plus admise avee un sujel averti. et nos ééves ont déja dit recevoir au
moins deux fois Vavertissement, soit lorsqu'ils ont constaté que la simple




équation du 1" degré A une inconnue n'a pas ses deux coefficients déter-
minés par la solution, soit lorsqu’ils ont rencontré le cas de l'indétermina-
ticn dans I'étude du systéme de deux équations du 17 degré & deux
inconnues.

La quatriéme et derniére partie était surtout une application de ce qui
précéde. Elle demandait comment varie le plan POR, soit lorsque le volume
du tronc de prisme reste constant, soit lorsque sa surface latérale reste
constante, soit lorsque les trois faces latérales ont des aires équivalentes, et
de déterminer ensuite, parmi les plans satisfaisant, séparément ou simul-
tanément, aux deux premiéres conditions, ceux pour lesquels l'aire PQR
est minimum.

Les deux premiéres conditions se traduisent respectivement par les
relations

¥ 4y + 5 = const., a(y + =) =+ b(s 4 &) + c(r + ¥) = const.:
elles sont toutes deux de la forme précédemment étudiée, de sorte que,
dans chaque cas, le plan PQR passe par un point fixe I : dans la premicre
hypothése, ce point I, défini par ax == b8 = cy, est tel que sa projection H
donne des triangles BCH, CAH, ABH d'aires équivalentes, cest-d-dirc
sa place au centre de gravité du triangle ABC. Avec la seconde hypothese,

o

2

I se place facilement en interprétant les combinaisons &' =

W =
ABC le triangle A'B’C" ayant pour sommets les milieux des cotés du pre-
mier, et 4 la surface primatique proposée celle d'arétes paralleles menées
par A, B, C’; &, 4,5 sont les abscisses des points P", Q. R’ ot le plan
POR rencontre les arétes de la seconde surface ;: I'hypothése se traduit
alors par a'x” 4 ¥y - ¢’y = const., ¢, b, ¢’ étant les cités de A'BC ;
le point H, projection de I, répond & a' =3 =" ; il est équidistant des
trois cotés de A'B'C’, il se place au centre du cercle inscrit dans ce triangle.

Lorsque le plan PQR varie en satisfaisant. séparément ou simultané-
ment & ces deux conditions, 1'aire PQR a une projection ABC invariable :
elle est minimum quand 1'angle des plans ABC. PQR est le plus petit pos-
sible. S'il n'y a qu'une condition isolée, le minimum a lien lorsque POR
est paralléle & ABC : si les conditions sont simultanées, et si les points
fixes n'ont pas la méme projection, c'est-d-dire si le triangle ABC n’est
pas équilatéral, le minimum est réalisé avec le plan qui a pour ligne de
plus grande pente la droite des deux points fixes. Seul I'éléve classé pre-
mier a bien mis ces points en évidence.

Lorsque les faces latérales du tronc ont des aires équivalentes, on a :

Wyt D) =bst)=cta. o @F=by=0c5;

il est bien exact de dire encore. avec un concurrent, que ces relations sont
linéaires, que chacune d’elles exprime que le plan PQR passe par un
point fixe ; mais comme 1'étude générale n'a été faite qu'avec des coeffi-
cients positifs, cette conclusion n'est pas justifiée. On levait l'objection en

3 :ﬂ qui, le texte l'indiquait. substituent au triangle
2 2
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reconnaissant, dans la seconde forme, I'une des conditions déja rencontrées
d la fin de la premiére partie, laquelle exprime que P'Q’ rencontre A’B’ au
méme point que la hissectrice extérieure de I'angle A’C’B’ ; associant les
deux égalités, on constate ainsi que le plan PQR passe par une droite fixe,
laquelle joint les points de rencontre des bissectrices extérieures du triangle
A'B'C’ avec les cotés opposés, Ce résultat complet a été établi, et hien
établi, comme le précédent, par notre premier prix ; serait-ce par modestiz
que ce dernier croit devoir ajouter qu'il connait I'alignement en question,
plutét que de constater qu'il vient d'en découvrir une démonstration ?

Ainsi nos éleves, des meilleurs aux plus faibles, ne savent pas assez faire
cuvre personnelle. Ils croient que le meilleur est celui qui a acquis le plus
de connaissances, qui en fait un brillant étalage ; ils ne soupgonnent pas
qu'un jugement reposant sur une observation personnelle, dégagé de toute
influence étrangére, est & la fois le plus complet et le plus clair. Dans la
classe de Premiére, une classe d’Humanités, le bagage de connaissances
mathématiques & acquérir est des plus légers ; il se réduit a quelques idées
générales, 4 quelques notions fondamentales traduites en un langage sim-
ple ; que nos éléves s'en contentent, leur satisfaction n'en sera que plus
grande, a découvrir le parti que, livrés & eux-mémes, ils peuvent en tirer.

De nos 284 concurrents, les trois premiers ont traité le sujet, plus ou
moins complétement, sans faute grave, avec des parties de réelle valevr
que nous avons signalées au cours de ces lignes. Avec les suivants, les
lacunes prennent rapidement plus de profondeur, les erreurs plus de gra-
vité, et les copies couronnées sont celles qui rachétent leurs erreurs par de
bonnes parties. Mais, ces qualités disparaissant & leur tour. le Jury a
dit, en le regrettant, arréter sa liste & un 6" accessit.

L'Iaspecteur général, Président du Jury,
A. TRrESsE,
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