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3. Rapport sur la composition de mathématiques
{classe de Mathématiques)
au Concours général des Lycées et Colléeges en 1932

Le sujet proposé (1) visait la détermination des plans P qui passent par
un point donné % et qui rencontrent trois droites concourantes domnées,
SA, SB, SC, non situées dans un méme plan, aux sommets a, b, ¢, dun
triangle dont i est I'orthocentre.

Si ad’, b, cc’ sont les hauteurs de ce triangle, il faut et il suftit que ke’
soit perpendiculaire & bc et hb’ perpendiculaire 4 gc. La premiére de ces
conditions impose & la droits bc d’étre tangente & une parabole IL, quia
pour foyer la projection orthogonale A, du point % sur le plan BSC et pour
directrice I'intersection S« de ce plan et du plan ASh. La seconde place de
méme la droite ac dans l'ensemble des tangentes & une parabole II; qui a
pour foyer la projection h, du point /i sur le plan ASC et pour directrice
l'intersection S8 de ce plan et du plan BS/h.

Le plan P cherché serait donc un plan tangent commun aux deux cones
fqui ont 7 comrhe sommet et pour directrices respectives les paraboles II,
et II,. I va de soi que ces plans sont tangents & un troisieme cone qui
a pour hase II..

Mais il s’agit 14 d'un probléme du 4 degré. dont la solution n'est pas du
programme de mathématiques élémentaires ; aussi avait-on choisi le point
i dans le plan projetant orthogonalement SA sur le plan BSC, en SA'
Dans ce cas, 'enveloppe 1I, de la trace be du plan P satisfaisant 4 la pre-
miere condition, se réduit au point i, qui est situé sur SA’ et au point &
'infini, sur une perpendiculaire 4 SA’, dans le plan BSC, de sorte que les
droites bc se partagent en deux catégories :

1" celles qui passent par /i, (ou «’) :

2" celles qui sont perpendiculaires a SA’

Les plans P correspondants pivotent autour de la perpendiculaire ha”
au plan BSC, ou de la perpendiculaire sa” au plan ASA’. Les plans asso-
ciés 4 un orthocentre 7 du plan ASA’ sont alors les plans tangents menés
par Jia’ ou ha” au cone /i (I1,) et on est ramené a deux problémes du second
degreé.

La définition de la parabole TI, et I'examen de sa dégénérescence faisaient
i'objet de la premiére partie du probléme (§I). Il n'y avait rien 1d qui
dépassit les moyens d'un honnéte éléve de mathématiques €lémentaires.

La position du point /i avait été particularisée plus completement encore
dans une seconde partie ; on le supposait placé sur l'intersection A des deux
plans SAA’ et SBB’. Les plans P correspondants contiennent alors I'une
ides droites ha’ ou ha” et I'une des droites analogues 45’ ou hb” ; ils sont
donc au nombre de quatre. Trois d'entre eux sont perpendiculaires res-
pectivement & SA, SB ou SC, le dernier est perpendiculaire a A, 11 en résulte

(1) Voir I'énoncé page 4 des Fascicules consacrés aux Examens et Concoursen 1432.



que les plans SAA’, SBB’, SCC’ se coupent suivant A ; cette propriété a
¢té rappelée par ceux qui la connaissaient, mais elle n'a guére attiré U'atten-
tion des autres.

En outre, on mettait en évidence des points & pour lesquels le probléme
proposé admet quatre solutions.

Une troisiéme partie posait de fagon précise le probléme de la détermi-
nation des plans P qui correspondent & un point / situé dans le plan SAA’,
de la répartition de ces plans par couples dans deux séries distinctes et, en
particulier, la recherche des points /i pour lesquels les deux couples ont
un plan commun, Ce plan passant par sia' et ha” est perpendiculaire 3 SA’.
Sa direction est fixe et le lieu de & est une droite passant par S. On
retrouve ainsi une catégorie de points 4 par lesquels passent quatre plans P,
dont deux confondus,

Une autre remarque s'impose 2 cette occasion et souligne 'importance de
U'homothétie par rapport au point S dans toute cette question : si un point /
est orthocentre du triangle défini par un plan P, tout point /' de la droite
Sh est l'orthocentre du triangle défini par un plan P', mené par i’ et paral-
léle & P,

La détermination des plans P, qui résulte de 'analyse précédente, se préte
suffisamment & la construction de ces plans ; elle renseigne assez mal sur
I'association des plans d'un méme couple 3 cause du déplacement de la
parabole 1[; liée & un point variable i. Pour la méme raison, elle ne donne
que des renseignements banaux sur l'existence des plans d'une série.

C'est pis encore si 'on veut, du méme point de vue, comparer les deux
séries. Aussi, I'énoncé demandant d'indiquer une construction géométrique
des plans de la premiére série {§ IV), et des plans de la seconde (§ V),
orientait-il les concurrents vers d'autres constructions. Il restait assez impré-
cis pour que leur initiative s'exercat i ce sujet.

Les questions angulaires. posées & propos des plans Jd'un méme couple,
conduisaient & la recherche des traces de ces plans sur un plan perpendi-
culaire 4 leur intersection, c'est-d-dire sur le plan SBC pour la premiére
série, sur le plan SAA’ pour la seconde. Clest ce qu'a bien vu lauteur de
la copie classée au premier rang ; celui de la copie placée au second ne I'a
v que partiellement,

Une droite bc, menée par le point o', donné en méme temps que /1, est défi-
nie par la condition a'b.a’c = —da.ch=p., a éant le point de ren-
contre de /" et de SA. Il en résulte que ¢ est I'un des points d'intersection
cr, ¢z de SC et du cercle (3) inverse de SB par rapport au pole a’, avec le
module p. Les droites bia’ci, bad’cs, ainsi définies, sont les traces de deux
plans Py, P2 de la premiére série, qui correspondent au point 2. Comme les
deux couples de points inverses (b1. 1), (bz. ¢z) sont sur un cercle, les cor-
des b1 ¢1. bz cx de ce cercle sont antiparalléles par rapport a8 SB, SC, c'est-a-
dire également inclinées sur les bissectrices des angles BSC. Ces plans bis-
secteurs de P et Pz sont done paraliéles & ceux des plans perpendiculaires &
BSC, menés respectivement par SB ou SC. Si @' reste fixe et que )i se



déplace sur la droite a'a, les angles des plans P1 et P2 varient ; ils sont
égaux aux angles sous lesquels se coupent la droite SC et le cercle (3). Ces
angles sont droits pour une position de & et ont des valeurs données pour
deux positions du méme point. Il en résulte que le lieu des points /., tels
que les deux plans associés de la premiére série soient rectangulaires, est
une droite Sk ; le lieu correspondant a des plans dont les angles sont don-
ués (o et = ne sont pas exclus), se compose de deux droites issues de S.

Considérons les plans de la seconde série, qui ont pour trace, sut le plan
SBC, une droite donnée ba’c, perpendiculaire a SA’. Le lieu du point j
associé 3 chacun d'eux est défini, dans le plan ASA’, par la relation
a'h.da=—ab.a'c=g, a étant un point variable sur SA. Ce lieu est le
cercle (&) inverse de SA! par rapport au pdle ¢’ avec le module g. Utilisons
I'homothétie signalée plus haut. Un point /i étant choisi dans le plan SAA’,
prenons les points de rencontre hi et iz de Sh et du cercle (s) : ce sont
les points /i associés respectivement aux plans bchy et behe. Par suite, les
plans Q1 et Q2 de la seconde série, qui correspondent au point donné h,
sont les plans menés par ce point parallélement & I'un ou a l'autre des pré-
cédents. Leurs propriétés angulaires en résultent de suite. Ils sont orthogo-
naux si Sk passe par le centre de (¢). Leurs angles peuvent devenir égaux
i oetmsi S est dPextérieur de (¢) ; ils peuvent alors prendre des valeurs
données, pour deux positions de Sh ; ils ne varient qu'entre certaines limi-
tes si S est a lintérieur de (e).

Ces constructions se prétent assez bien d I'examen des conditions d'exis-
tence des plans P qui correspondent & un point 4 (§ VI). Pour que les plans
Py et P2 de la premiére série existent, il faut et il suffit que le cercle (3)
coupe SC. Soit T le point de rencontre de SC de la paralléle & SB, menée
par @'. Tout cercle (8) appartient au faisceau des cercles tangents a e’ au
point a@’. Parmi les cercles de ce faisceau, il en est deux (80) et (8'0) qui sont
tangents 44SC, I'un en Co, lautre en C'y ; I est d'ailleurs le milien de
CoC'o. Soient Ko et Iy les orthocentres correspondants aux plans P dont
les traces respectives a’co et o’c’y sont paralléles a I'une des bissectrices des

angles BSC. Quand ¢ décrit le segment coc'o. le produit 'b.a'c croit de
a'bn . &’co a l'infini (quand ¢ est en 1), puis décroit de 1'infini & a’'d’o . a'c’o.

Drailleurs, le produit g ab. a‘c ac change de axgne quand ¢ passe par 1. Le point

I défini par la relation @a.0h=—ab.ac se déplace. dans ces condi-
tions, suivant deux demi-droites qui ont pour origines respectives /o et I’
et qui sont situées de part et d'autre du plan BSC. Le point / doit donc étre
A l'extérieur de la région (R) balayée par une droite qui passe par S et
rencontre le segment fhok'o.

Pour que les plans Q1 et Q= de la seconde série existent, il faut et il
suffit que la droite Sk coupe le cercle (e), inverse de SA par rapport au
pble o’, avec le module ¢g. Ce cercle rencontre SA’ en @ et au point ¢

inverse de S ; ce point s est l'orthocentre du triangle Sbe. Si l'angle #5c¢
est obtus (ce qui place o’ entre b et ¢), S est sur le segment a's et par suite
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3 lintérieur du cercle (). A tout point & du plan ASA’ correspondent
alors deux plans Qi et Qu.

Si I'angle BSc est aigu, le point S est sur un prolongement du segment
a’s et par suite & l'extérieur du cercle (). On peut mener de ce point deux
tangentes au cercle : ce sont les positions limites de la droite Sk ; elles
définissent une région inutile (R’) extérieure a (e).

Il reste & rapprocher les résultats de ces deux discussions, ce qui est la
partie vraiment délicate du probléme (§ VII). On est conduit a distin-
guer deux cas.

——

1* L'angle 6Sc est obtus. — Les deux plans Q1 et Q: existent toujours.
Les deux plans P1 et P2 existent ou non suivant que h est 3 I'extérieur
ou a Pintérieur de Ia région (R). Le probléme a quatre solutions ou deux ;
il en a trois, comme cas limite, si / est sur Sho ou Sh'o.

2* TL'angle 7S¢ est aign. — Il y a lieu de comparer les régions inutiles
(R) et (R") obtenues au § VI, et, pour celd, d’étudier ces régions de plus
preés.

Pour préciser mieux encore, supposons que o soit entre b et ¢. Dési
gnons par becy la perpendiculaire et par b'uc’v la paralléle 4 la bissectrice
de 'angle ZS\C‘ menées par o', de sorte que a'bo . a'co est négatif, tandis
que ¢’bo . a'clo est positif.

Faisons varier I'inclinaison de SA sur le plan SBC en tenant compte
de la symétrie par rapport 2 ce plan ; il suffit de faire croitre I'angle

— =
B=ASA"de 0 4 —. Daus ces conditions. le point ¢ décrit la demi-droite
2
v'x (sens positif), perpendiculaire & Sq', dans le plan ASA'. Soit ¢’
la demi-droite opposée. Le point hy est sur ¢’ et le point A'e sur ¢'v’. En

i 5Sc
. . a iy c 5,
outre, un calcul simple montre (ue = — tg® — , desortequecho
) 2
a'h ¢

est inférieur 4 a'fi'y. Le point /o se déplace sur o’z et ko sur a'x', les deux
segments a’fio et a'h’o décroissant de l'infini 4 zéro. L'ouverture de la

M- 2 I I\ . PO
région (R) décroit donc de = & o quand 6 croit de 0 & =,
2
Le probiéme est plus compliqué pour la région (R'). Soient i et ' les
points de contact des tangentes menées de S au cercle (¢). Quand 8 varie,

ces points décrivent un cercle (£) de centre S et de rayon \/Sa” So ; la
droite qui les joint passe par le conjugué harmonique 7 de S par rapport
a o et a’. On peut donc définir u et 1’ par lintersection du cercle (2) et
d'une sécante passant par i Cette sécante fait avec S¢’ un angle aigu
dont la tangente est proportionnelle & celle de I'angle 6, ce qui permet de

1 ! ’ . A T
suivre le déplacement de u et « sur (X) quand 0 croit de o 3 =. Les
2

droites Su et Si’ coupent #'ax aux points ke et 'y dont il faut trouver
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la position par rapport & ho et /o, Ces points sont tantot d'un meéme edté
de o', tantdt de cOtés différents ; désignons par k'e le plus éloigné de «'.
[is se déplacent d'ailleurs dans le sens xx'.

f partant de o, la droite 2'u est confondue avec Sa’ et les deux points
ky, ¥y coincident avec ¢’. Si 8§ est voisin de o. ko et k'o sont voisins de
o’ sar a'x’. § croissant arrive A une valeur 8 telle que 'une des tangentes
issues de S au cercle (s) est paralléle & #'x ; le point &'v est alors rejeté
a l'infini et ko occupe une position %1, § continuant de croitre, le point &y
qui est venu sur ¢’x se rapproche de «, tandis que ko continue a s'en €lui-

A

gner, Enfin, quand 0 atteint — , &'y et ko occupent deux positions &'z et ke

w

symétriques par rapport a ¢’. En résumé, quand 0 croit de o & 81 la régiop

(R") a pour base le segment kok’o ; quand 6 croit de 61 & —, celte région a

WA

pour bases les deux demi-droites kox’ et Elox. Le passage par 01 n'iniroduit
d'ailleurs aucnne discontinuité dans la variation de (R").

11 reste & placer le couple ho, Ji'n, par rapport au couple ko, k'o. Quand ¢
croit & partir de o, #’u et kg se déplacent sur «’x" en sens inverse, l'un
venant de l'infini, 'autre y allant ; ils coincident donc pour une valeur
v de l'angle 6, inférieure & 0. Dans tout lintervalle (0, ©) la base kol's
de (R’) est portée par la base hoh'o de (R) et (R) s'intégre dans (R).
On trouve alors une région pour laquelle il y a yuatre plans P (deux de
chaque série), une région qui n'en donne aucun et deux régions hornées
par les précédentes et cui fournissent deux plans de la seconde série
[disposition (1)].

Un raisonnement analogue montre que /i'n vient se confoudre avec kg

" ™
pour une valeur de w; de lintervalle { o, — )
2 20

-/

Mais %o peut-il se confondre avec ko ? Celd ne pourrait se produire
que pour une valeur de 0 supérieure a 0;. Alors a'k’e serait égal a ¢'h :
mais 3 cause des inégalités a'k'o > a'ko et o’h'v > ¢'ho, on  aurait
&'ko < &'I’v. La disposition correspondante de (R) et de (R") montre que
T'on n'aurait jamais plus de deux plans P ou Q. ce qui est contradictoire
avec les résultats obtenus aux § II et ITI. Les seules valeurs o et o
conviennent donc aux changements de situations. L'étude des dispositions
correspondantes de (R) et (R) montre que. dans lintervalle (w.w1) on
a une région qui donne quatre plans P, une seconde gui n'en donne aucun

et deux autres qui fournissent deux plans de la premiére série ou, deux
4

plans de la seconde [disposition (2)]. — Dans lintervalle ( (-.)1,:\. detix

5/
régions donnent quatre plans P et deux autres en donnent deux qui appar-
tiennent soit 4 la premiére. soit & la seconde série [disposition (3)].

Tl resterait & déterminer les angles © et wy en fonction des données,
c'est-a-dire des angles du triangle Ske ; le calcul des tangentes des angle:
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